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Рассматриваются только конечные группы и классы конечных групп.
Классом групп называется всякая совокупность групп, содержащая с
каждой группой 𝐺 и все группы изоморфные 𝐺. В работе изучаются
формации, т.е. классы групп, замкнутые относительно гомоморфных
образов и подпрямых произведений. Цель работы — исследование ре-
шеточных свойств 𝜔-веерных формаций, где 𝜔 — непустое множество
простых чисел. В работе установлены достаточные условия, при ко-
торых брауэрова решетка 𝜔𝛿𝐹 (F) всех 𝜔-веерных подформаций с про-
извольным направлением 𝛿 заданной формации F является стоуновой
решеткой. В качестве следствий из основной теоремы вытекают резуль-
таты для 𝜔-локальных, локальных и других видов формаций.
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Введение

Рассматриваются только конечные группы. Важное место в теории классов
групп занимают формации, т.е. классы групп, замкнутые относительно гомоморф-
ных образов и подпрямых произведений. Понятие формации было введено в рас-
смотрение В. Гашюцем в 1963 году в работе [1], в которой были определены ло-
кальные формации групп, в настоящее время являющиеся наиболее изученными
(см., например, [2,3]). В дальнейшем, в качестве естественного обобщения локаль-
ных формаций Л.А. Шеметковым были построены 𝜔-локальные формации, где
𝜔 — непустое множество простых чисел [4]. 𝜔-Локальные формации являются од-
ним из видов 𝜔-веерных формаций, введенных в рассмотрение В.А. Ведерниковым
в 1999 году (см., например, [5]). Различные свойства 𝜔-веерных формаций изуча-
лись в работах [6–8] и др. Настоящая работа посвящена исследованию решеточных
свойств 𝜔-веерных формаций.
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Решеточный подход к изучению формаций групп впервые был предложен
А.Н. Скибой в 1986 году [9]. В 1987 году А.Н. Скиба в работе [10] ввел в рассмотре-
ние концепцию кратной локальности для формаций. В монографии [11] Л.А. Ше-
метков и А.Н. Скиба установили некоторые важные свойства решетки всех фор-
маций конечных групп, а также решетки всех 𝑛-кратно локальных формаций, где
𝑛 ∈ N∪{0}. Решеточные свойства 𝜏 -замкнутых 𝑛-кратно локальных формаций, где
𝜏 — произвольный (регулярный) подгрупповой функтор, представлены в моногра-
фии [3]. Основные свойства решеток 𝑛-кратно 𝜔-локальных формаций получены в
работе [12]. Подробное изложение решеточных свойств локальных (насыщенных),
𝜔-локальных (или, иначе, 𝜔-насыщенных), разрешимо 𝜔-насыщенных формаций
представлено в монографии [13]. Некоторые свойства (модулярность, дистрибу-
тивность и др.) решетки 𝜔-веерных формаций получены в работах [14,15].

Одним из важных видов брауэровых решеток являются стоуновы решетки.
Исследованию 𝑛-кратно насыщенных формаций со стоуновой решеткой подфор-
маций посвящена работа [16]. Описание 𝜏 -замкнутых 𝑛-кратно насыщенных фор-
маций со стоуновой решеткой 𝜏 -замкнутых 𝑛-кратно насыщенных подформаций
получено в [17]. Целью настоящей работы является установление условий, при
которых брауэрова решетка 𝜔-веерных формаций конечных групп является сто-
уновой.

1. Предварительные сведения

Символ := означает равенство по определению. Используемые определения и
обозначения для групп и классов групп стандартны (см., например, [2,3,18]). При-
ведем лишь некоторые из них. Запись 𝑁 ▷ 𝐺 означает, что 𝑁 — нормальная под-
группа группы 𝐺.

Классом групп называется совокупность групп, содержащая с каждой своей
группой и все группы, ей изоморфные. Через G обозначается класс всех конечных
групп; E — класс всех единичных групп. Пусть P — множество всех простых чисел,
𝑝 ∈ P. Через N𝑝 и G𝑝′ обозначаются соответственно классы всех 𝑝-групп и всех 𝑝′-
групп; S𝑐𝑝 — класс всех групп, у которых каждый главный 𝑝-фактор централен;
G(𝑍𝑝)′ — класс всех групп, у которых нет композиционных факторов, изоморфных
𝑍𝑝, где 𝑍𝑝 — группа порядка 𝑝. Через (X) обозначается класс групп, порожденный
совокупностью групп X ̸= ∅, т.е. (X) — пересечение всех классов групп, содержа-
щих X, в частности (𝐺) — класс всех групп, изоморфных группе 𝐺. Пусть F —
непустой класс групп и {F𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} — некоторая совокупность непустых подклас-
сов класса F. Тогда полагают F := ⊕𝑖∈𝐼F𝑖, если для любых различных 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼
имеет место F𝑖 ∩ F𝑗 = E и каждая группа 𝐺 ∈ F имеет вид 𝐺 = 𝐴𝑖1 × . . .×𝐴𝑖𝑡 , где
𝐴𝑖1 ∈ F𝑖1 , . . . , 𝐴𝑖𝑡 ∈ F𝑖𝑡 для некоторых 𝑖1, . . . , 𝑖𝑡 ∈ 𝐼 [3].

Операцией на классах групп называется всякое отображение множества всех
классов групп в себя. Операции 𝑄,𝑆𝑛, 𝑅,𝑅

0
определяются следующим образом:

для любого класса групп X имеет место
𝑄(X) := (𝐻 ∈ G | 𝐻 ∼= 𝐺/𝑁 , где 𝐺 ∈ X);
𝑆𝑛(X) := (𝐻 ∈ G | 𝐻 ▷ 𝐺, где 𝐺 ∈ X);
𝑅(X) := (𝐻 ∈ G | 𝐻 = 𝑁1𝑁2 · . . . ·𝑁𝑘, где 𝑁𝑖 ▷ 𝐻, 𝑁𝑖 ∈ X, 𝑖 = 1, 𝑘);
𝑅

0
(X) := (𝐻 ∈ G | 𝐻 ∼= 𝐺/(𝑁1 ∩𝑁2 ∩ . . . ∩𝑁𝑘), где 𝐺/𝑁𝑖 ∈ X, 𝑖 = 1, 𝑘).
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Пусть 𝑈 — произвольная операция на классах групп. Класс X называет-
ся 𝑈 -замкнутым, если 𝑈(X) ⊆ X. Класс X называется: формацией, ес-
ли X 𝑄-замкнут и 𝑅0-замкнут; классом Фиттинга, если X 𝑆𝑛-замкнут и
𝑅-замкнут; формацией Фиттинга, если X является формацией и классом
Фиттинга. Если F — непустой класс Фиттинга, то 𝐺F — F-радикал груп-
пы 𝐺, т.е. наибольшая нормальная подгруппа группы 𝐺, принадлежащая
F [2]. Через X1X2 обозначается произведение классов групп X1 и X2, т.е.
X1X2 = ( 𝐺 ∈ G | существует 𝑁 ▷ 𝐺 такая, что 𝑁 ∈ X1, 𝐺/𝑁 ∈ X2 ) (см., на-
пример, [18]).

Через 𝜋(𝐺) обозначается множество всех простых делителей порядка группы
𝐺; для совокупности групп X полагают 𝜋(X) := ∪

𝐺∈X
𝜋(𝐺). Пусть 𝜔 — непустое

подмножество множества P. Группа 𝐺 называется 𝜔-группой, если 𝜋(𝐺) ⊆ 𝜔; G𝜔

— класс всех 𝜔-групп; 𝑂𝜔(𝐺) := 𝐺G𝜔
. Группа 𝐺 называется 𝜔-отделимой, если

для каждого главного фактора 𝐴/𝐵 группы 𝐺 справедливо |𝜋(𝐴/𝐵) ∩ 𝜔| ≤ 1; 𝜔-
разрешимой, если каждый главный фактор группы 𝐺 является либо 𝜔′-группой,
либо абелевой 𝑝-группой для некоторого 𝑝 ∈ 𝜔 [2].

Функции 𝛿 : P → {непустые формации Фиттинга}, 𝑓 : 𝜔 ∪ {𝜔′} →
{формации}, где 𝑓(𝜔′) ̸= ∅, называются соответственно P𝐹𝑅-функцией и 𝜔𝐹 -
функцией (здесь символ 𝜔′ обозначает элемент, не принадлежащий 𝜔). Формация

F = (𝐺 ∈ G | 𝐺/𝑂𝜔(𝐺) ∈ 𝑓(𝜔′) и 𝐺/𝐺𝛿(𝑝) ∈ 𝑓(𝑝) для всех 𝑝 ∈ 𝜔 ∩ 𝜋(𝐺))

называется 𝜔-веерной формацией с направлением 𝛿 (коротко, 𝜔𝛿-веерной форма-
цией) с 𝜔-спутником 𝑓 и обозначается F := 𝜔𝐹 (𝑓, 𝛿) [6].

Согласно лемме 5 [6], пересечение любой совокупности 𝜔𝛿-веерных формаций
также является 𝜔𝛿-веерной формацией. Пересечение всех 𝜔𝛿-веерных формаций,
содержащих непустую совокупность групп X, обозначается 𝜔𝐹 (X, 𝛿) и называется
𝜔𝛿-веерной формацией, порожденной X; в частности, при X = {𝐺} пишут 𝜔𝐹 (𝐺, 𝛿).

Пусть 𝑓1 и 𝑓2 — произвольные 𝜔𝐹 -функции (P𝐹𝑅-функции). Запись 𝑓1 ≤ 𝑓2

означает, что 𝑓
1
(𝑥) ⊆ 𝑓

2
(𝑥) для всех 𝑥 ∈ 𝜔 ∪ {𝜔′} (для всех 𝑥 ∈ P). Направление 𝛿

𝜔-веерной формации называется 𝑏-направлением, если 𝛿(𝑝) = 𝛿(𝑝)N𝑝 для любого
𝑝 ∈ P [5]. P𝐹𝑅-функции 𝛿

0
, 𝛿

1
, 𝛿

2
, 𝛿

3
определяются соответственно следующими ра-

венствами: 𝛿0(𝑝) = G𝑝′ , 𝛿1(𝑝) = G𝑝′N𝑝, 𝛿2(𝑝) = G(𝑍𝑝)′N𝑝, 𝛿3(𝑝) = S𝑐𝑝, для любого
𝑝 ∈ P. 𝜔-Веерная формация с направлением 𝛿0 называется 𝜔-полной; с направле-
нием 𝛿

1
— 𝜔-локальной; с направлением 𝛿

2
— 𝜔-специальной; с направлением 𝛿

3
—

𝜔-центральной [5].
В соответствии с терминологией монографии [19], решеткой называется мно-

жество Θ с заданным на нем отношением частичного порядка ≤, в котором любые
два элемента 𝑥 и 𝑦 имеют точную нижнюю грань 𝑥∧Θ𝑦, называемую решеточным
пересечением, и точную верхнюю грань 𝑥 ∨Θ 𝑦, называемую решеточным объеди-
нением. Решеточное пересечение и решеточное объединение элементов 𝑥𝑖 ∈ Θ,
𝑖 ∈ 𝐼, обозначают соответственно ∧Θ

𝑖∈𝐼
𝑥𝑖 и ∨Θ

𝑖∈𝐼
𝑥𝑖. Нуль (единица) решетки —

наименьший (наибольший) элемент рассматриваемой решетки. Пусть Θ — решет-
ка с нулем 𝑂. Элемент 𝑎 ∈ Θ называется атомом решетки Θ, если 𝑎 ̸= 𝑂 и не
существует такого элемента 𝑥 ∈ Θ, что 𝑂 < 𝑥 < 𝑎 [19].

Пусть Θ — непустое множество формаций, частично упорядоченное относи-
тельно включения ⊆. Формация F называется Θ-формацией, если F ∈ Θ. Для
множества групп X через Θ𝑓𝑜𝑟𝑚X обозначается пересечение всех Θ-формаций,
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содержащих X [3]. Следуя [11], для любых Θ-формаций F1 и F2 полагаем:

F1 ∧Θ F2 := F1 ∩ F2, F1 ∨Θ F2 := Θ𝑓𝑜𝑟𝑚(F1 ∪ F2).

Аналогично, для F𝑖 ∈ Θ, 𝑖 ∈ 𝐼:

∧Θ
𝑖∈𝐼

F𝑖 := ∩
𝑖∈𝐼

F𝑖, ∨Θ
𝑖∈𝐼

F𝑖 := Θ𝑓𝑜𝑟𝑚(∪
𝑖∈𝐼

F𝑖).

Если пересечение любой совокупности Θ-формаций является Θ-формацией, то
множество Θ относительно введенных операций образует решетку. В таком случае
формация Θ𝑓𝑜𝑟𝑚X является наименьшей Θ-формацией, содержащей множество
групп X, и называется Θ-формацией, порожденной множеством X. Непустая со-
вокупность формаций Θ называется полной решеткой формаций, если пересечение
любой совокупности формаций из Θ снова принадлежит Θ и в Θ имеется такая
формация F, что M ⊆ F для любой формации M ∈ Θ [3].

2. Брауэровы решетки 𝜔-веерных формаций

Через 𝜃G обозначим совокупность всех формаций конечных групп. Поскольку
∅,G ∈ 𝜃G и по лемме 1.1 [2] пересечение любой совокупности формаций является
формацией, то множество 𝜃G является полной решеткой формаций с нулем ∅ и
единицей G.

Пусть 𝛿 — P𝐹𝑅-функция. Через 𝜔𝛿𝐹 обозначим множество всех 𝜔𝛿-веерных
формаций. Из определения 𝜔𝛿-веерной формации следует, что ∅ ̸∈ 𝜔𝛿𝐹 . Как от-
мечено ранее, согласно лемме 5 [6], пересечение любой совокупности 𝜔𝛿-веерных
формаций является 𝜔𝛿-веерной формацией. Это, ввиду E,G ∈ 𝜔𝛿𝐹 , означает, что
множество 𝜔𝛿𝐹 является полной решеткой формаций с нулем E и единицей G.

Для произвольной формации F через 𝜔𝛿𝐹 (F) обозначим множество всех ее 𝜔𝛿-
веерных подформаций. Если F является 𝜔𝛿-веерной формацией, то, ввиду леммы
5 [6], множество 𝜔𝛿𝐹 (F) является полной решеткой формаций с нулем E и единицей
F.

Пусть Θ — решетка, 𝑎, 𝑏 ∈ Θ. Через 𝒳𝑎,𝑏 обозначим совокупность всех элемен-
тов из Θ, удовлетворяющих условию 𝑎 ∧Θ 𝑥 ≤ 𝑏, т.е.

𝒳𝑎,𝑏 := {𝑥 ∈ Θ | 𝑎 ∧Θ 𝑥 ≤ 𝑏}.

Замечание 1. Для любой решетки формаций Θ и любых F1,F2 ∈ Θ, ввиду
F1 ∩ F2 ⊆ F2, справедливо F2 ∈ 𝒳F1,F2

.

Замечание 2. Поскольку для любых формаций F1, F2 ∈ 𝜃G имеет место
F1 ∩ ∅ = ∅ ⊆ F2, то ∅ ∈ 𝒳F1,F2 , т.е. в решетке 𝜃G для любых формаций F1,
F2 множество 𝒳F1,F2 имеет наименьший элемент, равный ∅. Аналогично, в решет-
ке Θ = 𝜔𝛿𝐹 (Θ = 𝜔𝛿𝐹 (F), где F — непустая формация) для любых F1, F2 ∈ Θ
множество 𝒳F1,F2

обладает наименьшим элементом, равным E.

Определение 1. Пусть Θ — решетка, 𝑎, 𝑏 ∈ Θ. Наибольший элемент множе-
ства 𝒳𝑎,𝑏 = {𝑥 ∈ Θ | 𝑎 ∧Θ 𝑥 ≤ 𝑏} называется относительным псевдодополнением
𝑎 в 𝑏 и обозначается 𝑏 : 𝑎 или 𝑏|𝑎 ( [19], с. 67).
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Замечание 3. Пусть Θ — решетка формаций, F1, F2 ∈ Θ и M = F2|F1 — отно-
сительное псевдодополнение F1 в F2. Тогда по определению 1 M — наибольший
элемент в 𝒳F1,F2 = {X ∈ Θ | F1 ∩ X ⊆ F2}, т.е.

(1) M ∈ Θ;
(2) F1 ∩M ⊆ F2;
(3) если X ∈ Θ и F1 ∩ X ⊆ F2, то X ⊆ M.

Пример 1. Пусть 𝐺 — простая 𝜔-разрешимая группа, 𝛿 — 𝑏-направление 𝜔𝛿-
веерной формации, 𝛿0 ≤ 𝛿, F := 𝜔𝐹 (𝐺, 𝛿) и Θ := 𝜔𝛿𝐹 (F). Согласно следствию 1
теоремы 2 [15], Θ = {E,F}. Тогда

𝒳F,E = {X ∈ Θ | F ∩ X ⊆ E} = {E} и поэтому E|F = E;
𝒳E,F = {X ∈ Θ | E ∩ X ⊆ F} = {E,F} и F|E = F;
𝒳F,F = {X ∈ Θ | F ∩ X ⊆ F} = {E,F} и F|F = F;
𝒳E,E = {X ∈ Θ | E ∩ X ⊆ E} = {E,F} и E|E = F.

Пример 2. Пусть 𝐺 — простая 𝜔-отделимая группа, не являющаяся 𝜔-разрешимой,
𝛿 — 𝑏-направление 𝜔𝛿-веерной формации, 𝛿0 ≤ 𝛿, F := 𝜔𝐹 (𝐺, 𝛿) и Θ := 𝜔𝛿𝐹 (F).
Тогда, ввиду теоремы 1 [15], Θ = {E,H,F}, где H — единственная максимальная
𝜔𝛿-веерная подформация формации F. Поскольку

𝒳E,E = {X ∈ Θ | E ∩ X ⊆ E} = {E,H,F};
𝒳E,H = {X ∈ Θ | E ∩ X ⊆ H} = {E,H,F};
𝒳E,F = {X ∈ Θ | E ∩ X ⊆ F} = {E,H,F};
𝒳H,H = {X ∈ Θ | H ∩ X ⊆ H} = {E,H,F};
𝒳H,F = {X ∈ Θ | H ∩ X ⊆ F} = {E,H,F};
𝒳F,F = {X ∈ Θ | F ∩ X ⊆ F} = {E,H,F};
𝒳F,H = {X ∈ Θ | F ∩ X ⊆ H} = {E,H};
𝒳H,E = {X ∈ Θ | H ∩ X ⊆ E} = {E};
𝒳F,E = {X ∈ Θ | F ∩ X ⊆ E} = {E},

то E|E = H|E = F|E = H|H = F|H = F|F = F, H|F = H, E|H = E|F = E.

Определение 2. Решетка Θ называется браэуровой, если для любых элементов
𝑎, 𝑏 ∈ Θ в Θ существует относительное псевдодополнение 𝑎 в 𝑏 ( [19], с. 67).

Согласно определению 2, решетки из примеров 1 и 2 являются брауэровы-
ми. В частности, для простого числа 𝑝 ∈ 𝜔, с учетом равенства N𝑝 = 𝜔𝐹 (𝑍𝑝, 𝛿)
(см., например, [15]), получаем тот факт, что решетка 𝜔𝛿𝐹 (N𝑝) всех 𝜔𝛿-веерных
подформаций формации N𝑝 является брауэровой.
Пример 3. Пусть 𝛿 — 𝑏-направление 𝜔𝛿-веерной формации, 𝑝, 𝑞 ∈ 𝜔, 𝑝 ̸= 𝑞,
F = 𝜔𝐹 (N𝑝 ∪ N𝑞, 𝛿), Θ1 — совокупность всех собственных 𝜔𝛿-веерных подфор-
маций формации F. Тогда E,N𝑝,N𝑞 ∈ Θ1. Рассмотрим 𝒳E,N𝑝 :

𝒳E,N𝑝
= {X ∈ Θ1 | E ∩ X ⊆ N𝑝}.

Так как E∩X = E ⊆ N𝑝 для любой формации X ∈ Θ1, то E,N𝑝,N𝑞 ∈ 𝒳E,N𝑝
. Кроме

того, поскольку F /∈ Θ1, то F /∈ 𝒳E,N𝑝
.

Допустим, что множество 𝒳E,N𝑝 обладает наибольшим элементом. Пусть, на-
пример, H — наибольший элемент в 𝒳E,N𝑝 . Тогда H — собственная 𝜔𝛿-веерная
подформация формации F, причем N𝑝 ⊆ H, N𝑞 ⊆ H. Отсюда следует, что
F = 𝜔𝐹 (N𝑝 ∪N𝑞, 𝛿) ⊆ H. С другой стороны, H ⊂ F. Получили противоречие.
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Таким образом, множество 𝒳E,N𝑝
не имеет наибольшего элемента, т.е. в Θ1 не

существует относительного псевдодополнения E в N𝑝. Это означает, что решетка
Θ1 всех собственных 𝜔𝛿-веерных подформаций формации F = 𝜔𝐹 (N𝑝 ∪ N𝑞, 𝛿) не
является брауэровой.

3. Стоуновость решетки 𝜔𝛿𝐹 (F)

Определение 3. Пусть Θ — брауэрова решетка с нулем 𝑂, 𝑎 ∈ Θ. Элемент 𝑂|𝑎
называется псевдодополнением элемента 𝑎 и обозначается 𝑎* ( [19], с. 67).

Замечание 4. Пусть Θ — брауэрова решетка формаций с нулем E, F ∈ Θ, F* —
псевдодополнение формации F. Тогда F* = E|F — наибольший элемент множества
𝒳F,E = {X ∈ Θ | F ∩ X ⊆ E}, т.е.

(1) F* ∈ Θ;
(2) F ∩ F* = E;
(3) если X ∈ Θ и F ∩ X = E, то X ⊆ F*.

Определение 4. Брауэрова решетка Θ с нулем 𝑂 и единицей 𝐼 называется сто-
уновой решеткой, если 𝑎* ∨Θ (𝑎*)* = 𝐼 для всех 𝑎 ∈ Θ ( [19], с. 173).

Замечание 5. В монографии [19] указано несколько условий, определяющих сто-
унову решетку, эквивалентных условию из определения 4.

Пример 4. Пусть Θ = 𝜔𝛿𝐹 (F), где F — формация из примера 1. Напомним,
что Θ = {E,F} является брауэровой решеткой формаций с нулем E и еди-
ницей F. По определению 3 E* = F и F* = E. Тогда (E*)* = F* = E и
E*∨Θ (E*)* = F∨ΘE = 𝜔𝐹 (F∪E, 𝛿) = F. Далее, из F* = E следует (F*)* = E* = F и
поэтому F* ∨Θ (F*)* = E∨Θ F = 𝜔𝐹 (E∪ F, 𝛿) = F. Таким образом, по определению
4 решетка Θ = 𝜔𝛿𝐹 (F) является стоуновой.

Пример 5. Пусть Θ = 𝜔𝛿𝐹 (F), где F — формация из примера 2. Напомним, что
Θ = {E,H,F} является брауэровой решеткой формаций с нулем E и единицей F.
По определению 3 E* = F и F* = E. Тогда (E*)* = F* = E и (F*)* = E* = F.
Поэтому E* ∨Θ (E*)* = F ∨Θ E = F и F* ∨Θ (F*)* = E ∨Θ F = F. Далее, H* = E и
E* = F. Тогда (H*)* = E* = F и поэтому H*∨Θ (H*)* = E∨Θ F = F. Таким образом,
по определению 4 решетка Θ = 𝜔𝛿𝐹 (F) является стоуновой.

В следующей теореме установлены условия, при которых брауэрова решетка
𝜔-веерных формаций с произвольным направлением 𝛿 является стоуновой.

Теорема 1. Пусть 𝛿 — P𝐹𝑅-функция, F — неединичная 𝜔𝛿-веерная формация
и {F𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} — набор всех атомов решетки Θ = 𝜔𝛿𝐹 (F). Если Θ — брауэрова
решетка и F = ⊕𝑖∈𝐼F𝑖, то Θ является стоуновой решеткой.

Доказательство. Пусть F = ⊕𝑖∈𝐼F𝑖 и Θ = 𝜔𝛿𝐹 (F) — брауэрова решетка. Посколь-
ку F ∈ Θ, то F — единица решетки Θ. Ввиду определения 4, достаточно установить,
что для любой формации B ∈ Θ имеет место равенство B* ∨Θ (B*)* = F.

Пусть B — произвольная формация из Θ и B1 := B* ∨Θ (B*)*, т.е.
B1 = 𝜔𝐹 (B* ∪ (B*)*, 𝛿) — наименьшая 𝜔𝛿-веерная формация, содержащая мно-
жество B* ∪ (B*)*. Покажем, что B1 ⊆ F. Согласно замечанию 4 (1), B* ∈ Θ и
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(B*)* ∈ Θ. Тогда B* ⊆ F и (B*)* ⊆ F. Поэтому B* ∪ (B*)* ⊆ F и, следовательно,
B1 ⊆ F.

Допустим, что B1 ⊂ F и 𝐺 – группа наименьшего порядка из F ∖B1. Посколь-
ку B1 ̸= ∅, то 𝐺 ̸= 1. Так как 𝐺 ∈ F и F = ⊕𝑖∈𝐼F𝑖, то 𝐺 = ×𝑗∈𝐽𝐴𝑗 , где 𝐴𝑗 ∈ F𝑗 ,
𝑗 ∈ 𝐽 ⊆ 𝐼. С учетом того, что классы F и B1 являются формациями, заключаем,
что группа 𝐺 обладает единственной минимальной нормальной подгруппой. По-
этому 𝐺 = 𝐴𝑘, для некоторого 𝑘 ∈ 𝐼, т.е. 𝐺 ∈ F𝑘. Следовательно, 𝜔𝐹 (𝐺, 𝛿) ⊆ F𝑘.
Так как F𝑘 — атом решетки Θ и 𝜔𝐹 (𝐺, 𝛿) ̸= E, то 𝜔𝐹 (𝐺, 𝛿) = F𝑘. Для группы 𝐺
возможны 2 случая: а) 𝐺 ∈ B; б) 𝐺 /∈ B. Рассмотрим каждый из случаев.

а) Пусть 𝐺 ∈ B. Тогда F𝑘 ⊆ B. Допустим, что F𝑘 ∩B* ̸= E. Тогда в F𝑘 суще-
ствует группа 𝐻 ̸= 1 такая, что 𝐻 ∈ B*. Поскольку F𝑘 ⊆ B, то 𝐻 ∈ B ∩B* = E.
Ввиду замечания 4 (2), получили противоречие. Таким образом, F𝑘 ∩B* = E. Из
того, что F𝑘 ∈ Θ и B* ∩ F𝑘 = E, по замечанию 4 (3) следует, что F𝑘 ⊆ (B*)* и,
значит, 𝐺 ∈ B1, что, в силу выбора группы 𝐺, невозможно.

б) Пусть 𝐺 /∈ B. Если B ∩ F𝑘 = E, то по замечанию 4 (3) F𝑘 ⊆ B* и, следова-
тельно, 𝐺 ∈ B*. Тогда 𝐺 ∈ B1. Получили противоречие. Если F𝑘 ∩ B ̸= E, то, с
учетом F𝑘 ∩B ⊆ F𝑘, заключаем, что F𝑘 ∩B = F𝑘. Следовательно, F𝑘 ⊆ B. Таким
образом, F𝑘 ∩B* ⊆ B∩B*. По замечанию 4 (2) имеет место равенство B∩B* = E
и поэтому F𝑘 ∩ B* = E. Согласно замечанию 4 (3), получаем F𝑘 ⊆ (B*)* ⊆ B1.
Это означает, что 𝐺 ∈ B1, что невозможно.

Таким образом, B1 = F и, значит, F = 𝜔𝐹 (B* ∪ (B*)*, 𝛿) для любой формации
B ∈ Θ. Это, по определению 4, означает, что решетка Θ является стоуновой.
Теорема доказана.

Заключение

Для произвольной P𝐹𝑅-функции 𝛿 в теореме 1 установлены достаточные усло-
вия, при которых брауэрова решетка всех 𝜔𝛿-веерных подформаций заданной фор-
мации F является стоуновой решеткой. Рассматривая в качестве 𝛿 функции 𝛿0, 𝛿1,
𝛿2, 𝛿3, из теоремы 1 получаем результаты для основных видов 𝜔-веерных форма-
ций.

Следствие 1. Пусть F — неединичная 𝜔-полная формация и {F𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} — набор
всех атомов решетки Θ = 𝜔𝛿0𝐹 (F). Если Θ — брауэрова решетка и F = ⊕𝑖∈𝐼F𝑖,
то Θ является стоуновой решеткой.

Следствие 2. Пусть F — неединичная 𝜔-локальная формация и {F𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼}
— набор всех атомов решетки Θ = 𝜔𝛿1𝐹 (F). Если Θ — брауэрова решетка и
F = ⊕𝑖∈𝐼F𝑖, то Θ является стоуновой решеткой.

Следствие 3. Пусть F — неединичная 𝜔-специальная формация и {F𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼}
— набор всех атомов решетки Θ = 𝜔𝛿2𝐹 (F). Если Θ — брауэрова решетка и
F = ⊕𝑖∈𝐼F𝑖, то Θ является стоуновой решеткой.

Следствие 4. Пусть F — неединичная 𝜔-центральная формация и {F𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼}
— набор всех атомов решетки Θ = 𝜔𝛿3𝐹 (F). Если Θ — брауэрова решетка и
F = ⊕𝑖∈𝐼F𝑖, то Θ является стоуновой решеткой.



12 МАКСАКОВ С.П., СОРОКИНА М.М.

Пусть 𝛿 — P𝐹𝑅-функция. Формация H = (𝐺 ∈ G | 𝐺/𝐺𝛿(𝑝) ∈ ℎ(𝑝) для всех
𝑝 ∈ 𝜋(𝐺)) называется веерной формацией с направлением 𝛿 (коротко, 𝛿-веерной
формацией) со спутником ℎ и обозначается H := P𝐹 (ℎ, 𝛿), где ℎ : P → {формации
групп} — функция, называемая P𝐹 -функцией [6]. Через 𝛿𝐹 обозначим множество
всех 𝛿-веерных формаций групп. Множество 𝛿𝐹 является полной решеткой фор-
маций с нулем E и единицей G. Через 𝛿𝐹 (F) обозначим множество всех 𝛿-веерных
подформаций формации F. Если F — 𝛿-веерная формация, то множество 𝛿𝐹 (F)
является полной решеткой формаций с нулем E и единицей F.

В случае, когда 𝜔 = P, из теоремы 1 вытекает результат для 𝛿-веерных фор-
маций.

Следствие 5. Пусть 𝛿 — P𝐹𝑅-функция, F — неединичная 𝛿-веерная формация
и {F𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} — набор всех атомов решетки Θ = 𝛿𝐹 (F). Если Θ — брауэрова
решетка и F = ⊕𝑖∈𝐼F𝑖, то Θ является стоуновой решеткой.

Рассматривая в качестве 𝛿 функции 𝛿0, 𝛿1, 𝛿2, 𝛿3, из следствия 5 получаем
соответственно результаты для полных, локальных, специальных и центральных
формаций.

Следствие 6. Пусть F — неединичная полная формация и {F𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} — набор
всех атомов решетки Θ = 𝛿0𝐹 (F). Если Θ — брауэрова решетка и F = ⊕𝑖∈𝐼F𝑖,
то Θ является стоуновой решеткой.

Следствие 7. Пусть F — неединичная локальная формация и {F𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} — набор
всех атомов решетки Θ = 𝛿1𝐹 (F). Если Θ — брауэрова решетка и F = ⊕𝑖∈𝐼F𝑖,
то Θ является стоуновой решеткой.

Следствие 8. Пусть F — неединичная специальная формация и {F𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} — на-
бор всех атомов решетки Θ = 𝛿2𝐹 (F). Если Θ — брауэрова решетка и F = ⊕𝑖∈𝐼F𝑖,
то Θ является стоуновой решеткой.

Следствие 9. Пусть F — неединичная центральная формация и {F𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼}
— набор всех атомов решетки Θ = 𝛿3𝐹 (F). Если Θ — брауэрова решетка и
F = ⊕𝑖∈𝐼F𝑖, то Θ является стоуновой решеткой.

Замечание 6. По мнению авторов, интерес представляет задача установления
условий, при которых решетка 𝜔𝛿-веерных (𝛿-веерных) формаций является брау-
эровой.
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Only finite groups and classes of finite groups are considered. A class of
groups is a set of groups that, with each group 𝐺, contains all groups iso-
morphic to 𝐺. In this paper we study formations, i.e. classes of groups
that are closed under homomorphic images and subdirect products. The
purpose of this paper is to research the lattice properties of 𝜔-fibered for-
mations where 𝜔 is a non-empty set of primes. Sufficient conditions, under
which the Brouwer lattice 𝜔𝛿𝐹 (F) of all 𝜔-fibered subformations with an ar-
bitrary direction 𝛿 of a given formation F is a Stone lattice, are established.
As corollaries of the main theorem, results for 𝜔-local, local formations and
other types of formations imply.

Keywords: finite group, class of groups, formation, 𝜔-fibered formation,
lattice, Brouwer lattice, Stone lattice.
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