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Введение

Важной задачей вычислительной математики является построение и исследо-
вание разностных схем высокого порядка точности, аппроксимирующих уравнения
математической физики. В последнее время для построения указанных разност-
ных схем используются компактно-разностные схемы, т. е. схемы повышенных
порядков аппроксимации и/или точности, записывающиеся на стандартных для
данного уравнения шаблонах.

Построению и исследованию схем повышенного порядка точности посвящены
работы авторов [1-5].
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Вопросы передачи тепла в гетерогенной среде [6], переноса влаги в почво-
грунтах [7-8], фильтрации жидкости в трещиновато-пористых средах [9]-[10], при-
водят к дифференциальному уравнению в частных производных гиперболического
типа

𝑢𝑡 = (𝑘(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥)𝑥 + (𝜂(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥)𝑥𝑡 + 𝑟(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥 − 𝑞(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝑓(𝑥, 𝑡). (*)

Уравнение (*) принято называть псевдопараболическим уравнением [11] или урав-
нением соболевского типа [12,13].

Целью и новизной настоящей работы является построение и исследование раз-
ностной схемы высокого порядка точности для решения первой начально-краевой
задачи для модифицированного уравнения влагопереноса с двумя операторами
дробного дифференцирования Герасимова-Капуто разных порядков 𝛼, 𝛽. Разност-
ная схема повышенного порядка аппроксимации построена на равномерной сетке.
Методом энергетических неравенств для решения разностной задачи получены
априорные оценки при различных значениях 𝛼, 𝛽. Из полученных оценок следуют
единственность и устойчивость решения по правой части и начальным данным, а
также сходимость решения разностной задачи к решению исходной дифференци-
альной задачи со скоростью равной порядку аппроксимации.

Исследованию различных краевых задач для модифицированного уравнения
влагопереноса посвящены работы автора [14-17].

1. Постановка задачи

В замкнутом прямоугольнике 𝑄𝑇 = {(𝑥, 𝑡) : 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇} рассмот-
рим первую начально-краевую задачу для модифицированного уравнения влаго-
переноса с двумя операторами дробного дифференцирования Герасимова-Капуто
разных порядков [18,19]

𝜕𝛼
0𝑡𝑢 = 𝑘(𝑡)

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+𝐴𝜕𝛽

0𝑡

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝑞(𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝑓(𝑥, 𝑡), 0 < 𝑥 < 𝑙, 0 < 𝑡 ≤ 𝑇, (1)

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝑙, 𝑡) = 0, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, (2)

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙, (3)

где
0 < 𝑐0 ≤ 𝑘(𝑡) ≤ 𝑐1, 𝐴 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, |𝑞(𝑡)| ≤ 𝑐2,

𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶6,3(𝑄𝑇 ), 𝑘(𝑡), 𝑞(𝑡) ∈ 𝐶1[0, 𝑇 ], 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶6,1(𝑄𝑇 ), (4)

𝜕𝛾
0𝑡𝑢 = 1

Γ(1−𝛾)

𝑡�
0

𝑢𝜏 (𝑥,𝜏)
(𝑡−𝜏)𝛾 𝑑𝜏, − дробная производная в смысле Ка-

путо порядка 𝛾, 0 < 𝛼 < 1, 𝑐𝑖 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝑖 = 0, 1, 2,

𝜕𝛾
0𝑡𝑢 = 𝐷𝛾

0𝑡𝑢 − 𝑢(0)
Γ(1−𝛼)𝑡𝛾 , 𝐷

𝛾
0𝑡𝑢 = 1

Γ(1−𝛾)
𝑑
𝑑𝑡

𝑡�
0

𝑢𝑑𝜏
(𝑡−𝜏)𝛾 − дробная производная в

смысле Римана-Лиувилля порядка 𝛾.
По ходу изложения будем также использовать положительные постоянные чис-

ла 𝑀𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., зависящие только от входных данных рассматриваемой задачи.
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2. Устойчивость и сходимость разностной схемы

Для решения задачи (1)-(3) применим метод конечных раз-
ностей. Для этого на равномерной сетке 𝜔ℎ𝜏 = 𝜔ℎ × 𝜔𝜏 , где
𝜔ℎ = {𝑥𝑖 = 𝑖ℎ, 𝑖 = 0, 𝑁, ℎ = 𝑙/𝑁}, 𝜔𝜏 = {𝑡𝑗 = 𝑗𝜏, 𝑗 = 0, 1, ..., 𝑗0, 𝜏 = 𝑇/𝑗0}
дифференциальной задаче (1)-(3) поставим в соответствие разностную схему
порядка аппроксимации 𝑂(ℎ4 + 𝜏2) при 𝛼 = 𝛽 и 𝑂(ℎ4 + 𝜏2−max{𝛼,𝛽}) при 𝛼 ̸= 𝛽 [5,
20–22]:

∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

ℋℎ𝑦 = 𝑎𝑦
(𝜎)
�̄�𝑥 +𝐴∆𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦�̄�𝑥− 𝑑ℋℎ𝑦

(𝜎)+ℋℎ𝜙, 𝑖 = 1, 𝑁 − 1, 𝑗 = 0,𝑀 − 1, (5)

𝑦
(𝜎)
0 = 𝑦

(𝜎)
𝑁 = 0, 𝑡 ∈ �̄�𝜏 , (6)

𝑦(𝑥𝑖, 0) = 𝑢0(𝑥𝑖), 𝑥 ∈ �̄�ℎ, (7)

где ∆𝛾
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦 = 𝜏1−𝛾

Γ(2−𝛾)

𝑗∑︀
𝑠=0

𝑐
(𝛾,𝜎)
𝑗−𝑠 𝑦𝑠𝑡 — дискретный аналог дробной производной

Герасимова-Капуто порядка 𝛾, 0 < 𝛼 < 1, обеспечивающий порядок точности
𝑂(𝜏3−𝛾) [21].

ℋℎ𝑦
𝑗
𝑖 =

1

12

(︁
𝑦𝑗𝑖+1 + 10𝑦𝑗𝑖 + 𝑦𝑗𝑖−1

)︁
= 𝑦𝑗𝑖 +

ℎ2

12
𝑦𝑗�̄�𝑥,𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 − 1,

𝑎
(𝛾,𝜎)
0 = 𝜎1−𝛾 , 𝑎

(𝛾,𝜎)
𝑙 =

(︁
𝑙 + 𝜎

)︁1−𝛾

−
(︁
𝑙 − 1 + 𝜎

)︁1−𝛾

, 𝑙 ≥ 1,

𝑏
(𝛾,𝜎)
𝑙 =

1

2− 𝛾

[︁
(𝑙 + 𝜎)2−𝛾 − (𝑙 − 1 + 𝜎)2−𝛾

]︁
− 1

2

[︁
(𝑙 + 𝜎)1−𝛾 + (𝑙 − 1 + 𝜎)1−𝛾

]︁
, 𝑙 ≥ 1,

при 𝑗 = 0, 𝑐
(𝛾,𝜎)
0 = 𝑎

(𝛾,𝜎)
0 ;

при 𝑗 > 0, 𝑐(𝛾,𝜎)𝑠 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑎
(𝛾,𝜎)
0 + 𝑏

(𝛾,𝜎)
1 , 𝑠 = 0,

𝑎
(𝛾,𝜎)
𝑠 + 𝑏

(𝛾,𝜎)
𝑠+1 − 𝑏

(𝛾,𝜎)
𝑠 , 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑗 − 1,

𝑎
(𝛾,𝜎)
𝑗 − 𝑏

(𝛾,𝜎)
𝑗 , 𝑠 = 𝑗,

𝑐(𝛾,𝜎)𝑠 >
1− 𝛾

2
(𝑠+ 𝜎)−𝛾 > 0, 𝜎 = 1− 𝛾

2
,

𝑦(𝜎) = 𝜎𝑦𝑗+1 + (1− 𝜎)𝑦𝑗 , 𝑎𝑗 = 𝑘
(︀
𝑡𝑗+𝜎

)︀
, 𝑑𝑗 = 𝑞(𝑡𝑗+𝜎), 𝜙𝑗

𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖, 𝑡𝑗+𝜎).

Теорема 1. Пусть выполнены условия ограниченности и гладкости (4), а так-
же выполнены условия сопряжения граничных и начальных условий (2), (3) с
уравнением (1), тогда существует такое 𝜏0, что если 𝜏 ≤ 𝜏0, то для решения
разностной задачи (5)-(7) справедливы априорные оценки:

1. В случае, когда 𝛼 > 𝛽;

‖𝑦𝑗+1‖20 ≤ 𝑀1

(︂
‖𝑦0‖20 + max

0≤𝑗′≤𝑗
‖𝜙‖20

)︂
. (8)

2. В случае, когда 𝛼 = 𝛽

‖𝑦𝑗+1‖2𝑊 1
2 (0,𝑙)

≤ 𝑀2

(︂
‖𝑦0‖2𝑊 1

2 (0,𝑙)
+ max

0≤𝑗′≤𝑗
‖𝜙‖20

)︂
, (9)
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где ‖𝑦𝑗+1‖2
𝑊 1

2 (0,𝑙)
= ‖𝑦𝑗+1‖20 + ‖𝑦𝑗+1

𝑥 ]|20.
3. В случае, когда 𝛼 < 𝛽

‖𝑦𝑗+1
𝑥 ]|20 ≤ 𝑀3

(︂
‖𝑦0𝑥]|20 + max

0≤𝑗′≤𝑗
‖𝜙‖20

)︂
, (10)

где 𝑀1,𝑀2,𝑀3 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, не зависящие от ℎ и 𝜏 .

Доказательство. Априорные оценки найдем методом энергетических неравенств.
Для этого введем скалярные произведения и норму:

(︀
𝑢, 𝑣
)︀
=

𝑁−1∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖𝑣𝑖ℎ,
(︀
𝑢, 𝑣
]︀
=

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖𝑣𝑖ℎ,
(︀
𝑢, 𝑢

)︀
=
(︀
1, 𝑢2

)︀
= ‖𝑢(·, 𝑡)‖20 = ‖𝑢‖20.

Справедлива следующая [20, c. 109, лемма 3]

Лемма 1. Для всякой функции 𝑦(𝑥), заданной на равномерной сетке

�̄�ℎ = {𝑥𝑖 = 𝑖ℎ, 𝑖 = 0, 1, ..., 𝑁, 𝑥0 = 0, 𝑥𝑁 = 𝑙}

и обращающейся в нуль при 𝑥 = 0 и 𝑥 = 𝑙, справедливы оценки

ℎ2

4
‖𝑦�̄�]|20 ≤ ‖𝑦‖20 ≤ 𝑙2

8
‖𝑦�̄�]|20.

Получим некоторые вспомогательные неравенства с учетом этой леммы:

(𝑦,ℋℎ𝑦) =

(︂
𝑦, 𝑦 +

ℎ2

12
𝑦�̄�𝑥

)︂
= (𝑦, 𝑦)−

(︂
1,

ℎ2

12
(𝑦�̄�)

2

)︂
≥
(︂
1, 𝑦2 − 1

3
𝑦2
)︂

=

=

(︂
1,

2

3
𝑦2
)︂

=
2

3
‖𝑦‖20. (11)(︃

1,

(︂
𝑦 +

ℎ2

12
𝑦�̄�𝑥

)︂2
)︃

=

(︂
1, 𝑦2 +

2ℎ2

12
𝑦𝑦�̄�𝑥 +

ℎ4

144
𝑦2�̄�𝑥

)︂
=

(︂
1, 𝑦2 − 2ℎ2

12
(𝑦�̄�)

2
+

ℎ4

144
𝑦2�̄�𝑥

)︂
.

Из этого следует

(︀
1, 𝑦2

)︀
−
(︂
1,

2ℎ2

12
(𝑦�̄�)

2

)︂
≤

(︃
1,

(︂
𝑦 +

ℎ2

12
𝑦�̄�𝑥

)︂2
)︃

≤
(︀
1, 𝑦2

)︀
+

(︂
1,

ℎ4

144
𝑦2�̄�𝑥

)︂
.

Тогда из последнего получим неравенство

(︀
1, 𝑦2

)︀
− 2

3

(︀
1, 𝑦2

)︀
≤

(︃
1,

(︂
𝑦 +

ℎ2

12
𝑦�̄�𝑥

)︂2
)︃

≤
(︀
1, 𝑦2

)︀
+

1

9

(︀
1, 𝑦2

)︀
.

Итак,
1

3
‖𝑦‖20 ≤ ‖ℋℎ𝑦‖20 ≤ 10

9
‖𝑦‖20. (12)
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Найдём теперь априорную оценку, для этого воспользуемся методом энергети-
ческих неравенств. Умножим тогда уравнение (5) скалярно на ℋℎ𝑦

(𝜎) :(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
ℋℎ𝑦,ℋℎ𝑦

(𝜎)
)︁
=
(︁
𝑎𝑦

(𝜎)
�̄�𝑥 ,ℋℎ𝑦

(𝜎)
)︁
+
(︁
𝐴∆𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦�̄�𝑥,ℋℎ𝑦

(𝜎)
)︁
−

−
(︁
𝑑ℋℎ𝑦

(𝜎),ℋℎ𝑦
(𝜎)
)︁
+
(︁
ℋℎ𝜙,ℋℎ𝑦

(𝜎)
)︁
. (13)

Преобразуем суммы, входящие в тождество (13), с учетом (6), (11), (12), леммы
1 и леммы 1 из [21](︁

∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

ℋℎ𝑦,ℋℎ𝑦
(𝜎)
)︁
≥ 1

2

(︁
1,∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(ℋℎ𝑦)

2
)︁
≥ 1

2
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
‖ℋℎ𝑦‖20; (14)

(︁
𝑎𝑦

(𝜎)
�̄�𝑥 ,ℋℎ𝑦

(𝜎)
)︁
=

(︂
𝑎𝑦

(𝜎)
�̄�𝑥 , 𝑦(𝜎) +

ℎ2

12
𝑦
(𝜎)
�̄�𝑥

)︂
= −

(︂
𝑎,
(︁
𝑦
(𝜎)
�̄�

)︁2]︂
+

(︂
𝑎ℎ2

12
,
(︁
𝑦
(𝜎)
�̄�𝑥

)︁2)︂
≤

≤ −𝑐0‖𝑦(𝜎)�̄� ]|20 +
𝑐0
3
‖𝑦(𝜎)�̄� ]|20 = −2𝑐0

3
‖𝑦(𝜎)�̄� ]|20; (15)(︁

𝐴∆𝛽
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦�̄�𝑥,ℋℎ𝑦
(𝜎)
)︁
=

(︂
𝐴∆𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦�̄�𝑥, 𝑦

(𝜎) +
ℎ2

12
𝑦
(𝜎)
�̄�𝑥

)︂
≤ −

(︂
𝐴

2
,∆𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
(𝑦�̄�)

2

]︂
+

+

(︂
𝐴ℎ2

24
,∆𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
(𝑦�̄�𝑥)

2

)︂
≤ −𝐴

2
∆𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
‖𝑦�̄�]|20 +

𝐴ℎ2

24
∆𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
‖𝑦�̄�𝑥‖20 ≤

≤ −𝐴

2
∆𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
‖𝑦�̄�]|20 +

𝐴

6
∆𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
‖𝑦�̄�]|20 = −𝐴

3
∆𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
‖𝑦�̄�]|20; (16)

−
(︁
𝑑ℋℎ𝑦

(𝜎),ℋℎ𝑦
(𝜎)
)︁
≤
(︂
𝑑,
(︁
ℋℎ𝑦

(𝜎)
)︁2)︂

≤ 𝑐2‖ℋℎ𝑦
(𝜎)‖20; (17)

(︁
ℋℎ𝜙,ℋℎ𝑦

(𝜎)
)︁
≤ 1

2
‖ℋℎ𝑦

(𝜎)‖20 +
1

2
‖ℋℎ𝜙‖20. (18)

Принимая во внимание преобразования (14)-(18), из (13) находим

∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

‖ℋℎ𝑦‖20 + ‖𝑦(𝜎)�̄� ]|20 +∆𝛽
0𝑡𝑗+𝜎

‖𝑦�̄�]|20 ≤ 𝑀1‖ℋℎ𝑦
(𝜎)‖20 +𝑀2‖ℋℎ𝜙‖20. (19)

Перепишем (19) в другой форме

∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

‖ℋℎ𝑦‖20 + ‖𝑦(𝜎)�̄� ]|20 +∆𝛽
0𝑡𝑗+𝜎

‖𝑦�̄�]|20 ≤ 𝑀𝜎
3 ‖ℋℎ𝑦

𝑗+1‖20 +𝑀𝜎
4 ‖ℋℎ𝑦

𝑗‖20 +𝑀2‖ℋℎ𝜙‖20.
(20)

Случай 1. Пусть 𝛼 > 𝛽, тогда на основании леммы 7 [17] из (20) получаем

‖ℋℎ𝑦
𝑗+1‖20 ≤ 𝑀5

(︃
‖ℋℎ𝑦

0‖20 + max
0≤𝑗′≤𝑗

‖ℋℎ𝜙
𝑗 ′
‖20

)︃
,

из последнего с учетом (12) находим

‖𝑦𝑗+1‖20 ≤ 𝑀6

(︃
‖𝑦0‖20 + max

0≤𝑗′≤𝑗
‖𝜙𝑗 ′

‖20

)︃
, (21)
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где 𝑀6 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, не зависящая от ℎ и 𝜏 .
Случай 2. Пусть 𝛼 = 𝛽, тогда на основании леммы 7 [17] и (12) из (20) получаем

‖𝑦𝑗+1‖20 + ‖𝑦𝑗+1
�̄� ]|20 ≤ 𝑀7

(︃
‖𝑦0‖20 + ‖𝑦0�̄�]|20 + max

0≤𝑗′≤𝑗
‖𝜙𝑗 ′

‖20

)︃
, (22)

где 𝑀7 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, не зависящая от ℎ и 𝜏 .
Случай 3. Пусть 𝛼 < 𝛽, тогда с учетом леммы и (12) из (20) получаем

∆𝛽
0𝑡𝑗+𝜎

‖𝑦�̄�]|20 ≤ 𝑀𝜎
8 ‖𝑦

𝑗+1
�̄� ]|20 +𝑀𝜎

9 ‖𝑦
𝑗
�̄�]|20 +𝑀10‖𝜙‖20. (23)

Из (23) на основании леммы 7 [17] получаем

‖𝑦𝑗+1
�̄� ]|20 ≤ 𝑀11

(︂
‖𝑦0�̄�]|20 + max

0≤𝑗′≤𝑗
‖𝜙𝑗 ′

‖20
)︂
, (24)

где 𝑀11 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, не зависящая от ℎ и 𝜏 .
Из полученных оценок (21), (22), (24) следуют единственность и устойчивость

решения разностной схемы (5)-(7) по начальным данным и правой части, а так-
же сходимость решения разностной задачи (5)-(7) к решению дифференциальной
задачи (1)-(3) так, что существует такое 𝜏0, что при 𝜏 ≤ 𝜏0 справедливы оценки:

1. в случае, когда 𝛼 > 𝛽: ‖𝑦𝑗+1 − 𝑢𝑗+1‖20 ≤ 𝑀12

(︀
ℎ4 + 𝜏2−max{𝛼,𝛽})︀ ;

2. в случае, когда 𝛼 = 𝛽: ‖𝑦𝑗+1 − 𝑢𝑗+1‖20 + ‖𝑦𝑗+1
𝑥 − 𝑢𝑗+1

𝑥 ]|20 ≤ 𝑀13

(︀
ℎ4 + 𝜏2

)︀
;

3. в случае, когда 𝛼 < 𝛽: ‖𝑦𝑗+1
𝑥 − 𝑢𝑗+1

𝑥 ]|20 ≤ 𝑀14

(︀
ℎ4 + 𝜏2−max{𝛼,𝛽})︀,

где 𝑀12,𝑀13,𝑀14 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 зависят только от входных данных задачи (1)-(3) и
не зависят от параметров сетки ℎ и 𝜏 .

3. Тестовая задача и численные результаты

Коэффициенты уравнения и граничных условий дифференциальной задачи
(1)-(3) подбираются таким образом, чтобы были выполнены условия ограниченно-
сти и гладкости (4) и точным решением задачи была функция 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑡3(𝑥4−𝑙𝑥3).

Ниже в Таблице 1 при уменьшении шагов сетки приведены максимальные зна-
чения погрешности (𝑧 = 𝑦 − 𝑢) и вычислительный (апостериорный) порядок схо-
димости (ПС) в нормах ‖ · ‖𝐿2(�̄�ℎ𝜏 ) и ‖ · ‖𝐶(�̄�ℎ𝜏 ), где ‖𝑦‖𝐶(�̄�ℎ𝜏 ) = max

(𝑥𝑖,𝑡𝑗)∈�̄�ℎ𝜏

|𝑦|,

когда ℎ2 = 𝜏 . Погрешность уменьшается в соответствии с порядком аппроксима-
ции 𝑂(ℎ4 + 𝜏2).

Вычислительный (апостериорный) порядок сходимости будем определять по
известному принципу Рунге [23]. Для этого будем проводить вычисления с шагом
2ℎ, а затем с шагом ℎ, после чего вычислять порядок сходимости (ПС) по формуле

ПС = log2
||𝑧1||
||𝑧2||

,

где 𝑧1 и 𝑧2− погрешности, соответствующие шагам 2ℎ, ℎ.
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Таблица 1: Изменение погрешности и порядка сходимости в нормах ‖ · ‖0 и
‖ · ‖𝐶(�̄�ℎ𝜏 ) для задачи (1)–(3) при уменьшении размера сетки при различных

значениях 𝛼 = 0.01; 0.5; 0.99, 𝛽 = 0.01; 0.5; 0.99 на 𝑡 = 1, когда ℎ2 = 𝜏

𝛼 𝛽 ℎ max
0<𝑗<𝑚

‖𝑧𝑗‖0 ПС в ‖ · ‖0 ‖𝑧‖𝐶(�̄�ℎ𝜏 ) ПС в ‖ · ‖𝐶(�̄�ℎ𝜏 )

0.01 0.01 1
5 1.1147720e-6 1.8157917e-6
1
10 7.0577809e-8 3.981390 1.1509852e-7 3.979658
1
20 4.4159141e-9 3.998431 7.3571537e-9 3.967578
1
40 2.7625905e-10 3.998618 4.6024932e-10 3.998660

0.5 1
5 8.1008049e-5 1.3052182e-4
1
10 5.5550412e-6 3.866196 8.9662825e-6 3.863637
1
20 4.0374892e-7 3.782267 6.4279658e-7 3.802076
1
40 3.2362414e-8 3.641067 5.0381249e-8 3.673403

0.99 1
5 7.5828512e-5 1.2434066e-4
1
10 5.0285336e-6 3.914531 8.1861441e-6 3.924970
1
20 3.7358899e-7 3.750614 6.0240715e-7 3.764373
1
40 3.8244762e-8 3.288118 5.8650888e-8 3.360514

0.01 0.5 1
5 1.4839443e-4 2.4828071e-4
1
10 1.5228455e-5 3.284595 2.5407919e-5 3.288622
1
20 1.6896338e-6 3.171987 2.8854297e-6 3.138420
1
40 1.9789472e-7 3.093906 3.3854540e-7 3.091365

0.5 1
5 4.0022071e-5 6.5145234e-5
1
10 2.4982921e-6 4.001782 4.0729747e-6 3.999505
1
20 1.5508567e-7 4.009805 2.5818429e-7 3.979610
1
40 9.6520489e-9 4.006086 1.6066538e-8 4.006270

0.99 1
5 1.4869749e-4 2.4862575e-4
1
10 1.5502640e-5 3.261794 2.5741587e-5 3.271803
1
20 1.7664823e-6 3.133563 2.9937346e-6 3.104083
1
40 2.1706163e-7 3.024703 3.6551126e-7 3.033959

0.01 0.99 1
5 7.3954608e-5 1.2097144e-4
1
10 7.8558544e-6 3.234800 1.2910125e-5 3.228092
1
20 1.2806363e-6 2.616907 2.1753168e-6 2.569206
1
40 2.7478120e-7 2.220506 4.6821466e-7 2.215984

0.5 1
5 7.9290237e-5 1.2730055e-4
1
10 8.6051598e-6 3.203869 1.4005193e-5 3.184205
1
20 1.3763319e-6 2.644374 2.3086741e-6 2.600826
1
40 2.8618736e-7 2.265797 4.8421341e-7 2.253350

0.99 1
5 5.5100178e-5 8.9862396e-5
1
10 3.4669860e-6 3.990303 5.6561551e-6 3.989824
1
20 2.1632200e-7 4.002430 3.6071846e-7 3.970876
1
40 1.3490497e-8 4.003165 2.2493919e-8 4.003266
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Заключение

Настоящая работа посвящена изучению первой краевой задачи для модифици-
рованного уравнения влагопереноса с двумя операторами дробного дифференци-
рования Герасимова-Капуто разных порядков 𝛼, 𝛽. Для приближенного решения
поставленной задачи на равномерной сетке построена разностная схема высокого
порядка точности. Методом энергетических неравенств для решения разностной
задачи получены априорные оценки при различных значениях 𝛼, 𝛽. Из получен-
ных оценок следуют единственность и устойчивость решения по правой части и
начальным данным. В предположении существования точного решения в классе
достаточно гладких функций, а также в силу линейности рассматриваемой задачи
полученные оценки позволяют утверждать сходимость приближенного решения к
точному решению со скоростью 𝑂(ℎ4 + 𝜏2) при 𝛼 = 𝛽 и 𝑂(ℎ4 + 𝜏2−𝛼) при 𝛼 ̸= 𝛽,
где 𝛼, 𝛽− порядки дробных производных Герасимова-Капуто.
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The first boundary value problem for the modified moisture transfer equa-
tion with two Gerasimov-Caputo fractional differentiation operators of dif-
ferent orders 𝛼, 𝛽 is studied. A difference scheme of a higher order of ac-
curacy is constructed on a uniform grid. A priori estimates for different
values of 𝛼, 𝛽 are obtained by the method of energy inequalities for solving
the difference problem. The obtained estimates imply the uniqueness and
stability of the solution with respect to the right-hand side and initial data,
as well as the convergence of the solution of the difference problem to the
solution of the original differential problem at a rate equal to the order of
approximation.
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