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Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ óñòîé÷èâàÿ ìåäèàííàÿ ìîäèôèêàöèÿ êëàñ-
ñè÷åñêîãî EM-àëãîðèòìà äëÿ êîíå÷íûõ ñìåñåé íîðìàëüíûõ çàêîíîâ è
ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè ýòîãî ìåòîäà.

The paper considers stable median modi�cation of the classical EM-
algorithm for �nite normal mixtures and gives a proof of the method's
convergence.
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Ââåäåíèå

Çàäà÷à ñòàòèñòè÷åñêîãî îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ êîíå÷íîé ñìåñè íîðìàëüíûõ
çàêîíîâ (èíîãäà íàçûâàåìàÿ çàäà÷åé ðàçäåëåíèÿ ñìåñè) âîçíèêàåò âî ìíîãèõ ïðè-
ëîæåíèÿõ, ñì., íàïðèìåð, [1], ãäå ïîäðîáíî îïèñàíû ìåòîäû ðåøåíèÿ óïîìÿíóòîé
çàäà÷è êàê ñðåäñòâà äåêîìïîçèöèè âîëàòèëüíîñòè ôèíàíñîâûõ èíäåêñîâ èëè àíà-
ëèçà ïëàçìåííîé òóðáóëåíòíîñòè. Ñàìûì ïîïóëÿðíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ ýòîé ìíî-
ãîïàðàìåòðè÷åñêîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ EM-àëãîðèòì. Âïðî÷åì, äàííûé àëãîðèòì îá-
ëàäàåò íåêîòîðûìè êðèòè÷åñêèìè íåäîñòàòêàìè. Íàïðèìåð, äëÿ ñëó÷àÿ ÷åòûðåõ-
êîìïîíåíòíîé ñìåñè íîðìàëüíûõ çàêîíîâ ïðè îáúåìå âûáîðêè â 200−300 íàáëþäå-
íèé çàìåíà ëèøü îäíîãî èç íèõ ìîæåò êàðäèíàëüíî èçìåíèòü èòîãîâûå îöåíêè EM-
àëãîðèòìà [1]. Ñ öåëüþ ïðåîäîëåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè EM-àëãîðèòìà ïî èñõîäíûì
äàííûì â ðàáîòàõ [2, 3] áûëè ïðåäëîæåíû ðîáàñòíûå ìîäèôèêàöèè ÅÌ-àëãîðèòìà
è åãî ñòîõàñòè÷åñêîé âåðñèè (SEM-àëãîðèòìà) äëÿ ðàçäåëåíèÿ êîíå÷íûõ ñìåñåé
íîðìàëüíûõ çàêîíîâ. Â ýòèõ ìîäèôèêàöèÿõ äëÿ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ êîìïî-
íåíò ñìåñè âìåñòî ìîìåíòíûõ îöåíîê èñïîëüçóþòñÿ ìåäèàííûå îöåíêè ïàðàìåò-
ðîâ ñäâèãà è ïîëîæåíèÿ. Îäíàêî ñõîäèìîñòü óêàçàííûõ ìåäèàííûõ ìîäèôèêàöèé
ÅÌ-àëãîðèòìà â óïîìÿíóòûõ ðàáîòàõ íå ïîëó÷èëà íàäëåæàùåãî òåîðåòè÷åñêîãî
îáîñíîâàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, îñòàëèñü îòêðûòûìè âîïðîñû ïî÷åìó è ê ÷åìó ñõîäèòñÿ

1Ðàáîòà ïîääåðæàíà Ðîññèéñêèì ôîíäîì ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò 11-01-
12026-îôè-ì).
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ïðåäëîæåííûé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ. Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ îáîñíîâàíèå
ñõîäèìîñòè ìåäèàííûõ ìîäèôèêàöèé EM-àëãîðèòìà.

1. EM-àëãîðèòì äëÿ ðàçäåëåíèÿ êîíå÷íûõ ñìåñåé íîðìàëüíûõ çàêîíîâ

Ïóñòü äàíà ðåàëèçàöèÿ x = (x1, . . . , xn) âûáîðêè X = (X1, . . . , Xn), ãäå
X1, . . . , Xn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ îäíîé è òîé æå ïëîòíîñòüþ,
èìåþùåé âèä ñìåñè, òî åñòü

k∑

i=1

piψi(x; ti), (1)

ãäå k > 1 � èçâåñòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ψ1, . . . , ψk � èçâåñòíûå ïëîòíîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ, pi > 0,

∑k
i=1 pi = 1; ti, i = 1, . . . , k, � âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîãîìåðíûå

ïàðàìåòðû. Ïëîòíîñòè ψ1, . . . , ψk áóäåì íàçûâàòü êîìïîíåíòàìè ñìåñè (1), ïàðà-
ìåòðû p1, . . . , pk áóäåì íàçûâàòü âåñàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò.

Çàäà÷åé ðàçäåëåíèÿ ñìåñè (1) ïðèíÿòî íàçûâàòü çàäà÷ó ñòàòèñòè÷åñêîãî îöå-
íèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ p1, . . . , pk, t1, . . . , tk ïî èçâåñòíîé ðåàëèçàöèè x = (x1, . . . , xn)
âûáîðêè X = (X1, . . . , Xn). Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà-
÷è ðàçäåëåíèÿ ñìåñè âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé âèäà (1) ÿâëÿåòñÿ èäåíòèôè-
öèðóåìîñòü ñìåñè.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ÷àùå âñåãî èñ-
ïîëüçóåòñÿ òàê íàçûâàåìûé EM-àëãîðèòì. EM-àëãîðèòìîì ïðèíÿòî íàçûâàòü èòå-
ðàöèîííóþ ïðîöåäóðó ïîèñêà îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ âåêòîðà ïà-
ðàìåòðîâ (p1, . . . , pk, t1, . . . , tk). Ïðèìåíèòåëüíî ê êîíå÷íûì ñìåñÿì íîðìàëüíûõ
çàêîíîâ âèäà (1) EM-àëãîðèòì îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì., íàïðè-
ìåð, [1]). Â êà÷åñòâå ïëîòíîñòåé ψi(x; ti) èç ôîðìóëû (1) ðàññìîòðèì

ψi(x; ti) =
1
σi

ϕ
(x− ai

σi

)
, x ∈ R,

ãäå
ϕ(x) =

1√
2π

exp
{
−x2

2

}
,

� ïëîòíîñòü ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ti = (ai, σ
2
i ), ai ∈ R, σi > 0,

i = 1, . . . , k. Îáîçíà÷èì
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Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ (p(m)
1 , . . . , p

(m)
k , a

(m)
1 , . . . , a

(m)
k σ

(m)
1 , . . . , σ

(m)
k )

ïàðàìåòðîâ íà m-é èòåðàöèè EM-àëãîðèòìà èçâåñòíû (m ≥ 0). Âåëè÷èíó g
(m)
ij

ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñòàòèñòè÷åñêóþ îöåíêó àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè
òîãî, ÷òî ðåàëèçàöèÿ xj ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xj ñãåíåðèðîâàíà â ñîîòâåòñòâèè ñ i-
é êîìïîíåíòîé ñìåñè âèäà (1), òî åñòü g

(m)
ij ÿâëÿåòñÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòüþ
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òîãî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû xj ÿâëÿåòñÿ Φ
(
(x − a

(m)
i )/σ

(m)
i

)
,

ãäå Φ(x) � ñòàíäàðòíàÿ íîðìàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ïëîòíîñòè ϕ(x). Òîãäà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ pi, ai è σi íà (m + 1)-é èòåðàöèè EM-
àëãîðèòìà ñîîòâåòñòâåííî îïðåäåëÿþòñÿ êàê

p
(m+1)
i =

1
n

n∑

j=1

g
(m)
ij (2)

a
(m+1)
i =

1
∑n

j=1 g
(m)
ij

n∑

j=1

g
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ij xj ,

σ
(m+1)
i =

[
1

∑n
j=1 g

(m)
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n∑

j=1

g
(m)
ij (xj − a

(m+1)
i )2

]1/2

, i = 1, . . . , k.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî a
(m+1)
i ÿâëÿåòñÿ âûáîðî÷íûì ñðåäíèì, ïîñòðî-

åííûì ïî ðåàëèçàöèè x = (x1, . . . , xn) âûáîðêè X = (X1, . . . , Xn), êàê åñëè áû
ðàñïðåäåëåíèå êàæäîãî åå ýëåìåíòà çàäàâàëîñü âåðîÿòíîñòÿìè

p
(m)
ij =

g
(m)
ij∑n

j=1 g
(m)
ij

, i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , n. (3)

Äëÿ áîðüáû ñ íåóñòîé÷èâîñòüþ êëàññè÷åñêîãî ÅÌ-àëãîðèòìà ïî îòíîøåíèþ ê
èñõîäíûì äàííûì ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðîáàñòíûå îöåíêè íà øàãàõ EM-àëãîðèòìà,
òî åñòü îöåíêè, îáëàäàþùèå íå÷óâñòâèòåëüíîñòüþ ê ìàëûì îòêëîíåíèÿì îò ïðåä-
ïîëîæåíèé (ïîäðîáíåå îá ýòîì ñì. êíèãó Ï. Õüþáåðà [4]). Â êà÷åñòâå ðîáàñòíûõ
îöåíîê â âûøåóïîìÿíóòîé êíèãå [4] ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü òàê íàçûâàåìûå M-
îöåíêè. M-îöåíêà � âñÿêàÿ îöåíêà Tn, îïðåäåëÿåìàÿ êàê ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíîé
çàäà÷è íà ìèíèìóì âèäà

n∑

i=1

ρ(xi; Tn) → min,

ãäå ρ(·) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Çàìåòèì, ÷òî åñëè â êà÷åñòâå ρ(x; θ) âçÿòü ôóíê-
öèþ − log f(x; θ), ãäå f(x; θ) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäåíèé, θ � íåèçâåñò-
íûé ïàðàìåòð, òî ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Äàííûå
îöåíêè äîïóñêàþò îáîáùåíèå íà ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèé ñëó÷àé, ÷òî ïîçâîëÿåò îä-
íîâðåìåííî âûïèñûâàòü îöåíêè äàííîãî òèïà äëÿ ñäâèãà è ìàñøòàáà.

Â êíèãå [4] ïîêàçàíî, ÷òî ìåäèàíà ÿâëÿåòñÿ ðîáàñòíîé M-îöåíêîé ïàðàìåòðà
ñäâèãà. Áîëåå òîãî, èçâåñòíî, ÷òî ìåäèàíà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé M-îöåíêîé, èí-
âàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ìàñøòàáà. Ïîýòîìó â äàííîé ðàáîòå çíà÷èòåëüíîå âíè-
ìàíèå óäåëÿåòñÿ ïîñòðîåíèþ èìåííî ìåäèàííîé ìîäèôèêàöèè EM-àëãîðèòìà äëÿ
êîíå÷íûõ ñìåñåé íîðìàëüíûõ çàêîíîâ.

2. Ìåäèàííàÿ ìîäèôèêàöèÿ EM-àëãîðèòìà

Êàê áûëî ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåíî, EM-àëãîðèòì îáëàäàåò ñèëüíîé
íåóñòîé÷èâîñòüþ ïî èñõîäíûì äàííûì. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, â ñëó÷àå ÷åòûðåõêîì-
ïîíåíòíîé ñìåñè íîðìàëüíûõ çàêîíîâ ïðè îáúåìå âûáîðêè 200− 300 íàáëþäåíèé
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çàìåíà ëèøü îäíîãî íàáëþäåíèÿ äðóãèì ìîæåò êàðäèíàëüíî èçìåíèòü èòîãîâûå
îöåíêè, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ EM-àëãîðèòìà.

Äëÿ ïðîòèâîäåéñòâèÿ óêàçàííîé íåóñòîé÷èâîñòè EM-àëãîðèòìà ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü åãî ìåäèàííûå ìîäèôèêàöèè. Ñìûñë ýòèõ ìîäèôèêàöèé â òîì, ÷òî íàè-
áîëåå íåóñòîé÷èâûå ýòàïû âûïîëíåíèÿ EM-àëãîðèòìà çàìåíÿþòñÿ áîëåå óñòîé-
÷èâûìè. Â ÷àñòíîñòè, íà Ì-ýòàïå íåóñòîé÷èâûå ìîìåíòíûå îöåíêè íàèáîëüøåãî
ïðàâäîïîäîáèÿ çàìåíÿþòñÿ áîëåå óñòîé÷èâûìè (ðîáàñòíûìè) îöåíêàìè ìåäèàííî-
ãî òèïà. Îïèøåì âîçìîæíûé âàðèàíò ïîäîáíîé ìîäèôèêàöèè.

Ïóñòü ÷èñëà g
(m)
ij èçâåñòíû. Ïî ÷èñëàì g

(m)
ij îïðåäåëèì ¾âåðîÿòíîñòè¿ p

(m)
ij ïî

ïðàâèëó

p
(m)
ij = g

(m)
ij

( n∑

j=1

g
(m)
ij

)−1

, i = 1, . . . , k; j = 1, . . . , n

(n � îáúåì âûáîðêè, k � ÷èñëî êîìïîíåíò ñìåñè). ×åðåç x = (x1, . . . , xn) îáîçíà÷èì
âûáîðêó. Òîãäà ÷èñëî p

(m)
ij ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

íàáëþäåíèå xj èìååò ðàñïðåäåëåíèå, îïðåäåëÿåìîå i-é êîìïîíåíòîé ñìåñè.
Ââåäåì ¾ôèêòèâíûå¿ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ

(m)
i , i = 1, . . . , k, êîòîðûå ñîîòâåò-

ñòâåííî ïðèíèìàþò çíà÷åíèå xj ñ âåðîÿòíîñòÿìè p
(m)
ij , i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , n
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j=1 p
(m)
ij = 1). Ïðè ýòîì îöåíêà ïàðàìåòðà ñäâèãà i-é

êîìïîíåíòû ñìåñè íà (m + 1)-é èòåðàöèè îêàçûâàåòñÿ â òî÷íîñòè ðàâíîé ìàòåìà-
òè÷åñêîìó îæèäàíèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ
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ij xj =

n∑
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(m)
ij xj = Eθ(m)ξ
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Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñòðîèòü ìîäèôèêàöèþ EM-àëãîðèòìà, áîëåå óñòîé÷èâóþ ïî
îòíîøåíèþ ê íàëè÷èþ ¾çàñîðÿþùèõ¿ íàáëþäåíèé (à ïðè îöåíèâàíèè ïàðàìåò-
ðîâ êàêîé-ëèáî êîìïîíåíòû ñìåñè íàáëþäåíèÿ, ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ñîîòâåò-
ñòâóþò äðóãèì êîìïîíåíòàì, íåèçáåæíî áóäóò ¾çàñîðÿþùèìè¿ ïî îòíîøåíèþ ê
îöåíèâàåìîé êîìïîíåíòå), â êà÷åñòâå îöåíêè ïàðàìåòðà ai íà (m + 1)-é èòåðàöèè
ïðåäëàãàåòñÿ âçÿòü ìåäèàíó med ξ

(m)
i ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ

(m)
i , êîòîðóþ ìîæíî

âû÷èñëèòü òàê. Ïåðåóïîðÿäî÷èì çíà÷åíèÿ x1, . . . , xn ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ
(m)
i ïî

íåóáûâàíèþ. Ïîëó÷èì âàðèàöèîííûé ðÿä x(1), . . . , x(n). ßñíî, ÷òî îäíî è òî æå
ïåðåóïîðÿäî÷åíèå èìååò ìåñòî äëÿ çíà÷åíèé âñåõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ

(m)
i . Îäíî-

âðåìåííî ïåðåñòàâÿòñÿ è âåðîÿòíîñòè p
(m)
ij , ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿì êàæäîé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ
(m)
i . Ïóñòü p̂

(m)
ij � ýòî òà èç âåðîÿòíîñòåé p

(m)
ij , êîòîðàÿ ñîîò-

âåòñòâóåò çíà÷åíèþ x(j) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ
(m)
i . Ïîëîæèì

Ji = min{j : p̂
(m)
i1 + p̂

(m)
i2 + . . . + p̂

(m)
ij ≥ 1

2}.

Òîãäà

a
(m+1)
i = med ξ

(m)
i = x(Ji). (4)
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Âû÷èñëèì Eθ(m+1)

∣∣ζ(m+1)
i − a

(m+1)
i

∣∣. Èìååì

Eθ(m+1)

∣∣ζ(m+1)
i − a

(m+1)
i

∣∣ =

∞∫

−∞

∣∣x− a
(m+1)
i

∣∣ dxΦ
(

x− a
(m+1)
i

σ
(m+1)
i

)
=

= 2

∞∫

0

xdxΦ
(

x

σ
(m+1)
i

)
= σ

(m+1)
i

√
2
π

.

Ýìïèðè÷åñêèì àíàëîãîì âåëè÷èíû Eθ(m+1)

∣∣ζ(m+1)
i − a

(m+1)
i

∣∣ ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà

s
(m+1)
i = Eθ(m)

∣∣ξ(m)
i − a

(m+1)
i

∣∣ =
n∑

j=1

p
(m)
ij

∣∣xj − a
(m+1)
i

∣∣.

Ðåàëèçóÿ ìåòîä ìîìåíòîâ è ïðèðàâíèâàÿ âåëè÷èíó Eθ(m+1)

∣∣ζ(m+1)
i − a

(m+1)
i

∣∣ åå
ýìïèðè÷åñêîìó àíàëîãó, ïîëó÷àåì îöåíêó äëÿ ïàðàìåòðà σi íà (m+1)-îé èòåðàöèè:

σ
(m+1)
i =

√
π

2
· s(m+1)

i . (5)

Îöåíêè p
(m+1)
i âåñîâ pi â ìîäåëè (1) èùóòñÿ, êàê è ðàíåå, ïî ôîðìóëàì (2).

×èñëà æå g
(m+1)
ij íà êàæäîé èòåðàöèè ïåðåíàçíà÷àþòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

g
(m+1)
ij =

p
(m+1)
i

σ
(m+1)
i

exp
{
− 1

2

(
xj − a

(m+1)
i

σ
(m+1)
i

)2}

k∑
r=1

p
(m+1)
r

σ
(m+1)
r

exp
{
− 1

2

(
xj − a

(m+1)
r

σ
(m+1)
r

)2} . (6)

Òàêèì îáðàçîì, ìåäèàííàÿ ìîäèôèêàöèÿ EM-àëãîðèòìà îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíî-
øåíèÿìè (2), (4), (5) è (6).

3. Îáîñíîâàíèå öåëåñîîáðàçíîñòè ïðèìåíåíèÿ ìåäèàííîé ìîäèôèêàöèè
EM-àëãîðèòìà

Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì., íàïðèìåð, êíèãó [1]), ÷òî äëÿ ìàêñèìèçàöèè ïàðàìåò-
ðîâ â ïðîöåññå èòåðàöèîííûõ øàãîâ EM-àëãîðèòìà, íåîáõîäèìî ìàêñèìèçèðîâàòü
ôóíêöèþ âèäà

k∑

i=1

n∑

j=1

g
(m)
ij log

ψ
(

xj−ai

σi

)

σi
.

ãäå âåëè÷èíû g
(m)
ij èìåþò âèä

g
(m)
ij =

p
(m)
i

σi
ψ

(
xj−a

(m)
i

σ
(m)
i

)

k∑
r=1

p
(m)
r

σr
ψ

(
xj−a

(m)
r

σ
(m)
r

) ,
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à âåëè÷èíû ψ(·) îáîçíà÷àþò ïëîòíîñòè íåêîòîðûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ðàññìîòðèì â
êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàñïðåäåëåíèå Ëàïëàñà, çàäàâàåìîå ïëîòíîñòüþ âèäà

l(x) =
1√
2

exp
{
−
√

2|x|
}

. (7)

Òîãäà

k∑

i=1

n∑

j=1

g
(m)
ij log

ψ
(

xj−ai

σi

)

σi
=

∑

i,j

g
(m)
ij ·

(
−1

2
log 2− log σi −

√
2
|xj − ai|

σi

)
=

= −1
2

log 2
k∑

i=1

n∑

j=1

g
(m)
ij −

k∑

i=1

log σi

n∑

j=1

g
(m)
ij −

√
2

k∑

i=1

n∑

j=1

g
(m)
ij

|xj − ai|
σi

. (8)

Â äàííîé ñóììå ïåðâîå ñëàãàåìîå íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ ai è σi, ïîýòîìó
äëÿ îòûñêàíèÿ çíà÷åíèé ai è σi, ìàêñèìèçèðóþùèõ âñå âûðàæåíèå, íåîáõîäèìî
ìèíèìèçèðîâàòü âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìûå. Ïðè ýòîì ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (3)
òðåòüå ñëàãàåìîå èìååò âèä

√
2

k∑

i=1

n∑

j=1

g
(m)
ij

|xj − ai|
σi

=
√

2
k∑

i=1

1
σi

( n∑

j=1

g
(m)
ij

) n∑

j=1

p
(m)
ij |xj − ai| =

=
√

2
k∑

i=1

1
σi

( n∑

j=1

g
(m)
ij

)
E|ξ(m)

i − ai|.

Çäåñü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ
(m)
i ïðèíèìàþò çíà÷åíèå xj ñ âåðîÿòíîñòÿìè p

(m)
ij ,

îïðåäåëÿåìûìè ôîðìóëîé (3), i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , n (íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî∑n
j=1 p

(m)
ij = 1). Èñïîëüçóÿ õîðîøî èçâåñòíîå ñâîéñòâî ìåäèàíû, çàìå÷àåì, ÷òî

ïðè êàæäîì i = 1, . . . , k

arg min
a
E|ξ(m)

i − a| = med ξ
(m)
i .

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ êîíå÷íîé ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé Ëàïëàñà îïòèìàëüíàÿ
îöåíêà ïàðàìåòðà ai íà (m + 1)-é èòåðàöèè EM-àëãîðèòìà èìååò âèä

a
(m+1)
i = med ξ

(m)
i . (9)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå a
(m+1)
i â (8) è ìàêñèìèçèðóÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå

ïî σi ïóòåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî σi è ïðèðàâíèâàíèÿ ïðîèçâîäíîé íóëþ, ìû
ïðèõîäèì ê îöåíêå

σ
(m+1)
i =

√
2

n∑

j=1

p
(m)
ij |xj − a

(m+1)
i |.. (10)

Ñ öåëüþ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, îïðåäåëÿå-
ìûõ ñîîòíîøåíèÿìè (2), (9), (10), íàðÿäó ñ ¾áàçîâîé¿ ñìåñüþ

k∑

i=1

piΦ
(

x− ai

σi

)
(11)
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ðàññìîòðèì ñìåñü
k∑

i=1

piL

(
x− ai

σi

)
, (12)

ãäå L(·) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ëàïëàñà (äâîéíîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïëîòíîñòè (7),

L(x) =





1
2e
√

2x, x ≤ 0,

1− 1
2e−

√
2x, x > 0.

ßäðà îáåèõ ñìåñåé ñèììåòðè÷íû, à èõ öåíòðû � ïàðàìåòðû ïîëîæåíèÿ ai êîìïî-
íåíò � ñîâïàäàþò (òàê êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êàæäîé êîìïîíåíòû êàæ-
äîé èç ñìåñåé (11) è (12) ðàâíî ai). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê, îïðåäåëÿåìàÿ
ñîîòíîøåíèÿìè (2), (9), (10), ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ îöåíîê êëàññè÷åñêî-
ãî EM-àëãîðèòìà äëÿ ñìåñè âèäà (12) è, ñòàëî áûòü, ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå
íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ è êðèòåðèÿ îñòàíîâêè ñõîäèòñÿ ê îöåíêàì ìàêñèìàëü-
íîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (12). Ïîñêîëüêó ïàðàìåòðû ïîëîæåíèÿ
êîìïîíåíò ìîäåëåé (11) è (12) ñîâïàäàþò, òî îöåíêè ýòèõ ïàðàìåòðîâ â ðàìêàõ
ìîäåëè (12) (è â îïðåäåëåííîì ñìûñëå îïòèìàëüíûå äëÿ ýòîé ìîäåëè) áóäóò è
îöåíêàìè òåõ æå ïàðàìåòðîâ ïîëîæåíèÿ êîìïîíåíò â ðàìêàõ ìîäåëè (11) (íî íå
îáÿçàòåëüíî îïòèìàëüíûìè äëÿ ýòîé ìîäåëè). Íî â ñèëó ïðè÷èí, îïèñàííûõ âûøå,
îíè áóäóò óñòîé÷èâûìè. Òàê êàê îöåíêè ïàðàìåòðîâ ìàñøòàáà êîìïîíåíò â ðàì-
êàõ îáåèõ ìîäåëåé ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî íåñëó÷àéíîãî êîýôôèöèåíòà (äëÿ
îïèñàííîãî âûøå ìåäèàííîãî EM-àëãîðèòìà îí ðàâåí

√
π/2), òî àíàëîãè÷íîå çà-

êëþ÷åíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ îöåíîê ïàðàìåòðîâ ïîëîæåíèÿ. Áîëåå òîãî, àëãîðèòì,
îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøåíèÿìè (2), (9), (10) è ÿâëÿþùèéñÿ ìîíîòîííûì â ðàìêàõ
ìîäåëè (12), îñòàíàâëèâàåòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé ïðè ëþáîì ðàçóìíîì
êðèòåðèè îñòàíîâêè.

Òàêèì îáðàçîì, ìåäèàííûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ïîëîæåíèÿ êîìïîíåíò åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò íà E-ýòàïå êëàññè÷åñêîãî EM-àëãîðèòìà â çàäà÷å
ðàçäåëåíèÿ êîíå÷íûõ ñìåñåé äâîéíûõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé (ðàñïðå-
äåëåíèé Ëàïëàñà) (12) ñ òåìè æå ñàìûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ ñäâèãà è ìàñ-
øòàáà êîìïîíåíò, ÷òî è ó èñõîäíîé ñìåñè íîðìàëüíûõ çàêîíîâ (11). Çíà÷èò, ïî
ñóòè ìåäèàííàÿ ìîäèôèêàöèÿ EM-àëãîðèòìà ñâîäèòñÿ ê çàìåíå èñõîäíîé çàäà÷è
ðàçäåëåíèÿ êîíå÷íûõ ñìåñåé íîðìàëüíûõ çàêîíîâ çàäà÷åé ðàçäåëåíèÿ êîíå÷íûõ
ñìåñåé ðàñïðåäåëåíèé Ëàïëàñà ñ òåìè æå ñàìûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ ñäâèãà
è ìàñøòàáà êîìïîíåíò.

Äëÿ èíòåðïðåòàöèè è îáîñíîâàíèÿ âîçìîæíîñòè ïîäîáíîé çàìåíû çàìåòèì, ÷òî
äâîéíîå ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìàñøòàáíîé
ñìåñè íîðìàëüíûõ çàêîíîâ ïðè ñòàíäàðòíîì ïîêàçàòåëüíîì ñìåøèâàþùåì ðàñ-
ïðåäåëåíèè. Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî, åñëè U � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ
ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ P(U < x) = (1− e−x)I(x ≥ 0), òî (ñì., íàïðèìåð, [1])

EΦ
( x√

U

)
= L(x).

Ïîýòîìó ïðè óêàçàííîé çàìåíå èñõîäíûå äàííûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ¾çà-
øóìëåííîé¿ âûáîðêè, ïðè÷åì ¾çàøóìëåíèå¿ ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ óìíîæå-
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íèÿ ïàðàìåòðîâ ìàñøòàáà êîìïîíåíò íà ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ñî ñòàíäàðòíûì ïî-
êàçàòåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì, à ïîäëåæàùèå îöåíèâàíèþ ïàðàìåòðû ïîëîæåíèÿ
(ñäâèãà) êîìïîíåíò îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Èñêóññòâåííî ¾çàøóìëÿÿ¿ ðåçóëüòà-
òû ýêñïîíåíöèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì, êîòîðîå, êàê èçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå
ýíòðîïèéíûì ñðåäè âñåõ ðàñïðåäåëåíèé, ñîñðåäîòî÷åííûõ íà ïîëîæèòåëüíîé îñè
è èìåþùèõ òàêîå æå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ìû, ôàêòè÷åñêè, ìîæåì èçáà-
âèòüñÿ îò ëèøíèõ äåòàëåé, êîòîðûå ïîäâåðæåíû ñèëüíîìó èçìåíåíèþ ïðè ìàëûõ
îáúåìàõ âûáîðêè, à çíà÷èò, óìåíüøèòü íåãàòèâíîå âëèÿíèå íåóñòîé÷èâîñòè íà
ðåçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèòìà. Ïðè ýòîì åùå ðàç îòìåòèì, ÷òî óêàçàííîå ¾çàøóì-
ëåíèå¿ íå èñêàæàåò ïàðàìåòðû ïîëîæåíèÿ êîìïîíåíò. Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè
ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùóþ àíàëîãèþ. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî â êîíòðàñòíîé
ôîòîãðàôèè, ñîäåðæàùåé ìíîãî äåòàëåé, íóæíî âûäåëèòü íåñêîëüêî ¾ãëàâíûõ¿
ïî èíòåíñèâíîñòè òî÷åê. Àâòîìàòè÷åñêèé ïîèñê òàêèõ òî÷åê çàòðóäíåí îáèëèåì
ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ èíòåíñèâíîñòè çà ñ÷åò áîëüøîãî ÷èñëà ìåëêèõ äåòàëåé.
Íî åñëè ïîñìîòðåòü íà ôîòîãðàôèþ ÷åðåç ìàòîâîå ñòåêëî (¾çàøóìèòü¿ èçîáðàæå-
íèå), òî ìåëêèå äåòàëè ñîëüþòñÿ, à ðàçëè÷èìûìè îñòàíóòñÿ òîëüêî ¾ãëàâíûå¿ ïî
èíòåíñèâíîñòè ìåñòà èñõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ, êîòîðûå è áóäóò ëåãêî îáíàðóæåíû
àâòîìàòè÷åñêîé ïðîöåäóðîé ïîèñêà òàêèõ ìåñò.

Òàêèì îáðàçîì, ðîáàñòíàÿ âåðñèÿ êëàññè÷åñêîãî EM-àëãîðèòìà, îñíîâàííàÿ íà
ìåäèàííûõ îöåíêàõ, ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ôîðìóëàìè (2), (9) è (10) (ñ òî÷íî-
ñòüþ äî íåñëó÷àéíîãî ìíîæèòåëÿ), òî åñòü ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò ðàññìîòðåí-
íîìó â ðàçäåëå ìåäèàííîìó EM-àëãîðèòìó, îïðåäåëÿåìîìó ôîðìóëàìè (2), (4) è
(5).

Çàêëþ÷åíèå

Èòàê, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìåäèàííûå îöåíêè åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò
íà E-ýòàïå ÅÌ-àëãîðèòìà â çàäà÷å ðàçäåëåíèÿ êîíå÷íûõ ñìåñåé äâîéíûõ ýêñïî-
íåíöèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ òåìè æå ñàìûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ ñäâèãà è
ìàñøòàáà êîìïîíåíò, ÷òî è ó èñõîäíîé ñìåñè íîðìàëüíûõ çàêîíîâ. Â ñâîþ î÷å-
ðåäü, äâîéíîå ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìàñ-
øòàáíîé ñìåñè íîðìàëüíûõ çàêîíîâ ïðè ñòàíäàðòíîì ïîêàçàòåëüíîì ñìåøèâàþ-
ùåì ðàñïðåäåëåíèè. Òàêèì îáðàçîì, ìåäèàííàÿ ìîäèôèêàöèÿ ÅÌ-àëãîðèòìà ïî
ñóòè ñâîäèòñÿ ê çàìåíå èñõîäíîé çàäà÷è ðàçäåëåíèÿ êîíå÷íûõ ñìåñåé íîðìàëüíûõ
çàêîíîâ çàäà÷åé ðàçäåëåíèÿ êîíå÷íûõ ñìåñåé ðàñïðåäåëåíèé Ëàïëàñà ñ òåìè æå
ñàìûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ ñäâèãà è ìàñøòàáà êîìïîíåíò. Ïðè ýòîì îöåí-
êè, ïîëó÷àåìûå ñ ïîìîùüþ ìåäèàííîé âåðñèè ÅÌ-àëãîðèòìà â çàäà÷å ðàçäåëå-
íèÿ êîíå÷íûõ ñìåñåé íîðìàëüíûõ çàêîíîâ, ïðèáëèæàþò îöåíèâàåìûå ïàðàìåòðû
ïîñòîëüêó, ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê, ïîëó÷àåìàÿ
ÅÌ-àëãîðèòìîì, ñõîäèòñÿ ê îöåíêàì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ àíàëîãè÷íûõ
ïàðàìåòðîâ â ìîäåëè âèäà êîíå÷íûõ ñìåñåé ðàñïðåäåëåíèÿ Ëàïëàñà.

Ïîäâîäÿ èòîã, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ðîáàñòíûõ ìåäèàííûõ îöå-
íîê ïàðàìåòðîâ êîìïîíåíò êîíå÷íûõ ñìåñåé íîðìàëüíûõ çàêîíîâ íà êàæäîì øàãå
EM-àëãîðèòìà äîâîëüíî ðàçóìíî è ìîæåò äàâàòü áîëåå ¾÷åòêèå¿ ðåçóëüòèðóþ-
ùèå îöåíêè ïàðàìåòðîâ êîíå÷íûõ ñìåñåé íîðìàëüíûõ çàêîíîâ. Äàííûå âûâîäû
ïîäòâåðæäàþòñÿ íà ïðàêòèêå ïðè ïðèìåíåíèè ìåäèàííîé ìîäèôèêàöèè EM-àëãî-
ðèòìà ê ðåàëüíûì äàííûì � ôèíàíñîâûì èíäåêñàì, òóðáóëåíòíîé ïëàçìå (ñì.,
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íàïðèìåð, ðàáîòû [2, 3, 5]).
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