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Â ðàáîòå ïðîäîëæàåòñÿ èçó÷åíèå êàòåãîðèàëüíûõ ãðàììàòèê çàâèñè-
ìîñòåé (ÊÃÇ). Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìóëüòèìîäàëüíûé âàðèàíò ýòèõ ãðàì-
ìàòèê ñ çàïðåòàìè íà ïåðåñå÷åíèå äàëüíèõ ñâÿçåé (ììÊÃÇ). Äîêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî ììÊÃÇ-ÿçûêîâ çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè
èòåðàöèè è ÿâëÿåòñÿ àáñòðàêòíûì ñåìåéñòâîì ÿçûêîâ. Óñòàíàâëèâà-
åòñÿ, ÷òî êëàññ ììÊÃÇ-ÿçûêîâ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ, íî
íå çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèè. Ïîñòðîåí ïðèìåð íåïîëóëèíåéíîãî
ììÊÃÇ-ÿçûêà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ììÊÃÇ ñ NP-ïîëíîé ïðî-
áëåìîé ïðèíàäëåæíîñòè.

In the paper we continue to investigate the categorial dependency grammars
(CDG). A multimodal version of these grammars with negative mode
pairing rules (mmCDG) is considered. It is proved that the set of mmCDG-
languages is closed under iteration and it is an abstract family of languages.
We also establish that the class of mmCDG-languages is closed under
intersection, but it is not closed under projection. An example of a non-
semilinear mmCDG-language is presented. It is established that there exists
a mmCDG with NP-complete membership problem.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôîðìàëüíûå ãðàììàòèêè, êàòåãîðèàëüíûå ãðàììà-
òèêè, ñòðóêòóðà çàâèñèìîñòåé, àáñòðàêòíûå ñåìåéñòâà ÿçûêîâ, íåïîëó-
ëèíåéíûå ìíîæåñòâà, ñëîæíîñòü ïðîáëåìû ïðèíàäëåæíîñòè.
Keywords: formal grammars, categorial grammars, dependency structure,
abstract families of languages, non-semilinear sets, complexity of
membership problem.

1. Ââåäåíèå

Òåîðèè ñèíòàêñèñà åñòåñòâåííûõ ÿçûêîâ, îñíîâàííûå íà ïîíÿòèè çàâèñèìîñòè,
èìåþò äàâíþþ òðàäèöèþ, âîñõîäÿùóþ ê ñðåäíèì âåêàì. Òåíüåð [12] âïåðâûå ñè-
ñòåìàòè÷åñêè îïèñàë ñòðóêòóðó ïðåäëîæåíèÿ â òåðìèíàõ èìåíîâàííûõ îòíîøåíèé
ìåæäó ñëîâàìè (çàâèñèìîñòåé). Êîãäà äâà ñëîâà w1 è w2 ñâÿçàíû â ïðåäëîæåíèè
ïîñðåäñòâîì çàâèñèìîñòè d (îáîçíà÷åíèå w1

d→ w2), w1 ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ñëîâîì,

91



92 ÊÀÐËÎÂ Á.Í.

à w2 � çàâèñèìûì ñëîâîì. Ñîäåðæàòåëüíî, çàâèñèìîñòü d çàäà¼ò îãðàíè÷åíèÿ íà
ãðàììàòè÷åñêèå è ëåêñè÷åñêèå ñâîéñòâà w1 è w2, íà èõ ïîðÿäîê, êîíòåêñò è ò.ï.,
êîòîðûå âìåñòå îçíà÷àþò, ÷òî �w1 óïðàâëÿåò w2�. Íàïðèìåð, â ñòðóêòóðå çàâèñè-
ìîñòåé ïðåäëîæåíèÿ �Ëåòîì çäåñü èãðàþò äåòè�, ïðèâåä¼ííîé íà ðèñ. 1, îòíî-
øåíèå èãðàþò ïðåä−→ äåòè ïîêàçûâàåò ïðåäèêàòíóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó ñêàçóåìûì
èãðàþò è ïîäëåæàùèì äåòè.

Ðèñ. 1: Ïðèìåð ïðîåêòèâíîé ñòðóêòóðû çàâèñèìîñòåé

Â ýòîì ïðåäëîæåíèè, êàê è â áîëüøèíñòâå îáû÷íûõ ïðåäëîæåíèé ðóññêîãî ÿçû-
êà, ñòðóêòóðà çàâèñèìîñòåé ïðîåêòèâíàÿ, â ÷àñòíîñòè, çàâèñèìîñòè â ñòðóêòóðå
íå ïåðåñåêàþòñÿ. Áîëüøèíñòâî ãðàììàòèê, ïîðîæäàþùèõ äåðåâüÿ çàâèñèìîñòåé,
èìåþò äåëî òîëüêî ñ ïðîåêòèâíûìè ñòðóêòóðàìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äîñòàòî÷íî
÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ïðåäëîæåíèÿ, èìåþùèå íåïðîåêòèâíûå ñòðóêòóðû çàâèñèìî-
ñòåé.

Ðèñ. 2: Ïðèìåð íåïðîåêòèâíîé ñòðóêòóðû çàâèñèìîñòåé

Íàïðèìåð, èñïîëüçîâàíèå áóäóùåãî âðåìåíè â ïðåäëîæåíèè �Ëåòîì çäåñü áó-
äóò èãðàòü äåòè� ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ äâóõ ðàçðûâíûõ çàâèñèìîñòåé èãðàòü
îáñò-âð−→ ëåòîì è èãðàòü îáñò-ëîê−→ çäåñü, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 2.

Îòìåòèì, ÷òî êñ-ãðàììàòèêè (ñì. [1, 3]), êàê è îáû÷íûå êàòåãîðèàëüíûå ãðàì-
ìàòèêè (ñì. [3, 6]) íåñïîñîáíû îáíàðóæèâàòü â ïîäîáíûõ ïðåäëîæåíèÿõ ðàçðûâ-
íûå ñîñòàâëÿþùèå. Äëÿ ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà ïðåäëîæåíèé ñ ðàçðûâíûìè çà-
âèñèìîñòÿìè Ì.È. Äåõòÿðü è À.ß. Äèêîâñêèé â [7, 8] îïðåäåëèëè íîâûå âèäû
ãðàììàòèê � êàòåãîðèàëüíûå ãðàììàòèêè çàâèñèìîñòåé (ÊÃÇ) è îáîùåííûå
êàòåãîðèàëüíûå ãðàììàòèêè çàâèñèìîñòåé (îÊÃÇ). Ýòè ãðàììàòèêè ðàáîòàþò
êàê ãðàììàòèêè-ðàñïîçíàâàòåëè è ñòðóêòóðó ïðåäëîæåíèÿ ðàñêðûâàþò ïîäîáíî
ãðàììàòèêàì çàâèñèìîñòåé. Äàëüíèå (ðàçðûâíûå) ñâÿçè îáðàáàòûâàþòñÿ â íèõ ñ
ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìûõ ïîëÿðèçîâàííûõ âàëåíòíîñòåé: ïîëîæèòåëüíûõ, îòâå-
÷àþùèõ çà ñëîâî-õîçÿèí, è îòðèöàòåëüíûõ, îòâå÷àþùèõ çà ïîä÷èíåííîå ñëîâî. Â
óêàçàííûõ ðàáîòàõ ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î âûðàçèòåëüíîé ñèëå ÊÃÇ è îÊÃÇ, ïðåä-
ëîæåíû àëãîðèòìû èõ àíàëèçà. Â ðàáîòå [5] àâòîðîì áûëè ïîñòðîåíû íîðìàëüíûå
ôîðìû äëÿ îÊÃÇ è îïðåäåëåíû ñ÷¼ò÷èêîâûå ÌÏ-àâòîìàòû, ðàñïîçíàþùèå îÊÃÇ-
ÿçûêè.

Â ýòîé ñòàòüå ìû ïðîäîëæàåì èçó÷åíèå êàòåãîðèàëüíûõ ãðàììàòèê çàâèñèìî-
ñòåé. Â íåé ðàññìàòðèâàåòñÿ ìóëüòèìîäàëüíûé âàðèàíò ýòèõ ãðàììàòèê ììÊÃÇ
([9]), â êîòîðûõ äëÿ êàæäîãî òèïà ïîëÿðèçîâàííûõ âàëåíòíîñòåé ìîæíî îïðåäå-
ëèòü ñâîé ñïîñîá ñîêðàùåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ìû èññëåäóåì ììÊÃÇ ñ çàïðåòàìè íà
ïåðåñå÷åíèå äàëüíèõ ñâÿçåé. Òàêèå çàïðåòû âñòðå÷àþòñÿ â åñòåñòâåííûõ ÿçûêàõ.
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Íàïðèìåð, â ïðåäëîæåíèÿõ ñ ïðÿìîé ðå÷üþ ñâÿçè ñëîâ âíóòðè êàâû÷åê íå äîæíû
ïåðåñåêàòü ñâÿçü ìåæäó êàâû÷êàìè. Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ òàêîå ðàñøèðå-
íèå îÊÃÇ óâåëè÷èâàåò êëàññ àíàëèçèðóåìûõ ÿçûêîâ è ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü äëÿ
íåãî íîâûå ñâîéñòâà çàìêíóòîñòè.

Â ðàçäåëå 2 ìû ïðèâîäèì òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ ììÊÃÇ ñ çàïðåòàìè íà ïåðåñå÷å-
íèå äàëüíèõ ñâÿçåé è êëàññà çàäàâàåìûõ ýòèìè ãðàììàòèêàìè ÿçûêîâ. Â ðàçäåëå 3
ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î çàìêíóòîñòè êëàññà ììÊÃÇ-ÿçûêîâ îòíîñèòåëüíî èòåðà-
öèè Êëèíè. Íàëè÷èå â îÊÃÇ èòåðàòèâíûõ êàòåãîðèé ïîáóäèëî àâòîðîâ ðàáîòû [8] ê
óòâåðæäåíèþ î çàìêíóòîñòè êëàññà îÊÃÇ-ÿçûêîâ îòíîñèòåëüíî èòåðàöèè. Îäíàêî
íåïîñðåäñòâåííîå èñïîëüçîâàíèå òàêèõ êàòåãîðèé íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íóæíûé
ðåçóëüòàò è ïðîáëåìà çàìêíóòîñòè êëàññà îÊÃÇ-ÿçûêîâ îòíîñèòåëüíî èòåðàöèè
îñòà¼òñÿ îòêðûòîé. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî êëàññ ÿçûêîâ, ðàñïîçíàâàåìûõ ììÊÃÇ ñ
çàïðåòàìè, çàìêíóò îòíîñèòåëüíî èòåðàöèè è ïåðåñå÷åíèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, îáðà-
çóåò àáñòðàêòíîå ñåìåéñòâî ÿçûêîâ. Â ðàçäåëå 4 ïîêàçàíî, ÷òî ýòîò êëàññ ÿçûêîâ
ñîäåðæèò íåïîëóëèíåéíûå ÿçûêè. Â ðàçäåëå 5 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëîæíîñòü ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ ÿçûêîâ èç ýòîãî êëàññà. Ðàíåå â ðàáîòå [7] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðî-
áëåìà ïðîâåðêè ïî ÊÃÇ G è ñëîâó w, ïðèíàäëåæèò ëè w ÿçûêó L(G), ÿâëÿåòñÿ
NP-ïîëíîé. Ïðè ýòîì ïðè îãðàíè÷åíèè ÷èñëà òèïîâ âàëåíòíîñòåé ïðåäëîæåí ïî-
ëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ïðîâåðêè ïðèíàäëåæíîñòè. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî â êëàññå
ììÊÃÇ ñóùåñòâóþò ãðàììàòèêè, äëÿ êîòîðûõ ïðîáëåìà ïðèíàäëåæíîñòè ÿâëÿåò-
ñÿ NP-ïîëíîé. Ïðè ýòîì äëÿ NP-ïîëíîòû äîñòàòî÷íî èìåòü äâà òèïà âàëåíòíîñòåé.

2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Äëÿ ôîðìàëèçàöèè ëèíãâèñòè÷åñêîãî ïîíÿòèÿ ñèíòàêñè÷åñêîãî òèïà ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå êàòåãîðèè. Ïóñòü C � íåïóñòîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ
ãðàììàòè÷åñêèõ êàòåãîðèé (íàïðèìåð, ñêàçóåìîå, îïðåäåëåíèå, äîïîëíåíèå è ò. ï.).
Ýëåìåíòàðíûå êàòåãîðèè ìîãóò áûòü èòåðèðîâàíû: äëÿ C ∈ C ïóñòü C∗ îçíà÷àåò
ñîîòâåòñòâóþùóþ èòåðàòèâíóþ êàòåãîðèþ. Ìíîæåñòâî âñåõ èòåðàòèâíûõ êàòåãî-
ðèé áóäåì îáîçíà÷àòü C∗.

Äëÿ îïèñàíèÿ äàëüíèõ ñâÿçåé â [7] ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ïîëÿðíîñòè è ïîëÿðèçî-
âàííîé âàëåíòíîñòè. Ïîëÿðíîñòüþ v íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò ìíîæåñòâà V = {↘,↙
,↖,↗}. Ïîëÿðèçîâàííàÿ âàëåíòíîñòü β � ýòî âûðàæåíèå âèäà vC, ãäå v ∈ V ,
C ∈ C. Ïàðû äâîéñòâåííûõ âàëåíòíîñòåé (↗C,↘C) è (↙C,↖C) íàçîâ¼ì ïðà-
âèëüíûìè (îíè ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè �ñêîáêàìè�). Âàëåíòíîñòè âèäà ↗C
è ↙C íàçûâàþòñÿ ëåâûìè, à âàëåíòíîñòè âèäà ↘C è ↖C � ïðàâûìè (îíè ÿâ-
ëÿþòñÿ ëåâûìè è ïðàâûìè ñêîáêàìè ñîîòâåòñòâåííî). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëÿ-
ðèçîâàííûõ âàëåíòíîñòåé íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì. Ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ
ïîòåíöèàëîâ îáîçíà÷àåòñÿ Pot(C). Íà ìíîæåñòâå âñåõ ýëåìåíòàðíûõ êàòåãîðèé
ââîäèòñÿ ôóíêöèÿ çàïðåòîâ � îòîáðàæåíèå π : C → 2C. Ýòà ôóíêöèÿ îïèñûâàåò
îãðàíè÷åíèÿ íà ðàñïîëîæåíèå ïðàâèëüíûõ ïàð âàëåíòíîñòåé. Åñëè Y ∈ π(X), òî
ïàðà âàëåíòíîñòåé òèïà X íå ìîæåò ñîçäàòü çàâèñèìîñòü, åñëè ìåæäó íèìè åñòü
âàëåíòíîñòè òèïà Y . Íàïðèìåð, åñëè π1(X) = {Y }, π1(Y ) = {X }, òî â ïîòåíöèàëå
θ1 =↗X ↗ Y ↘X ↘ Y íåò ïðàâèëüíûõ ïàð. Äåéñòâèòåëüíî, ↗ Y íå ïîçâîëÿåò
ñôîðìèðîâàòü ïàðó ↗X ↘X, à ↘X íå ïîçâîëÿåò ñôîðìèðîâàòü ïàðó ↗Y ↘Y .
Åñëè æå π2(X) = {Y }, π2(Y ) = ∅, òî òî ïàðà ↗ Y ↘ Y ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé.
Åñëè óäàëèòü å¼ èç θ1, òî îñòàíåòñÿ ↗X ↘X � ïðàâèëüíàÿ ïàðà.
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Ïîòåíöèàë íàçûâàåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííûì, åñëè åãî ïðîåêöèÿ íà êàæäóþ ïà-
ðó äâîéñòâåííûõ ïîëÿðèçîâàííûõ âàëåíòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì ñêîáî÷íûì
ñëîâîì è ñóùåñòâóåò òàêîé ïîðÿäîê ïðàâèëüíûõ ïàð, ÷òî èõ ìîæíî óäàëÿòü èç
ïîòåíöèàëà, íå íàðóøàÿ îãðàíè÷åíèé ôóíêöèè çàïðåòîâ. Íàïðèìåð, ïîòåíöèàë
↗A ↗B ↘A ↘B ↗A ↘A ñáàëàíñèðîâàí (åñëè π(A) = π(B) = ∅). Ïîòåíöèàë θ1

òàêæå ñáàëàíñèðîâàí ïðè ôóíêöèè çàïðåòîâ π2. Ïîòåíöèàë ↗A ↘B ↘A íå ñáà-
ëàíñèðîâàí íåçàâèñèìî îò ôóíêöèè çàïðåòîâ. Ïîòåíöèàë θ1 ñ ôóíêöèåé π1 òàêæå
íå ñáàëàíñèðîâàí.
Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî ëîêàëüíûõ êàòåãîðèé LCat(C) � ýòî ìèíèìàëü-
íîå ìíîæåñòâî òàêîå, ÷òî:
1) C ∪ {ε} ⊆ LCat(C), ãäå ε � ïóñòîé ñèìâîë;
2) åñëè α ∈ LCat(C), A ∈ C ∪C∗, òî [A\α], [α/A] ∈ LCat(C).

Èç ëîêàëüíûõ êàòåãîðèé è ïîòåíöèàëîâ ñòðîÿòñÿ êàòåãîðèè.
Îïðåäåëåíèå 2. Êàòåãîðèåé γ íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà αθ, ãäå α ∈
LCat(C), θ ∈ Pot(C). Ìíîæåñòâî âñåõ êàòåãîðèé îáîçíà÷èì Cat(C).

Ïîëàãàåì, ÷òî êîíñòðóêòîðû \ è /àññîöèàòèâíû. Ïîýòîìó ëþáàÿ êàòåãîðèÿ γ
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå γ = [Lk\ . . . \L1\C/R1/ . . . /Rm]θ. Òåïåðü äàäèì
îïðåäåëåíèå ìóëüòèìîäàëüíîé êàòåãîðèàëüíîé ãðàììàòèêè çàâèñèìîñòåé.
Îïðåäåëåíèå 3. Ìóëüòèìîäàëüíîé êàòåãîðèàëüíîé ãðàììàòèêîé çàâèñèìî-
ñòåé (ììÊÃÇ) íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà G =< W,C, S, δ, π >, ãäå:
W � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ,
C � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ êàòåãîðèé,
S � âûäåëåííàÿ â C ãëàâíàÿ êàòåãîðèÿ,
δ � ñëîâàðü, ôóíêöèÿ íà W òàêàÿ, ÷òî δ(w) ⊆ Cat(C) äëÿ êàæäîãî ñëîâà w ∈ W
(ìû áóäåì çàäàâàòü åãî â âèäå w 7→ δ(w)),
π : C → 2C � ôóíêöèÿ çàïðåòîâ.

Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòî â ëèíãâèñòè÷åñêèõ ðàáîòàõ ýëåìåíòû ìíîæåñòâà W íàçû-
âàþò ñëîâàìè, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëîâ � ïðåäëîæåíèÿìè.

Â ììÊÃÇ G ïîñëå ïðèïèñûâàíèÿ êàòåãîðèé ñèìâîëàì ñëîâà ïðîèñõîäèò âûâîä
ãëàâíîé êàòåãîðèè S ñ ïîìîùüþ ïðèâåäåííûõ íèæå ïðàâèë ñîêðàùåíèÿ. Ýòè ïðà-
âèëà èìåþò âèä Γ ` Γ′, ãäå Γ � ñîêðàùàåìàÿ ñòðîêà êàòåãîðèé, à Γ′ � ñòðîêà
êàòåãîðèé, ïîëó÷àþùàÿñÿ â ðåçóëüòàòå ñîêðàùåíèÿ. Â ïðèâåä¼ííûõ íèæå ïðàâè-
ëàõ Γ1 è Γ2 � ýòî ïðîèçâîëüíûå ñòðîêè êàòåãîðèé èç Cat(C)∗.
Îïðåäåëåíèå 4. Ïðàâèëà ñîêðàùåíèÿ

Ïðàâèëà ëîêàëüíîé çàâèñèìîñòè:
Ll : Γ1[C]θ1 [C\α]θ2Γ2 ` Γ1[α]θ1θ2Γ2

Lr : Γ1[α/C]θ1 [C]θ2Γ2 ` Γ1[α]θ1θ2Γ2,
ãäå C ∈ C ∪ {ε}

Ïðàâèëà èòåðàòèâíîé çàâèñèìîñòè:
I l : Γ1[C]θ1 [C∗\α]θ2Γ2 ` Γ1[C∗\α]θ1θ2Γ2

I l
0 : Γ1[C∗\α]θΓ2 ` Γ1[α]θΓ2

Ir : Γ1[α/C∗]θ1 [C]θ2Γ2 ` Γ1[α/C∗]θ1θ2Γ2

Ir
0 : Γ1[α/C∗]θΓ2 ` Γ1[α]θΓ2,
ãäå C ∈ C ∪ {ε}
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Ïðàâèëî äàëüíåé çàâèñèìîñòè:
D : Γ1α

θ1βθ2β̆θ3Γ2 ` Γ1α
θ1θ2θ3Γ2,

ãäå âàëåíòíîñòè (β, β̆) îáðàçóþò ïðàâèëüíóþ ïàðó è θ2 íå ñîäåðæèò β, β̆, à
òàêæå ↗B, ↖B, ↙B, ↘B äëÿ âñåõ B ∈ π(C), ãäå C � òèï âàëåíòíîñòè β

Ïðè âûïîëíåíèè ñîêðàùåíèÿ ïî êàæäîìó èç ïðàâèë â ñòðóêòóðó çàâèñèìîñòåé
äîáàâëÿåòñÿ ñòðåëêà, èäóùàÿ â íàïðàâëåíèè çàâèñèìîé êàòåãîðèè è èìåþùàÿ òà-
êîå æå íàçâàíèå, ÷òî è ñîêðàòèâøàÿñÿ êàòåãîðèÿ. Ll è Lr � ýòî êëàññè÷åñêèå
ïðàâèëà ñîêðàùåíèÿ. Ïðè ñîêðàùåíèè àðãóìåíòà C îíè ñîçäàþò ïðîåêòèâíóþ
çàâèñèìîñòü C è âûïîëíÿþò êîíêàòåíàöèþ ïîòåíöèàëîâ. I l è Ir ñîçäàþò ïðîèç-
âîëüíîå êîëè÷åñòâî çàâèñèìîñòåé C. I l

0 è Ir
0 ñëóæàò, ÷òîáû óäàëèòü èòåðàòèâíûé

ïîäòèï C∗. Ïðàâèëî D ñîêðàùàåò äâå äâîéñòâåííûå ïîëÿðèçîâàííûå âàëåíòíî-
ñòè è ñîçäà¼ò íåïðîåêòèâíóþ çàâèñèìîñòü C ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ çàïðåòîâ,
íàëàãàåìûõ ôóíêöèåé π. Êàê îáû÷íî, ÷åðåç `∗ îáîçíà÷èì ðåôëåêñèâíîå è òðàí-
çèòèâíîå çàìûêàíèå îòíîøåíèÿ `.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïðåäëîæåíèå �Ëåòîì çäåñü áóäóò èãðàòü äåòè�. Ïóñòü
åãî ñëîâàì ïðèïèñàíû ñëåäóþùèå êàòåãîðèè: δ(ëåòîì) = [ε]↙îáñò-âð, δ(çäåñü) =
[ε]↙îáñò-ëîê, δ(áóäóò) = [S/ïðåä/âñïîì], δ(èãðàòü) = [âñïîì]↖îáñò-âð↖îáñò-ëîê,
δ(äåòè) = [ïðåä]. Ïîêàæåì, êàê ïðîèñõîäèò âûâîä äëÿ ñòðîêè êàòåãîðèé, ïðèïè-
ñàííîé âñåìó ïðåäëîæåíèþ.

[ε]↙îáñò-âð [ε]↙îáñò-ëîê [S/ïðåä/âñïîì] [âñïîì]↖îáñò-âð↖îáñò-ëîê [ïðåä] `Lr

[ε]↙îáñò-âð [ε]↙îáñò-ëîê [S/ïðåä]↖îáñò-âð↖îáñò-ëîê [ïðåä] `Lr

[ε]↙îáñò-âð [ε]↙îáñò-ëîê [S]↖îáñò-âð↖îáñò-ëîê `Ll

[ε]↙îáñò-âð [S]↙îáñò-ëîê↖îáñò-âð↖îáñò-ëîê `Ll

[S]↙îáñò-âð↙îáñò-ëîê↖îáñò-âð↖îáñò-ëîê `D

[S]↙îáñò-âð↖îáñò-âð `D [S]
Ðåçóëüòèðóþùàÿ ñòðóêòóðà çàâèñèìîñòåé ïîêàçàíà íà ðèñ. 2 (ëîêàëüíûå çà-

âèñèìîñòè ïîêàçàíû ñïëîøíûìè ëèíèÿìè, à äàëüíèå � ïóíêòèðíûìè). Åñëè áû
π(îáñò-ëîê) = { îáñò-âð }, π(îáñò-âð) = { îáñò-ëîê }, òî ïðèâåä¼ííûé âûøå âûâîä
áûë áû íåâîçìîæåí èç-çà íàðóøåíèÿ çàïðåòîâ.
Îïðåäåëåíèå 5. Ñëîâî s = w1 . . . wn ∈ W ∗ ïðèíàäëåæèò ÿçûêó L(G), åñëè ñó-
ùåñòâóåò ñòðîêà êàòåãîðèé Γ òàêàÿ, ÷òî:
1) Γ = γ1 . . . γn, ãäå γi ∈ δ(wi) äëÿ i = 1, . . . , n,
2) Γ `∗ [S].

Êëàññ âñåõ ÿçûêîâ, ïîðîæäàåìûõ ìóëüòèìîäàëüíûìè êàòåãîðèàëüíûìè ãðàì-
ìàòèêàìè çàâèñèìîñòåé, îáîçíà÷èì L(mmCDG).

Çàìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè íå íàêëàäûâàþòñÿ íèêàêèå îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíê-
öèþ çàïðåòîâ. Åñëè π(X) = {Y }, π(Y ) = ∅, òî òàêàÿ ôóíêöèÿ íå ñîçäà¼ò íèêàêèõ
îãðàíè÷åíèé íà äîïóñòèìûå ñòðóêòóðû çàâèñèìîñòåé, èçìåíåíèÿ êàñàþòñÿ ëèøü
ïîðÿäêà ñîêðàùåíèé êàòåãîðèé. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè çàïðåòîâ ñïåöè-
àëüíîãî âèäà. Ôóíêöèÿ çàïðåòîâ π íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, åñëè äëÿ ëþáûõ
X, Y ∈ C X ∈ π(Y ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Y ∈ π(X). Â òàêîì ñëó÷àå îãðà-
íè÷åíèÿ îçíà÷àþò, ÷òî çàâèñèìîñòè X è Y íå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ëîêàëüíûå ïðàâèëà ñîêðàùåíèÿ Ll, Lr, I l, I l
0, I

r, Ir
0 äåé-

ñòâóþò òîëüêî íà ëîêàëüíóþ ÷àñòü êàòåãîðèè, òîãäà êàê ïðàâèëî ñîêðàùåíèÿ ïî-
òåíöèàëà D çàòðàãèâàåò òîëüêî ïîòåíöèàë. Ýòî äà¼ò âîçìîæíîñòü ðàçäåëèòü àíà-
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ëèç ñëîâà â ììÊÃÇ íà äâà íåçàâèñèìûõ òåñòà: ïåðâûé � â òåðìèíàõ ëîêàëüíûõ
êàòåãîðèé è ëîêàëüíûõ ïðàâèë ñîêðàùåíèÿ, à âòîðîé � â òåðìèíàõ ñáàëàíñèðî-
âàííîñòè ïîòåíöèàëà. Èìååò ìåñòî òåîðåìà îá àíàëèçå äëÿ ììÊÃÇ.
Òåîðåìà (îá àíàëèçå) Ñëîâî s = w1w2 . . . wn ïðèíàäëåæèò ÿçûêó L(G), çàäà-
âàåìîìó ììÊÃÇ G =< W,C, S, δ, π >, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò
ñòðîêà êàòåãîðèé Γ = αθ1

1 . . . αθn
n , ãäå αθi

i ∈ δ(wi), òàêàÿ, ÷òî:
1. α1 . . . αn `∗ [S],
2. θ1 . . . θn ñáàëàíñèðîâàí.

Ýòà òåîðåìà áûëà äîêàçàíà äëÿ îÊÃÇ (áåç ôóíêöèè π) â ñòàòüÿõ [7, 8]. Ýòî
äîêàçàòåëüñòâî áåç ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé îñòà¼òñÿ ñïðàâåäëèâûì è äëÿ êëàññà
ììÊÃÇ.

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ êñ-ãðàììàòèê ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ñïåöèàëüíûå ôîðìû
(íîðìàëüíàÿ ôîðìà Õîìñêîãî, íîðìàëüíàÿ ôîðìà Ãðåéáàõ(ñì. [1, 3])), óïðîùàþ-
ùèå àíàëèç ïîðîæäàåìûõ èìè ÿçûêîâ.

Îïðåäåëåíèå 6. Áóäåì íàçûâàòü ììÊÃÇ G =< W,C, S, δ, π > ãðàììàòèêîé â
íîðìàëüíîé ôîðìå, åñëè âñå å¼ êàòåãîðèè èìåþò îäèí èç ñëåäóþùèõ âèäîâ: [X]θ,
[X/Y ]θ, [X/Y/Z]θ, ãäå X, Y , Z � ýëåìåíòàðíûå êàòåãîðèè, θ � ïîòåíöèàë.

Äëÿ ììÊÃÇ ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà (î íîðìàëüíîé ôîðìå) Äëÿ ëþáîé ììÊÃÇ G =< W,C, S, δ, π >
ñóùåñòâóåò ììÊÃÇ G′ =< W,C′, S, δ′, π > â íîðìàëüíîé ôîðìå òàêàÿ, ÷òî
L(G) = L(G′).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû äëÿ ììÊÃÇ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó î íîð-
ìàëüíîé ôîðìå èç ðàáîòû [5]. Â ñòàòüå [8] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé îÊÃÇ G ñó-
ùåñòâóåò îÊÃÇ G′ òàêàÿ, ÷òî L(G) = L(G′) è G′ íå ñîäåðæèò ãëàâíîé êàòåãîðèè
â ñïèñêàõ çàâèñèìîñòåé. Åñëè ïðèìåíèòü ïðåäëîæåííîå ïîñòðîåíèå ê ãðàììàòèêå
â íîðìàëüíîé ôîðìå, òî â ðåçóëüòàòå ñíîâà ïîëó÷èòñÿ ãðàììàòèêà â íîðìàëüíîé
ôîðìå. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ììÊÃÇ â íîðìàëüíîé ôîðìå íå ñîäåðæàò S
â ñïèñêàõ çàâèñèìîñòåé.

Ïóñòü G =< W,C, S, δ, π > � ììÊÃÇ â íîðìàëüíîé ôîðìå. Ïóñòü Γ =
γ1 . . . γn � ñòðîêà êàòåãîðèé òàêàÿ, ÷òî Γ `∗ [S]. Òîãäà γ1 èìååò îäèí èç òð¼õ
âèäîâ: [S]θ, [S/A]θ èëè [S/A/B]θ. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â ììÊÃÇ â íîðìàëüíîé
ôîðìå ñàìàÿ ëåâàÿ êàòåãîðèÿ íå ìîæåò ñîêðàòèòüñÿ ñ äðóãèìè êàòåãîðèÿìè, òàê
êàê ëåâûå ñïèñêè çàâèñèìîñòåé ïóñòûå.

3. Ñâîéñòâà çàìêíóòîñòè

Â ñòàòüÿõ [8] è [5] äîêàçàíî, ÷òî êëàññ ÿçûêîâ, çàäàâàåìûõ îÊÃÇ, çàìêíóò
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ, êîíêàòåíàöèè, ïåðåñå÷åíèÿ ñ ðåãóëÿðíûìè
ÿçûêàìè, íåóêîðà÷èâàþùåãî ãîìîìîðôèçìà è îáðàùåíèÿ ãîìîìîðôèçìà. Ýòè äî-
êàçàòåëüñòâà íåïîñðåäñòâåííî ïåðåíîñÿòñÿ íà êëàññ ììÊÃÇ-ÿçûêîâ. Â ýòîì ðàç-
äåëå ìû óñòàíîâèì, ÷òî êëàññ ììÊÃÇ-ÿçûêîâ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî èòåðàöèè.
Îòìåòèì, ÷òî âîïðîñ î çàìêíóòîñòè êëàññà îÊÃÇ-ÿçûêîâ îòíîñèòåëüíî èòåðàöèè
îñòà¼òñÿ îòêðûòûì.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü L ÿâëÿåòñÿ ììÊÃÇ-ÿçûêîì. Òîãäà L∗ òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ììÊÃÇ-ÿçûêîì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ÿçûê L çàäà¼òñÿ ãðàììàòèêîé G =< W,C, S, δ, π >.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî G � ãðàììàòèêà â íîðìàëüíîé ôîðìå, íå ñîäåðæàùàÿ S â
ñïèñêàõ çàâèñèìîñòåé. Ïîñòðîèì èíäóêöèåé ïî i ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðàììàòèê
Gi =< W,Ci, S, δi, π >.
Áàçèñ èíäóêöèè. i = 1. Åñëè â G ó ñëîâà w åñòü êàòåãîðèÿ [S/A/α]θ, òî â G1

äîáàâèì ýòîìó ñëîâó êàòåãîðèþ [S/A′/α]θ.
Èíäóêöèîííûé øàã. Ïóñòü â ãðàììàòèêå Gi åñòü íîâûå êàòåãîðèè A′1, . . . , A

′
k.

Åñëè â Gi ó ñëîâà w áûëà êàòåãîðèÿ [Aj/α]θ, 1 6 j 6 k, òî â Gi+1 äîáàâèì
äëÿ w êàòåãîðèþ[A′j/α]θ. Ïîñëå ýòîãî äëÿ êàæäîé êàòåãîðèè [A′j/A/α]θ äîáàâèì
êàòåãîðèþ [A′j/A

′/α]θ.
Ýòîò ïðîöåññ îñòàíîâèòñÿ íå áîëåå ÷åì ÷åðåç |C| øàãîâ. Ïóñòü ïîñëåäíÿÿ ãðàììà-
òèêà �
Gm =< W,Cm, S, δm, π >. Ïóñòü b 6∈ Cm � íîâàÿ êàòåãîðèÿ. Ïîñòðîèì ãðàììàòèêó
G′m =< W,Cm ∪ { b }, S, δ′m, π′ > ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàòåãîðèè âèäà [A′]θ çàìå-
íèì íà [A′]θ↘b, êàòåãîðèè âèäà [S/A′/α]θ çàìåíèì íà [S/A′/α]↗bθ. Åñëè â Gm åñòü
êàòåãîðèè âèäà [S]θ, òî èõ çàìåíèì íà [S]↗bθ↘b. Íàêîíåö, π′(A) = π(A)∪ { b } äëÿ
âñåõ A ∈ Cm, π′(b) = Cm.
Òåïåðü ìîæíî ïîñòðîèòü ãðàììàòèêó, çàäàþùóþ èòåðàöèþ èñõîäíîãî ÿçûêà:
G′ =< W,Cm∪{ b }, S0, δ

′, π′ >. Åñëè â G′m åñòü êàòåãîðèÿ [S/α]θ, òî â G′ äîáàâèì
[S0/S∗/α]θ

Ëåììà 1. Ïóñòü γ1 . . . γn � ñòðîêà êàòåãîðèé èç G′m. Åñëè γ1 . . . γn `∗ [A]θ, òî
â γ1, . . . , γn íåò íîâûõ êàòåãîðèé âèäà X ′.

Äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî n.
Áàçèñ èíäóêöèè. n = 1. Òîãäà γ1 = [A]θ è êàòåãîðèé âèäà X ′ íåò.
Èíäóêöèîííûé øàã. Ïóñòü γ1 . . . γn+1 `∗ [A]θ.
1) γ1 = [A/B]θ1 . Òîãäà γ2 . . . γn+1 `∗ [B]θ2 . Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ êà-
òåãîðèé âèäà X ′ íåò.
2) γ1 = [A/B/C]θ1 . Òîãäà γ2 . . . γr `∗ [C]θ2 , γr+1 . . . γn+1 `∗G′m [B]θ3 . Ïî èíäóêöèîí-
íîìó ïðåäïîëîæåíèþ êàòåãîðèé âèäà X ′ íåò. 2

Ëåììà 2. Ïóñòü γ1 . . . γn � ñòðîêà êàòåãîðèé èç G′m. Ïóñòü γ1 . . . γn `∗ [A′]θ.
Òîãäà γn = [X ′]θ

′↘b, à ïîòåíöèàëû îñòàëüíûõ êàòåãîðèé íå ñîäåðæàò b.

Äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî n.
Áàçèñ èíäóêöèè. n = 1. Òîãäà γ1 = [X ′]θ è ïî ïîñòðîåíèþ θ = θ′ ↘b.
Èíäóêöèîííûé øàã. Ïóñòü γ1 . . . γn+1 `∗ [A′]θ.
1) γ1 = [A′/B′]θ1 . Òîãäà γ2 . . . γn `∗ [B′]θ2 . Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ
γn+1 = [X ′]θ

′↘b è ïîòåíöèàëû γ2, . . . , γn+1 íå ñîäåðæàò b. θ1 íå ñîäåðæèò b ïî ïî-
ñòðîåíèþ.
2) γ1 = [A′/B′/C]θ1 . Òîãäà γ2 . . . γr `∗ [C]θ2 , γr+1 . . . γn+1 `∗G′m [B′]θ3 . Ïî èíäóêöè-
îííîìó ïðåäïîëîæåíèþ γn+1 = [X ′]θ

′↘b è ïîòåíöèàëû γr+1, . . . , γn+1 íå ñîäåðæàò
b. Ïî ëåììå 1 γ2, . . . , γr íå ñîäåðæàò êàòåãîðèé âèäà Y ′, à çíà÷èò ïî ïîñòðîåíèþ
èõ ïîòåíöèàëû íå ñîäåðæàò b. θ1 íå ñîäåðæèò b òàêæå ïî ïîñòðîåíèþ. 2

Ëåììà 3. Ïóñòü Γ = γ1 . . . γn ∈ δ′m(w), Γ `∗ [A]θ èëè Γ `∗ [A′]θ↘b (A 6= S). Òîãäà
ñóùåñòâóåò ñòðîêà êàòåãîðèé Γ′ = γ′1 . . . γ′n ∈ δ(w) òàêàÿ, ÷òî Γ′ `∗ [A]θ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè γ1 . . . γn `∗ [A]θ, òî ïî ëåììå 1 γi íå ñîäåðæàò êàòåãî-
ðèé X ′. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âñå êàòåãîðèè γi áûëè â èñõîäíîé ãðàììàòèêå G. Ïîýòîìó
ìîæíî âçÿòü Γ′ = Γ. Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ âòîðîãî ñëó÷àÿ ïðîâåä¼ì èíäóêöèåé ïî
n.
Áàçèñ èíäóêöèè. n = 1.
γ1 = [A′]θ↘b. Ìîæíî âçÿòü γ′1 = [A]θ.
Èíäóêöèîííûé øàã. Ïóñòü γ1 . . . γn+1 `∗ [A′]θ↘b.
1) γ1 = [A′/B′]θ1 . Òîãäà γ2 . . . γn+1 `∗ [B′]θ2↘b. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæå-
íèþ ñóùåñòâóåò ñòðîêà êàòåãîðèé γ′2 . . . γ′n+1 òàêàÿ, ÷òî γ′2 . . . γ′n+1 `∗ [B]θ2 . Ïóñòü
γ′1 = [A/B]θ1 . Òîãäà γ′1 . . . γ′n+1 `∗ [A]θ1θ2 = [A]θ.
2) γ1 = [A′/B′/C]θ1 . Òîãäà γ2 . . . γr `∗ [C]θ2 , γr+1 . . . γn+1 `∗ [B′]θ3↘b. Ñóùå-
ñòâóþò ñòðîêè êàòåãîðèé γ′2 . . . γ′r è γ′r+1 . . . γ′n+1 òàêèå, ÷òî γ′2 . . . γ′r `∗ [C]θ2 ,
γ′r+1 . . . γ′n+1 `∗ [B]θ3 . Ïóñòü γ′1 = [A/B/C]θ1 . Òîãäà γ′1 . . . γ′n+1 `∗ [A]θ1θ2θ3 = [A]θ.
2

Ëåììà 4. Ïóñòü Γ = γ1 . . . γn ∈ δ(w), Γ `∗ [A]θ(A 6= S). Òîãäà åñëè A′ ∈ Cm, òî
ñóùåñòâóåò Γ′ = γ′1 . . . γ′n ∈ δ′m(w) òàêàÿ, ÷òî Γ′ `∗ [A′]θ↘b.

Äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî n.
Áàçèñ èíäóêöèè. n = 1. γ1 = [A]θ. Òîãäà γ′1 = [A′]θ↘b.
Èíäóêöèîííûé øàã. Ïóñòü Γ = γ1 . . . γn+1.
1) γ1 = [A/B]θ1 . Òîãäà γ2 . . . γn+1 `∗ [B]θ2 . Òàê êàê áûëà äîáàâëåíà êàòåãîðèÿ A′,
òî áûëà äîáàâëåíà è B′. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ñóùåñòâóåò ñòðîêà
êàòåãîðèé γ′2 . . . γ′n+1 òàêàÿ, ÷òî γ′2 . . . γ′n+1 `∗ [B′]θ2↘b. Ïóñòü γ′1 = [A′/B′]θ1 . Èìååì
γ′1 . . . γ′n+1 `∗ [A′/B′]θ1 [B′]θ2↘b ` [A′]θ1θ2↘b = [A′]θ↘b.
2) γ1 = [A/B/C]θ1 . Òîãäà γ2 . . . γr `∗ [C]θ2 , γr+1 . . . γn+1 `∗ [B]θ3 . Âñå êàòåãîðèè èç
G, íå ñîäåðæàùèå S, îñòàëèñü è â G′m. Òàêæå G′m ñîäåðæèò B′. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò
ñòðîêà êàòåãîðèé γ′2 . . . γ′r òàêàÿ, ÷òî γ′2 . . . γ′r `∗ [C]θ2 (äîñòàòî÷íî âçÿòü γ′i = γi)
è ñòðîêà êàòåãîðèé γ′r+1 . . . γ′n+1 òàêàÿ, ÷òî γ′r+1 . . . γ′n+1 `∗ [B′]θ3↘b. Âîçüì¼ì γ′1 =
[A′/B′/C]θ1 . Òîãäà γ1 . . . γn+1 `∗ [A′/B′/C]θ1 [C]θ2 [B′]θ3↘b `∗ [A′]θ1θ2θ3↘b = [A′]θ↘b.
2

Ëåììà 5. L(G) = L(G′m)

Äîêàçàòåëüñòâî.
[⇒] Ïóñòü w = w1 . . . wn ∈ L(G). Ïî îïðåäåëåíèþ ñóùåñòâóåò ñòðîêà êàòåãîðèé
γ1 . . . γn ∈ δ(w) òàêàÿ, ÷òî γ1 . . . γn `∗ [S]. Íóæíî ïîñòðîèòü ñòðîêó êàòåãîðèé Γ′ â
ãðàììàòèêå G′m òàêóþ, ÷òî Γ′ `∗ [S]. Äëÿ γ1 âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.
1) γ1 = [S]θ. Â ýòîì ñëó÷àå w = w1. Ïðèñâîèì w1 êàòåãîðèþ [S]↗bθ↘b. Òàê êàê θ
ñáàëàíñèðîâàí, òî [S]↗bθ↘b `∗ [S]↗b↘b ` [S].
2) γ1 = [S/A]θ1 . Òîãäà γ2 . . . γn `∗ [A]θ2 è ïîòåíöèàë θ1θ2

ñáàëàíñèðîâàí. Â ãðàììàòèêå G′m ó ñëîâà w1 åñòü êàòåãî-
ðèÿ γ′1 = [S/A′]↗bθ1 . Ïî ëåììå 4 ñóùåñòâóåò ñòðîêà êàòåãîðèé
γ′2 . . . γ′n ∈ δ′m(w2 . . . wn) òàêàÿ, ÷òî γ′2 . . . γ′n `∗ [A′]θ2↘b. Òîãäà γ′1 . . . γ′n `∗
[S/A′]↗bθ1 [A′]θ2↘b ` [S]↗bθ1θ2↘b `∗ [S]↗b↘b ` [S].
3) γ1 = [S/A/B]θ1 . Òîãäà γ2 . . . γr `∗ [B]θ2 , γr+1 . . . γn `∗ [A]θ3 è ïîòåíöèàë θ1θ2θ3

ñáàëàíñèðîâàí. Â ãðàììàòèêå G′m ó ñëîâà w1 åñòü êàòåãîðèÿ γ′1 = [S/A′/B]↗bθ1 . Òàê
êàê âñå êàòåãîðèè èç G, íå ñîäåðæàùèå S ñîõðàíèëèñü, òî γ2 . . . γr ∈ δ′m(w2 . . . wr).
Ïî ëåììå 4 ñóùåñòâóåò ñòðîêà êàòåãîðèé γ′r+1 . . . γ′n ∈ δ′m(wr+1 . . . wn) òà-
êàÿ, ÷òî γ′r+1 . . . γ′n `∗ [A′]θ3↘b. Òîãäà γ′1 . . . γ′n `∗ [S/A′/B]↗bθ1 [B]θ2 [A′]θ3↘b `∗
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[S]↗bθ1θ2θ3↘b `∗ [S]↗b↘b ` [S].
Âî âñåõ ñëó÷àÿõ w ∈ L(G′m).
[⇐] Ïóñòü w = w1 . . . wn ∈ L(G′m). Ïî îïðåäåëåíèþ ñóùåñòâóåò ñòðîêà êàòåãîðèé
γ1 . . . γn ∈ δ′m(w) òàêàÿ, ÷òî γ1 . . . γn `∗ [S]. Äëÿ γ1 âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.
1) γ1 = [S]↗bθ↘b. Â ýòîì ñëó÷àå w = w1. Ïðèñâîèì w1 êàòåãîðèþ [S]θ. Ïîòåíöèàë
θ ñáàëàíñèðîâàí, ïîýòîìó [S]θ `∗ [S].
2) γ1 = [S/A′]↗bθ1 . Òîãäà γ2 . . . γn `∗ [A′]θ2↘b, ïðè÷¼ì ïîòåíöèàë θ1θ2 ñáàëàíñè-
ðîâàí. Ïî ëåììå 3 ñóùåñòâóåò ñòðîêà êàòåãîðèé γ′2 . . . γ′n ∈ δ(w2 . . . wn) òàêàÿ,
÷òî γ′2 . . . γ′n `∗ [A]θ2 . Ñëîâó w1 ïðèïèøåì êàòåãîðèþ γ′1 = [S/A]θ1 . Èìååì
γ′1 . . . γ′n `∗ [S/A]θ1 [A]θ2 ` [S]θ1θ2 `∗ [S].
3) γ1 = [S/A′/B]↗bθ1 . Òîãäà γ2 . . . γr `∗ [B]θ2 , γr+1 . . . γn `∗ [A′]θ3↘b, ïðè÷¼ì ïîòåí-
öèàë θ1θ2θ3 ñáàëàíñèðîâàí. Âîçüì¼ì γ′2 . . . γ′r = γ2 . . . γr. Ïî ëåììå 3 ñóùåñòâóåò
ñòðîêà êàòåãîðèé γ′r+1 . . . γ′n ∈ δ(wr+1 . . . wn) òàêàÿ, ÷òî γ′r+1 . . . γ′n `∗ [A]θ3 . Ñëîâó
w1 ïðèïèøåì êàòåãîðèþ γ′1 = [S/A/B]θ1 . Èìååì γ′1 . . . γ′n `∗ [S/A/B]θ1 [B]θ2 [A]θ3 `∗
[S]θ1θ2θ3 `∗ [S].
Âî âñåõ ñëó÷àÿõ w ∈ L(G). 2

Ââèäó ýòîé ëåììû äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî
L(G′m)∗ = L(G′).
[⇒] L(G′m)∗ ⊆ L(G′)
Ïóñòü w ∈ L(G′m)∗, ò. å. w = w1 . . . wn, wi ∈ L(G′m). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ
êàæäîãî i ñóùåñòâóåò ñòðîêà êàòåãîðèé Γi ∈ δ′m(wi) òàêàÿ, ÷òî Γi `∗ [S]. Ïåðâàÿ
êàòåãîðèÿ â Γ1 èìååò âèä [S/α]↗bθ1 . Çàìåíèì å¼ íà êàòåãîðèþ [S0/S∗/α]↗bθ1 .
Ïîëó÷èòñÿ íîâàÿ ñòðîêà êàòåãîðèé Γ′1 ∈ δ′(w1), Γ′1 `∗ [S0/S∗]. Ïðèïèøåì ñëîâó w
ñòðîêó êàòåãîðèé Γ′1Γ2 . . . Γn. Èìååì Γ′1Γ2 . . . Γn `∗ [S0/S∗][S] . . . [S] `∗ [S0], ò. å.
w ∈ L(G′).
[⇐] L(G′) ⊆ L(G′m)∗

Ïóñòü w ∈ L(G′). Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò ñòðîêà êàòåãîðèé Γ ∈ δ′(w) òàêàÿ, ÷òî
Γ `∗ [S0]. Ïîñëå íåñêîëüêèõ ñîêðàùåíèé ïîëó÷èòñÿ ñòðîêà [S0/S∗]θ1 [S]θ2 . . . [S]θn ,
ïðè÷¼ì ñîêðàùåíèé â ïîòåíöèàëàõ ïîêà íå áûëî è êàòåãîðèè S íå ñîêðàùàëèñü.
Ïóñòü Γ = Γ1 . . . Γn, òàê ÷òî Γ1 `∗ [S0/S∗]θ1 , Γi `∗ [S]θi ïðè i > 2, è ïóñòü
ñòðîêà Γi ïðèïèñàíà ïîäñëîâó wi. Äëÿ âñåõ i (âêëþ÷àÿ i = 1) â ãðàììàòèêå G′m
ìîæíî âûïîëíèòü ñîêðàùåíèÿ Γi `∗ [S]θi . Âñå ïîòåíöèàëû θi ñáàëàíñèðîâàíû.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè |wi| > 1, òî Γi = [S/α]↗bθ1

i [α2]θ
2
i . . . [αk−1]θ

k−1
i [A′]θ

k
i ↘b (òî, ÷òî

ïîñëåäíÿÿ êàòåãîðèÿ èìååò âèä [A′]θ
k
i ↘b, ñëåäóåò èç ëåììû 2 è èç ïîñòðîåíèÿ

G′m). Èç ëåìì 1 è 2 ñëåäóåò, ÷òî ïîòåíöèàë θ1
i . . . θk

i íå ñîäåðæèò ñòðåëîê b.
Ïîýòîìó îí ñáàëàíñèðîâàí, èíà÷å êðàéíèå ñòðåëêè ↗ b è ↘ b íå ïóñòèëè áû
îñòàâøèåñÿ âàëåíòíîñòè. À òîãäà ñáàëàíñèðîâàí è ïîòåíöèàë θi. Åñëè æå |wi| = 1,
òî θi =↗ bθ′i ↘ b è θi òàêæå ñáàëàíñèðîâàí. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî Γi `∗ [S], ò. å.
wi ∈ L(G′m). À ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî w ∈ L(G′m)∗. 2

Â ñòàòüå [11] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå àáñòðàêòíîãî ñåìåéñòâà ÿçûêîâ (ÀÑß).
Êëàññ ÿçûêîâ ÿâëÿåòñÿ ÀÑß, åñëè îí çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé îáúåäèíå-
íèÿ, êîíêàòåíàöèè, ïåðåñå÷åíèÿ ñ ðåãóëÿðíûìè ÿçûêàìè, íåóêîðà÷èâàþùåãî ãîìî-
ìîðôèçìà, îáðàùåíèÿ ãîìîìîðôèçìà è èòåðàöèè. Êëàññ ììÊÃÇ-ÿçûêîâ çàìêíóò
îòíîñèòåëüíî ýòèõ øåñòè îïåðàöèÿ, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 2. Êëàññ L(mmCDG) ÿâëÿåòñÿ àáñòðàêòíûì ñåìåéñòâîì ÿçûêîâ.

Èçâåñòíî, ÷òî êëàññ êñ-ÿçûêîâ ÿâëÿåòñÿ ÀÑß, íî îí íå çàìêíóò îòíîñèòåëüíî
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ïåðåñå÷åíèÿ. Äëÿ êëàññà æå ììÊÃÇ-ÿçûêîâ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 3. Êëàññ ììÊÃÇ-ÿçûêîâ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G1 =< W,C1, S1, δ1, π1 > è G2 =<
W,C2, S2, δ2, π2 > � äâå ììÊÃÇ. Ïóñòü Cloc

2 ⊆ C2 � ìíîæåñòâî ýëåìåíòàð-
íûõ êàòåãîðèé, èñïîëüçîâàííûõ â ëîêàëüíûõ ÷àñòÿõ, è ïóñòü Cval

2 ⊆ C2 �
ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ êàòåãîðèé, èñïîëüçîâàííûõ â âàëåíòíîñòÿõ. Ìû ìîæåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî C1 ∩C2 = ∅, Cloc

2 ∩Cval
2 = ∅, S1 è S2 íå âñòðå÷àþòñÿ â ñïèñêàõ

çàâèñèìîñòåé. Òåïåðü ìû ïîñòðîèì ãðàììàòèêó G =< W,C1 ∪ C2, S1, δ, π >
òàêóþ, ÷òî L(G) = L(G1)∩L(G2). Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî G2 íàõîäèòñÿ
íîðìàëüíîé ôîðìå. Ìû ïðåîáðàçóåì ëîêàëüíûå êàòåãîðèè G2 â ïîòåíöèàëû,
êîòîðûå ìîäåëèðóþò ëîêàëüíûå ñîêðàùåíèÿ. Ñíà÷àëà îïðåäåëèì ôóíêöèþ p,
êîòîðàÿ îïèñûâàåò ýòî ïðåîáðàçîâàíèå.
p([A]) =↘A, åñëè A 6= S2

p([A/B]) =↘A ↗B, åñëè A 6= S2

p([A/B/C]) =↘A ↗B ↗C, åñëè A 6= S2

p([S2]) = ε
p([S2/B]) =↗B
p([S2/B/C]) =↗B ↗C
Òåïåðü îïðåäåëèì ñëîâàðü δ.
1) Ïóñòü αθ ∈ δ1(w), βθ′ ∈ δ2(w) è α, β íå ñîäåðæàò S1, S2. Òîãäà αθθ′p(β) ∈ δ(w).
2) Ïóñòü αθ ∈ δ1(w), βθ′ ∈ δ2(w), ãäå α = [S1/α′], β = [S2/β′]. Òîãäà αθθ′p(β) ∈ δ(w).
Îãðàíè÷åíèÿ áóäóò ñëåäóþùèìè.
π(X) = π1(X) äëÿ X ∈ C1

π(X) = π2(X) äëÿ X ∈ Cval
2

π(X) = Cloc
2 äëÿ X ∈ Cloc

2

Ëåììà 6. Ïóñòü γ1, . . . , γn � ñòðîêà êàòåãîðèé, ñîäåðæàùèõ ýëåìåíòàðíûå êà-
òåãîðèè òîëüêî èç Cloc

2 , â êîòîðîé íå âñòðå÷àåòñÿ S2. Òîãäà γ1 . . . γn `∗ [A] òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà p(γ1) . . . p(γn) `∗↘A.

Äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî n.
[⇒] Ïóñòü γ1 . . . γn `∗ [A].
Áàçèñ èíäóêöèè. n = 1. Òîãäà γ1 = [A], è p(γ1) =↘A.
Èíäóêöèîííûé øàã. Ïóñòü γ1 . . . γn+1 `∗ [A].
1) Ñëó÷àé γ1 = [A] íåâîçìîæåí, ïîòîìó ÷òî ãðàììàòèêà íàõîäèòñÿ â íîðìàëüíîé
ôîðìå.
2) γ1 = [A/B], γ2 . . . γn+1 `∗ [B]. Òîãäà ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ
p(γ2) . . . p(γn+1) `∗ ↘ B, è ïî îïðåäåëåíèþ p p(γ1) =↘ A ↗ B. Òîãäà
p(γ1) . . . p(γn+1) `∗↘A ↗B ↘B `∗↘A.
3) γ1 = [A/B/C], γ2 . . . γk `∗ [C], γk+1 . . . γn+1 `∗ [B] äëÿ íåêîòîðîãî k. Ýòîò ñëó÷àé
àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó. γ1 . . . γn+1 `∗ ↘A ↗B ↗C ↘C ↘B `∗↘A.
[⇐] Ïóñòü p(γ1) . . . p(γn) `∗↘A.
Áàçèñ èíäóêöèè. n = 1. p(γ1) =↘A. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ γ1 = [A].
Èíäóêöèîííûé øàã. Ïóñòü p(γ1) . . . p(γn+1) `∗↘A. Òàê êàê γi íå ñîäåðæèò S2, òî
êàæäîå p(γi) íà÷èíàåòñÿ ñ íåêîòîðîé îòðèöàòåëüíîé âàëåíòíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, γ1

íà÷èíàåòñÿ ñ ↘A.
1) p(γ1) =↘A, p(γ2) . . . p(γn+1) `∗ ε. Ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí, òàê êàê p(γ2) íà÷è-
íàåòñÿ ñ îòðèöàòåëüíîé âàëåíòíîñòè.
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2) p(γ1) =↘A ↗B, p(γ2) . . . p(γn+1) `∗↘B. Òîãäà ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæå-
íèþ γ2 . . . γn+1 `∗ [B], è ïî îïðåäåëåíèþ γ1 = [A/B]. Òîãäà γ1 . . . γn+1 `∗ [A].
3) p(γ1) =↘A ↗B ↗C, p(γ2) . . . p(γn+1) `∗↘C ↘B. Âàëåíòíîñòè ðàñïîëîæåíû
â ïîðÿäêå C,B èç-çà îãðàíè÷åíèé π. Òàê êàê êàæäîå γi íà÷èíàåòñÿ ñ îòðèöàòåëü-
íîé âàëåíòíîñòè, òî íèêàêóþ ïîäñòðîêó p(γ2) . . . p(γn+1) íåëüçÿ ñîêðàòèòü äî ε.
Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå k, ÷òî p(γ2) . . . p(γk) `∗ ↘C, p(γk+1) . . . p(γn+1) `∗ ↘B.
Ïîýòîìó γ1 . . . γn+1 `∗ [A/B/C][C][B] `∗ [A]. 2

Ëåììà 7. Ïóñòü γ1, . . . , γn � ëîêàëüíûå êàòåãîðèè, ñîäåðæàùèå ýëåìåíòàðíûå
êàòåãîðèè òîëüêî èç Cloc

2 , òàêèå ÷òî γ2, . . . , γn íå ñîäåðæàò S2, è γ1 ñîäåðæèò
S2. Òîãäà γ1 . . . γn `∗ [S2] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p(γ1) . . . p(γn) `∗ ε.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1) γ1 = [S2] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p(γ1) = ε.
2) γ1 = [S2/A]. Òîãäà γ1 . . . γn `∗ [S2] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà γ2 . . . γn `∗ [A].
Íî ïî ëåììå 6 ýòî âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p(γ2) . . . p(γn) `∗↘A.
Ýòî â ñâîþ î÷åðåäü âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p(γ1) . . . p(γn) `∗ ε.
3) γ1 = [S2/A/B]. Òîãäà γ1 . . . γn `∗ [S2] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî
k γ2 . . . γk `∗ [B], γk+1 . . . γn `∗ [A]. Ïî ëåììå 6 ýòî âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà p(γ2) . . . p(γk) `∗ ↘B, p(γk+1) . . . p(γn) `∗↘A. Ýòî âûïîëíÿåòñÿ òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà p(γ1) . . . p(γn) `∗ ε (êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 6 ìû
èñïîëüçóåì îãðàíè÷åíèÿ π è òîò ôàêò, ÷òî íèêàêóþ ïîäñòðîêó íåëüçÿ ñîêðàòèòü
äî ε). 2

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü, ÷òî L(G) = L(G1) ∩ L(G2).
[⇒] Ïóñòü w ∈ L(G). Òîãäà ñóùåñòâóåò ñòðîêà êàòåãîðèé αθ1

1 . . . αθn
n ∈ δ(w) òàêàÿ,

÷òî α1 . . . αn `∗ [S1] è θ1 . . . θn ñáàëàíñèðîâàí. Êàæäîå θi ñîñòîèò èç òð¼õ ÷àñòåé:
θi = θ′iθ

′′
i θ′′′i . Çäåñü θ′i � ïîòåíöèàë êàòåãîðèè αi â G1, θ′′i � ïîòåíöèàë íåêîòîðîé

êàòåãîðèè èç G2, à θ′′′i ïðåäñòàâëÿåò ëîêàëüíóþ ÷àñòü ýòîé êàòåãîðèè. θ′1 . . . θ′n
ñáàëàíñèðîâàí, òàê êàê C1∩C2 = ∅ è π(X) äëÿ X ∈ C1 íå ñîäåðæàò êàòåãîðèé èç
C2. Ýòî çíà÷èò, ÷òî w ∈ L(G1). θ′′1 . . . θ′′n è θ′′′1 . . . θ′′′n òàêæå ñáàëàíñèðîâàíû. Ïóñòü
βi � ëîêàëüíûå êàòåãîðèè, òàêèå ÷òî p(βi) = θ′′′i . G1 íàõîäèòñÿ â íîðìàëüíîé
ôîðìå, ïîýòîìó òîëüêî ó α1 åñòü S1. Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî òîëüêî θ′′′1 íå ñîäåðæèò
îòðèöàòåëüíûõ âàëåíòíîñòåé. Òîãäà ïî ëåììå 7 β1 . . . βn `∗ [S2], ò.å. w ∈ L(G2).
[⇐] Ïóñòü w ∈ L(G1), w ∈ L(G2). Òîãäà ñóùåñòâóþò ñòðîêè êàòåãîðèé αθ1

1 . . . αθn
n ∈

δ1(w) è βη1
1 . . . βηn

n ∈ δ2(w) òàêèå, ÷òî α1 . . . αn `∗ [S1], β1 . . . βn `∗ [S2], θ1 . . . θn

è η1 . . . ηn ñáàëàíñèðîâàíû. Ïðèñâîèì ñëåäóþùóþ ñòðîêó êàòåãîðèé ñëîâó w â
ãðàììàòèêå G: αθ1η1p(β1)

1 . . . α
θnηnp(βn)
n . Íóæíî òîëüêî äîêàçàòü, ÷òî ïîòåíöèàë ýòîé

ñòðîêè ñáàëàíñèðîâàí. Ñíà÷àëà ìû ìîæåì ñîêðàòèòü θ1 . . . θn, òàê êàê âàëåíòíîñòè
â îñòàëüíîé ÷àñòè ïîòåíöèàëà íå âñòðå÷àþòñÿ â îãðàíè÷åíèÿõ äëÿ C1. Ïîòîì ìû
ìîæåì ñîêðàòèòü η1 . . . ηn. G2 íàõîäèòñÿ â íîðìàëüíîé ôîðìå, ïîýòîìó òîëüêî â
β1 åñòü S2. Òîãäà ïî ëåììå 7 p(β1) . . . p(βn) ñáàëàíñèðîâàí. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âåñü
ïîòåíöèàë ñáàëàíñèðîâàí è w ∈ L(G). 2

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì âîïðîñ î çàìêíóòîñòè êëàññà ììÊÃÇ-ÿçûêîâ îòíî-
ñèòåëüíî ïðîåêöèè.

Òåîðåìà 4. Êëàññ ììÊÃÇ-ÿçûêîâ íå çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L � ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûé, íî íåðåêóðñèâíûé
ÿçûê. Ñóùåñòâóþò äâà êñ-ÿçûêà L1, L2 è ãîìîìîðôèçì ϕ òàêèå, ÷òî L = ϕ(L1∩L2)
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([10]). Íî è L1, è L2 � ììÊÃÇ-ÿçûêè, ïîýòîìó L1 ∩ L2 � òîæå ììÊÃÇ-ÿçûê.
Òàê êàê ëþáîé ãîìîìîðôèçì ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïðîèçâåäåíèå ïðîåêöèè è
íåóêîðà÷èâàþùåãî ãîìîìîðôèçìà è êëàññ ììÊÃÇ-ÿçûêîâ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî
íåóêîðà÷èâàþùåãî ãîìîìîðôèçìà, òî èç çàìêíóòîñòè êëàññà ììÊÃÇ-ÿçûêîâ îò-
íîñèòåëüíî ïðîåêöèè ñëåäîâàëà áû åãî çàìêíóòîñòü è îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõ
ãîìîìîðôèçìîâ. Íî òîãäà L áûë áû ììÊÃÇ-ÿçûêîì. À ýòî íåâîçìîæíî, ïîòîìó
÷òî âñå ììÊÃÇ-ÿçûêè ðåêóðñèâíû (ïðîáëåìà ïðèíàäëåæíîñòè äëÿ ììÊÃÇ ëåæèò
â êëàññå NP, ñì. ðàçäåë 5). 2

4. Íåïîëóëèíåéíîñòü

Ïóñòü L ⊆ Nn � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ. Ìíîæåñòâî L íàçûâàåò-
ñÿ ëèíåéíûì, åñëè ñóùåñòâóþò âåêòîðû c, x1, . . . , xm òàêèå, ÷òî L = {c + k1x1 +
· · · + kmxm | ki ∈ N}. Ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Nn íàçûâàåòñÿ ïîëóëèíåéíûì,
åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ëèíåéíûõ ìíîæåñòâ. Ïóñòü
W = {w1, . . . , wn} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ îòîá-
ðàæåíèå ìíîæåñòâà W ∗ âî ìíîæåñòâî Nn, îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ψ(s) = (|s|w1 , . . . , |s|wn), ãäå |s|wi � ÷èñëî âõîæäåíèé ñèìâîëà wi â ñëîâî s. Åñ-
ëè L ⊆ W ∗, òî ψ(L) = {ψ(s) | s ∈ L}. ßçûê L íàçûâàåòñÿ ïîëóëèíåéíûì, åñëè
ìíîæåñòâî ψ(L) ïîëóëèíåéíî. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñì. [2]).
Òåîðåìà Ïàðèêà Äëÿ êàæäîãî êñ-ÿçûêà L ìíîæåñòâî ψ(L) ÿâëÿåòñÿ ïîëóëè-
íåéíûì.

Îäíèì èç èçâåñòíûõ ñâîéñòâ ïîëóëèíåéíûõ ÿçûêîâ, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëèíû
âõîäÿùèõ â íèõ ñëîâ ñîäåðæàò áåñêîíå÷íûå àðèôìåòè÷åñêèå ïðîãðåññèè.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàçûâàåì, ÷òî êëàññ ììÊÃÇ-ÿçûêîâ ñîäåðæèò íåïîëó-
ëèíåéíûå ÿçûêè. Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ÿçûê L = { 101001 . . . 102n | n = 3, 5, 7, . . . }.
Ìíîæåñòâî äëèí ñëîâ ýòîãî ÿçûêà íå ñîäåðæèò áåñêîíå÷íûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ïðî-
ãðåññèé, ïîýòîìó L � íåïîëóëèíåéíûé ÿçûê.

Òåîðåìà 5. L = { 101001 . . . 102n | n = 3, 5, 7, . . . } ÿâëÿåòñÿ ììÊÃÇ-ÿçûêîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. L ïîðîæäàåòñÿ ñëåäóþùåé ììÊÃÇ G.
0 7→ [X1/X2], [X3/X4]↗A↗A, [X4/A]↗A↗A, [B/D/D/B]↘A,
[D]↗A↗A, [C/E/E/C]↘A, [E]
1 7→ [S/X1], [X2/X3]↗B , [A/A/B], [A/C], [B]↘B↗B , [C]↘B

π(A) = {B }, π(B) = {A }
Ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíûõ êàòåãîðèé G ïðîâåðÿåò, ÷òî êàæäûé ÷¼òíûé áëîê íóëåé

â äâà ðàçà äëèííåå ïðåäûäóùåãî íå÷¼òíîãî áëîêà. Äàëüíèå ñâÿçè òèïà A èñïîëü-
çóþòñÿ, ÷òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî êàæäûé íå÷¼òíûé áëîê íóëåé â äâà ðàçà äëèííåå
ïðåäûäóùåãî ÷¼òíîãî áëîêà. ×òîáû ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî âñå ñòðåëêè òèïà A áóäóò
ïîéìàíû áëèæàéøèì áëîêîì íóëåé, ìû èñïîëüçóåì ñòðåëêè òèïà B. Îíè ñîåäèíÿ-
þò åäèíèöû, íå ïîçâîëÿÿ ñòðåëêàì òèïà A ïîïàñòü íå â òîò áëîê. Â íà÷àëå ñëîâà
åù¼ íåò âûïóùåííûõ ñòðåëîê, êîòîðûå ìîæíî áûëî áû ïîéìàòü, ïîýòîìó ìû èñ-
ïîëüçóåì ñïåöèàëüíûå êàòåãîðèè (îíè ñîäåðæàò X). Â êîíöå ñëîâà íå íóæíî âû-
ïóñêàòü íîâûå ñòðåëêè íàïðàâî, ïîýòîìó ìû èñïîëüçóåì êàòåãîðèè, ñîäåðæàùèå
C è E. Èõ åäèíñòâåííîå îòëè÷èå îò êàòåãîðèé ñ B è D ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè
òîëüêî ëîâÿò ñòðåëêè.
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Ëåììà 8. Ïóñòü w = 10i110i2 . . . 10i2kw′′ ∈ L(G), w′ = 10i110i2 . . . 10i2k . Òîãäà:
1) ij = 2j−1 äëÿ 1 6 j 6 2k.
2) Åñëè w′′ 6= ε, òî θ(w′) `∗↗B(↗A)2

2k .
3) Ëîêàëüíûå êàòåãîðèè ñòðîêè 10i2j−110i2j ìîæíî ñîêðàòèòü äî [A/A] äëÿ j > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî k.
Áàçèñ èíäóêöèè. k = 1. Åäèíñòâåííîå âîçìîæíîå íà÷àëî èìååò âèä
[S/X1][X1/X2][X2/X3]↗B [X3/X4]↗A↗A [X4/A]↗A↗A.
Èíäóêöèîííûé øàã. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ w = 10100 . . . 1022k−1

w′′,
θ(w′) `∗ ↗B(↗A)2

2k . Ïåðâîé åäèíèöå ïðèïèñàíà ëèáî êàòåãîðèÿ [A/A/B], ëèáî
[A/C], òàê êàê êàòåãîðèè ïðåäûäóùåãî áëîêà ìîæíî ñîêðàòèòü äî [A/A].
1) Ïåðâîé åäèíèöå ïðèïèñàíà êàòåãîðèÿ [A/A/B]. Òîãäà ñëåäóþùèå íóëè èìå-
þò êàòåãîðèè [B/D/D/B]↘A. Ïóñòü äëèíà ýòîãî áëîêà íóëåé ðàâíà l. Òîãäà
ýòîìó áëîêó ñîîòâåòñòâóåò ñòðîêà êàòåãîðèé ([B/D/D/B]↘A)l. Ìû äîêàæåì,
÷òî l = 22k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî l < 22k. Òîãäà ýòà ñòðîêà ïîéìàåò l ñòðå-
ëîê A. Íî ñëåäóþùåé êàòåãîðèåé áóäåò [B]↘B↗B . Òîãäà ïîòåíöèàë ðàâåí ↗
B(↗ A)t ↘ B ↗ B, t > 0. Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî îãðàíè÷èâàþùàÿ çàâèñèìîñòü
B íå ïîçâîëèò ñòðåëêàì A ïðîéòè äàëüøå, ò.å. w 6∈ L(G). Òåïåðü ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî l > 22k. Òîãäà êîëè÷åñòâî ñòðåëîê ↗ A ìåíüøå êîëè÷åñòâà ñòðå-
ëîê ↘ A, ò.å. ñíîâà w 6∈ L(G). Èòàê, l = 22k. Ó êàòåãîðèè êàæäîãî íóëÿ â
ýòîì áëîêå åñòü äâå êàòåãîðèè D, è ñòðîêà êàòåãîðèé âñåãî áëîêà ñîäåðæèò
22k+1 êàòåãîðèé D. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñëåäóþùèé áëîê äîëæäåí ñîäåðæàòü ðîâ-
íî 22k+1 íóëåé. Êàæäûé èç íèõ äîáàâëÿåò äâå ñòðåëêè ↗ A, òàê ÷òî θ(w′) `∗
↗ B(↗ A)2

2k

(↘ A)2
2k ↘ B ↗ B(↗ A ↗ A)2·2

2k `∗ ↗ B(↗ A)2
2(k+1) . Èç ïðèñâàè-

âàíèÿ êàòåãîðèé íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ñòðîêó êàòåãîðèé ïîñëåäíèõ äâóõ
áëîêîâ ìîæíî ñîêðàòèòü äî [A/A].
2) Ïåðâîé åäèíèöå ïðèïèñàíà êàòåãîðèÿ [A/C]. Äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò ïðåäû-
äóùèé ñëó÷àé. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîñëåäíèé áëîê íå ñîçäàñò
äîïîëíèòåëüíûõ ñòðåëîê, òàê ÷òî ïîòåíöèàë áóäåò ñáàëàíñèðîâàííûì. 2

Èç ïóíêòà 2 äîêàçàòåëüñòâà ýòîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî L(G) ⊆ L. Íàîáîðîò,
ïóñòü ñëîâî w = 10100 . . . 102n ∈ L. Ïðèïèøåì ñëîâó ñëåäóþùóþ ñòðîêó êàòåãîðèé
Γ:

. . . [S/X1][X1/X2][X2/X3]↗B [X3/X4]↗A↗A[X4/A]↗A↗A . . .

. . . [A/A/B]([B/D/D/B]↘A)4[B]↘B↗B([D]↗A↗A)8 . . .

. . . [A/A/B]([B/D/D/B]↘A)2
2i

[B]↘B↗B([D]↗A↗A)2
2i+1

. . .

[A/C]([C/E/E/C]↘A)2
n−1

[C]↘B([E])2
n

.
Ðàññìîòðèì ïîäñòðîêó Γi = [A/A/B]([B/D/D/B]↘A)2

2i

[B]↘B↗B([D]↗A↗A)2
2i+1 .

Ëîêàëüíàÿ êàòåãîðèÿ B â ýòîé ïîäñòðîêå ìîæåò áûòü ñîêðàùåíà. Ïîñëå ýòîãî
ìîæíî áóäåò ñîêðàòèòü äâå ëîêàëüíûå êàòåãîðèè D. Òîãäà îò ïîñëåäíåé êàòå-
ãîðèè [B/D/D/B] îñòàíåòñÿ òîëüêî [B]. Ýòîò ïðîöåññ áóäåò ïðîäîëæàòüñÿ äî
òåõ ïîð, ïîêà âñå ëîêàëüíûå êàòåãîðèè D íå ñîêðàòÿòñÿ. Çàòåì áóäåò âûïîë-
íåíî ïîñëåäíåå ñîêðàùåíèå [A/A/B][B] ` [A/A]. Íè îäíà âàëåíòíîñòü â Γi íå
ìîæåò ñîêðàòèòüñÿ, ïîýòîìó θ(Γi) = (↘ A)2

2i ↘ B ↗ B(↗ A)2
2(i+1) . Ðàññóæäàÿ
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òàêèì æå îáðàçîì, ïîëó÷èì, ÷òî ëîêàëüíûå êàòåãîðèè ïîñëåäíèõ äâóõ áëîêîâ
ñîêðàòÿòñÿ äî [A], à ïîòåíöèàë áóäåò ðàâåí (↘ A)2

n−1 ↘ B. Èñõîäÿùèå ñòðåëêè
↗ A ïîäñòðîêè Γi ñîêðàòÿòñÿ ñ âõîäÿùèìè ñòðåëêàìè ↘ A ïîäñòðîêè Γi+1.
Ïîñëå ýòîãî ñîêðàùåíèÿ ñòðåëêè ↗B è ↘B îêàæóòñÿ ðÿäîì è èõ ìîæíî áóäåò
ñîêðàòèòü. Ëîêàëüíûå æå êàòåãîðèè ñîêðàòÿòñÿ äî [A]. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì
Γ `∗ [S/X1][X1/X2][X2/X3]↗B [X3/X4]↗A↗A[X4/A]↗A↗A [A]↘A↘A↘A↘A↘B `∗ [S].
Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî w ∈ L(G), ò.å. L ⊆ L(G). 2

Ñëåäñòâèå 1. Êëàññ ììÊÃÇ-ÿçûêîâ ñîäåðæèò íåïîëóëèíåéíûå ÿçûêè.

Çàìåòèì, ÷òî âîïðîñ î ïîëóëèíåéíîñòè ÊÃÇ-ÿçûêîâ. îñòà¼òñÿ îòêðûòûì.

5. Ñëîæíîñòü ïðîáëåìû ïðèíàäëåæíîñòè

Â ðàáîòå [7] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ ïî ÊÃÇ G è ñëîâó w,
ïðèíàäëåæèò ëè w ÿçûêó L(G), ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé. Äëÿ êëàññà ììÊÃÇ-ÿçûêîâ
ýòîò ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü óñèëåí. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ïðîáëåìà ïðèíàä-
ëåæíîñòè äëÿ ììÊÃÇ ëåæèò â êëàññå NP. Îïðåäåëèì ñëåäóþùåå îòíîøåíèå ≺ íà
ìíîæåñòâå äàëüíèõ çàâèñèìîñòåé (ò.å. ïàð âèäà a(d) =↗d ↘d èëè a(d) =↙d ↖d):
a(d1) ≺π a(d2), åñëè äâå çàâèñèìîñòè ïåðåñåêàþòñÿ è d1 ∈ π(d2). Ýòî îòíîøåíèå
îçíà÷àåò, ÷òî çàâèñèìîñòü a(d1) äîëæíà áûòü ñîçäàíà ñîêðàùåíèåì ðàíüøå, ÷åì
a(d2). Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî.

Ëåììà 9. Ïîòåíöèàë θ ñáàëàíñèðîâàí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âàëåíòíîñòè
èç θ ìîæíî îáúåäèíèòü â ïàðû òàêèì îáðàçîì, ÷òî îòíîøåíèå ≺π íå èìååò
öèêëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
[⇒] Äîïóñòèì, ÷òî îòíîøåíèå≺π ñîäåðæèò öèêë a(d1) ≺π a(d2) ≺π · · · ≺π a(dn) ≺π

a(d1). Òîãäà ïàðû, âõîäÿùèå â ýòîò öèêë, íå ñîêðàòÿòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïàðà a(di)
íå ìîæåò ñîêðàòèòüñÿ, òàê êàê åé ìåøàåò ïàðà a(di−1) (ïàðà a(dn) ïðè i = 1). Ïî-
ýòîìó ïîòåíöèàë θ íå ñáàëàíñèðîâàí.
[⇐] Ïóñòü îòíîøåíèå ≺π íå ñîäåðæèò öèêëîâ. Ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöè-
åé ïî äëèíå ïîòåíöèàëà.
Áàçèñ èíäóêöèè. |θ| = 0, ò.å. θ = ε. Ýòîò ïîòåíöèàë ñáàëàíñèðîâàí.
Èíäóêöèîííûé øàã. Òàê êàê ìíîæåñòâî ïàð âàëåíòíîñòåé êîíå÷íî, òî â í¼ì åñòü
ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò a(d). Ýòó ïàðó ìîæíî ñîêðàòèòü, ïîòîìó ÷òî íè îäíà âà-
ëåíòíîñòü ýòîìó íå ïðåïÿòñòâóåò. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ïîòåíöèàë θ′, äëèíà
êîòîðîãî ìåíüøå äëèíû θ. θ′ íå ñîäåðæèò öèêëîâ. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëî-
æåíèþ îí ñáàëàíñèðîâàí. Ñëåäîâàòåëüíî, ñáàëàíñèðîâàí è ïîòåíöèàë θ. 2

Ëåììà 10. Ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ ïðîâåðêè ñáàëàíñèðî-
âàííîñòè ïîòåíöèàëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü èìååòñÿ ïîòåíöèàë θ = v1 . . . vk, â êîòîðîì èñïîëüçó-
þòñÿ n òèïîâ âàëåíòíîñòåé. Àëãîðèòì èñïîëüçóåò n ñòåêîâ S1 . . . Sn.
1. V := ∅; E := ∅
2. ÄËß i = 1 ÄÎ n ÂÛÏÎËÍßÒÜ Si := ∅ ÂÑ�_ÄËß
3. ÄËß i = 1 ÄÎ |θ| ÂÛÏÎËÍßÒÜ
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4. ÅÑËÈ vi � ëåâàÿ âàëåíòíîñòü òèïà j ÒÎ
5. ïîìåñòèòü i íà âåðøèíó Sj

6. ÈÍÀ×Å ÅÑËÈ vi � ïðàâàÿ âàëåíòíîñòü òèïà j È Sj 6= ∅ ÒÎ
7. ïóñòü l � ýëåìåíò íà âåðøèíå Sj

8. óäàëèòü âåðøèíó Sj

9. V := V ∪ { (i, l) }
10. ÄËß ÂÑÅÕ (p, q) ∈ V ÂÛÏÎËÍßÒÜ
11. ÅÑËÈ p < i < l < q ÒÎ E := E ∪ { ((i, l), (p, q)) }
12. ÅÑËÈ i < p < q < l ÒÎ E := E ∪ { ((p, q), (i, l)) }
13. ÅÑËÈ p < i < q < l ÈËÈ i < p < l < q ÒÎ E := E ∪
{ ((i, l), (p, q)), ((p, q), (i, l)) }
14. ÂÑ�_ÄËß
15. ÈÍÀ×Å
16. âûäàòü �ÍÅÒ�
17. ÂÑ�_ÅÑËÈ
18. ÂÑ�_ÄËß
19. ÅÑËÈ â ãðàôå G = (V,E) åñòü öèêëû ÒÎ
20. âûäàòü �ÍÅÒ�
21. ÈÍÀ×Å
22. âûäàòü �ÄÀ�
23. ÂÑ�_ÄËß

Àëãîðèòì ÷èòàåò ïîòåíöèàë ñëåâà íàïðàâî ïî îäíîé âàëåíòíîñòè. Åñëè îí íà-
õîäèò ëåâóþ âàëåíòíîñòü òèïà j, òî îí çàïîìèíàåò å¼ ïîçèöèþ â j-ì ñòåêå (ñòðîêà
5). Åñëè àëãîðèòì íàõîäèò ïðàâóþ âàëåíòíîñòü, òî îí ïðîâåðÿåò åñòü ëè ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ åé ëåâàÿ âàëåíòíîñòü. Åñëè îíà åñòü â ïîçèöèè l, òî àëãîðèòì äîáàâëÿåò
ïàðó (i, l) â ìíîæåñòâî çàâèñèìîñòåé V (ñòðîêà 9). Ïîñëå ýòîãî îí ïðîâåðÿåò, êàêèå
èç óæå íàéäåííûõ çàâèñèìîñòåé ìîãóò âçàèìîäåéñòâîâàòü ñ íîâîé ÷åðåç ôóíêöèþ
çàïðåòîâ (ñòðîêè 10-14). Êîãäà âñå çàâèñèìîñòè íàéäåíû, àëãîðèòì ïðîâåðÿåò, åñòü
ëè â ãðàôå (V, E) öèêëû.

Òàê êàê äëèíà ïîòåíöèàëà ðàâíà n, òî ÷èñëî çàâèñèìîñòåé ðàâíî n/2. Ïîýòîìó
|V | 6 n/2, |E| 6 N2/4 è öèêë â ñòðîêàõ 10-14 ðàáîòàåò O(n). Ñëåäîâàòåëüíî,
öèêë â ñòðîêàõ 3-18 èìååò ñëîæíîñòü O(n2). Íàëè÷èå öèêëîâ â ãðàôå ïðîâåðÿåòñÿ
çà âðåìÿ O(max(|V |, |E|)). Ïîýòîìó âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ñîñòàâëÿåò
O(n2). 2

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 6. Ïðîáëåìà ïðèíàäëåæíîñòè äëÿ ììÊÃÇ ëåæèò â êëàññå NP.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåäåòåðìèíèðîâàííûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ ïðî-
âåðêè ïðèíàäëåæíîñòè w ∈ L(G) áóäåò ñëåäóþùèì.
1) Óãàäàòü ñòðîêó êàòåãîðèé αθ1

1 . . . αθn

n ∈ δ(w).
2) Ïðîâåðèòü, ÷òî α1 . . . αn `∗ [S].
3) Ïðîâåðèòü, ÷òî ïîòåíöèàë ñáàëàíñèðîâàí.2

Òåîðåìà 7. Ñóùåñòâóåò ììÊÃÇ G òàêàÿ, ÷òî ïðîáëåìà ïðèíàäëåæíîñòè w ∈
L(G) ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì NP-òðóäíîñòü ïóò¼ì ñâåäåíèÿ ïðîáëåìû âû-
ïîëíèìîñòè ÊÍÔ ê ïðîáëåìå ïðèíàäëåæíîñòè. Ïóñòü Φ = C1 ∧ . . . ∧ Cm � ÊÍÔ,
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ñîäåðæàùàÿ ïåðåìåííûå x1, . . . , xn. Ïîñòðîèì ììÊÃÇ G =< W,C, S, δ, π > ñëåäó-
þùèì îáðàçîì.
W = {x, x̄, y, b, f, φ}
Áóêâà x ñîîòâåòñòâóåò âõîæäåíèþ â äèçúþíêò íåêîòîðîé ïåðåìåííîé xi, áóêâà
x̄ � âõîæäåíèþ ¬xi, à y îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåìåííàÿ xi íå âõîäèò â äèçúþíêò. Íî-
ìåðà i ýòèõ ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿþòñÿ ïîëîæåíèåì áóêâ x, x̄, y â ïðåäñòàâëåíèè
äèçúþíêòà, ïîýòîìó èíäåêñû íå íóæíû. Êàæäîìó äèçúþíêòó Ci ïîñòàâèì â ñî-
îòâåòñòâèå ñëîâî g(Ci) = z1 . . . zn, ãäå zj = x, åñëè xj âõîäèò â Ci, zj = x̄, åñëè ¬xj

âõîäèò â Ci, è zj = y, åñëè xj íå âõîäèò â Ci. Íàïðèìåð, äèçúþíêòó x2 ∨ ¬x4 ∨ x7

ñîîòâåòñòâóåò ñëîâî yxyx̄yyx (åñëè ÊÍÔ ñîäåðæèò ïåðåìåííûå îò x1 äî x7). Â ñëî-
âå, êîòîðîå ìû ïîñòðîèì ïî Φ, ïåðâûé äèçúþíêò áóäåò ïåðåâ¼ðíóò. Ñëåäóþùèé
áóäåò ïåðåâ¼ðíóò åù¼ ðàç, ò. å. áóäåò íàïèñàí áåç èçìåíåíèé, òðåòèé ñíîâà áóäåò
ïåðåâ¼ðíóò è ò. ä. Ñëîâî áóäåò òàêèì: wΦ = φbng(C1)−1 ∗g(C2)∗ . . .∗g(Cm)(−1) ∗fn.
Çäåñü v−1 � ïåðåâ¼ðíóòîå v (ïîñëåäíèé äèçúþíêò áóäåò ïåðåâ¼ðíóò, åñëè åãî íî-
ìåð íå÷¼òíûé).
C = {S, 0, 1, 0′, 1′, A,B, T}
Äàëåå îïðåäåëèì îãðàíè÷åíèÿ íà ñòðåëêè: π(0) = { 1 }, π(1) = { 0 }, π(0′) =
{ 1′ }, π(1′) = { 0′ }.
Òåïåðü îïèøåì ñëîâàðü.
φ 7→ [S]
b 7→ [ε]↗0, [ε]↗1

x 7→ [A\T/A]↘1↗1′ , [A\A]↘1↗1′ , [A\A]↘0↗0′ , [A/A]↘1↗1′ , [A/A]↘0↗0′ ,
[A\T ]↘1↗1′ , [A]↘1↗1′ , [A]↘0↗0′ , [T/A]↘1↗1′ ,
[B\T/B]↘1′↗1, [B\B]↘1′↗1, [B\B]↘0′↗0, [B/B]↘1′↗1, [B/B]↘0′↗0,
[B\T ]↘1′↗1, [B]↘1′↗1, [B]↘0′↗0, [T/B]↘1′↗1

x̄ 7→ [A\T/A]↘0↗0′ , [A\A]↘1↗1′ , [A\A]↘0↗0′ , [A/A]↘1↗1′ , [A/A]↘0↗0′ ,
[A\T ]↘0↗0′ , [A]↘1↗1′ , [A]↘0↗0′ , [T/A]↘0↗0′ ,
[B\T/B]↘0′↗0, [B\B]↘1′↗1, [B\B]↘0′↗0, [B/B]↘1′↗1, [B/B]↘0′↗0,
[B\T ]↘0′↗0, [B]↘1′↗1, [B]↘0′↗0, [T/B]↘0′↗0

y 7→ [A\A]↘1↗1′ , [A\A]↘0↗0′ , [A/A]↘1↗1′ , [A/A]↘0↗0′ , [A]↘1↗1′ , [A]↘0↗0′ ,
[B\B]↘1′↗1, [B\B]↘0′↗0, [B/B]↘1′↗1, [B/B]↘0′↗0, [B]↘1′↗1, [B]↘0′↗0

∗ 7→ [T\ε]
f 7→ [ε]↘0, [ε]↘0′ , [ε]↘1, [ε]↘1′

Óòâåðæäåíèå. Φ âûïîëíèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà wΦ ∈ L(G).
[⇒] Ïóñòü Φ âûïîëíèìà è σ � âûïîëíÿþùåå ïðèñâàèâàíèå. Ïðèñâîèì áóêâàì b
êàòåãîðèè, çàäàþùèå ýòî ïðèñâàèâàíèå: i-ÿ áóêâà b ïîëó÷èò êàòåãîðèþ [ε]↗σ(xi).
Êàæäûé áëîê, ïðåäñòàâëÿþùèé äèçúþíêò, ëîâèò ñëåâà âñå ñòðåëêè, îïèñûâàþ-
ùèå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ. Íàïðèìåð, ïåðâûé áëîê ïîéìàåò èõ íåïîñðåäñòâåííî
îò b. Ïðè ýòîì ñòðåëêè íå ïåðåïóòàþòñÿ, òàê êàê 0 è 1 íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïåð-
âîé áóäåò ïîéìàíà ñòðåëêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ xn, çàòåì ñòðåëêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
xn−1, è ò. ä. Ïîýòîìó ïåðâûé áëîê çàïèñàí â ïåðåâ¼ðíóòîì âèäå. Íàì íóæíî ãà-
ðàíòèðîâàòü, ÷òî â êàæäîì äèçúþíêòå åñòü èñòèííûé ëèòåðàë. Çíà÷åíèÿ îñòàëü-
íûõ ëèòåðàëîâ â ýòîì æå äèçúþíêòå íàñ íå èíòåðåñóþò, íî èõ íóæíî ïîìíèòü.
Äîïóñòèì, ÷òî ïåðåìåííàÿ xi èñòèííà è äåëàåò äèçúþíêò èñòèííûì. Ïðèñâîèì
ñîîòâåòñòâóþùåé áóêâå x êàòåãîðèþ [A\T/A]↘1↗1′ . Òåïåðü äðóãèå çíà÷åíèÿ ðîëè
íå èãðàþò, çàäàþùèå èõ ñòðåëêè íóæíî ïîéìàòü è ïîñëàòü äàëüøå íàïðàâî áåç
èçìåíåíèÿ. Äëÿ ýòîãî â ãðàììàòèêå åñòü êàòåãîðèè [A\A]↘1↗1′ , [A\A]↘0↗0′ äëÿ
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ïåðåìåííûõ ëåâåå xi è [A/A]↘1↗1′ , [A/A]↘0↗0′ äëÿ ïåðåìåííûõ ïðàâåå. Äëÿ ñëó-
÷àÿ, êîãäà x ñòîèò íà ïåðâîì èëè íà ïîñëåäíåì ìåñòå íóæíû äðóãèå êàòåãîðèè:
x 7→ [A\T ]↘1↗1′ , [A]↘1↗1′ , [A]↘0↗0′ , [T/A]↘1↗1′ . Ñ x̄i ïîñòóïèì àíàëîãè÷íî, íî ÷òî-
áû x̄i ñäåëàë äèçúþíêò èñòèííûì, xi äîëæåí áûòü ëîæíûì. Çíà÷åíèÿ yi íå âàæíû,
èõ ïðîñòî ïåðåñûëàåì íàïðàâî. Êàòåãîðèè T íåò â ñïèñêàõ çàâèñèìîñòåé ó x, x̄ è
y, ïîýòîìó ëîêàëüíûå êàòåãîðèè ïîäñëîâà, ïðåäñòàâëÿþùåãî äèçúþíêò, ñîêðàòÿò-
ñÿ äî T . Ýòó êàòåãîðèþ ñîêðàòèì ñ ïîìîùüþ êàòåãîðèè [T\ε] ñèìâîëà ∗. Òåïåðü
ñòðåëêè, çàäàþùèå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, èäóò â ïîðÿäêå îò n ê 1. Ïîýòîìó îíè
áóäóò ïîéìàíû â ïîðÿäêå îò 1 ê n. Ïîñòðîåíèå äëÿ ÷¼òíûõ äèçúþíêòîâ ïîëíîñòüþ
àíàëîãè÷íî ïîñòðîåíèþ äëÿ íå÷¼òíûõ äèçúþíêòîâ. Èñïîëüçóþòñÿ êàòåãîðèè, ñî-
äåðæàùèå B âìåñòî A. Îíè ëîâÿò 0′ è 1′, à âûïóñêàþò 0 è 1, à ïåðåìåííûå çàïèñàíû
îò 1 äî n. Áëîê èç ñèìâîëîâ f â êîíöå ñëîâà ïðîñòî ïîéìàåò âñå ñòðåëêè. Íàêî-
íåö, ïðèñâîèì êàòåãîðèþ [S] ñèìâîëó φ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ñîïîñòàâèëè ñëîâó wΦ

ñòðîêó êàòåãîðèé Γ òàêóþ, ÷òî Γ `∗ [S]. Ýòî çíà÷èò, ÷òî wΦ ∈ L(G).
[⇐] Ïóñòü Φ íå âûïîëíèìà è ïóñòü b çàäàþò êàêîå-íèáóäü ïðèñâàèâàíèå. Ïóñòü
Cj � ïåðâûé ëîæíûé äèçúþíêò. Äî íåãî âñå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîáåðóòñÿ, êàê
è âûøå. Ëîêàëüíûå êàòåãîðèè äèçúþíêòà äîëæíû ñîêðàòèòüñÿ äî ε. Ýòî çíà÷èò,
÷òî íåêîòîðûé x èëè x̄ äîëæåí ïîëó÷èòü êàòåãîðèþ ñ T . Íî òàêàÿ êàòåãîðèÿ äëÿ
xi ëîâèò ñëåâà 1, à xi = 0 (èíà÷å äèçúþíêò Cj áûë áû èñòèííûì). Àíàëîãè÷íî êà-
òåãîðèÿ äëÿ x̄i ëîâèò ñëåâà 0, à xi = 1. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñòðåëêè ó x íå ñîêðàòÿòñÿ.
Ñîêðàòèòüñÿ æå ñ äðóãèìè ñòðåëêàìè îíè íå ìîãóò, òàê êàê 0 è 1 íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Ïîëó÷èëîñü, ÷òî w 6∈ L(G). 2

Ãðàììàòèêà G, ïîñòðîåííàÿ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû, ñîäåðæèò ÷åòûðå òèïà
äàëüíèõ ñâÿçåé. Ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ òåõíè÷åñêèõ óñëîæíåíèé ýòîò ðåçóëüòàò
ìîæíî óñèëèòü.

Òåîðåìà 8. Ñóùåñòâóåò ììÊÃÇ G ñ äâóìÿ òèïàìè âàëåíòíîñòåé òàêàÿ, ÷òî
ïðîáëåìà ïðèíàäëåæíîñòè äëÿ G ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà.
Êàê è â ïðåäûäóùåé òåîðåìå, NP-òðóäíîñòü äîêàçûâàåòñÿ ïóò¼ì ñâåäåíèÿ ïðîáëå-
ìû âûïîëíèìîñòè ê ïðîáëåìå ïðèíàäëåæíîñòè. Ñèìâîëû x, x̄ è y ëîâèëè äàëüíþþ
çàâèñèìîñòü ñëåâà è âûïóñêàëè íîâóþ äàëüíþþ çàâèñèìîñòü íàïðàâî. Ïðè ýòîì
íå èñïîëüçîâàëèñü ëîêàëüíûå ÷àñòè êàòåãîðèé. Êîãäà ñèìâîë x, x̄ èëè y èç ïåð-
âîãî áëîêà ëîâèò ñòðåëêó ñëåâà â íîâîé ãðàììàòèêå, çíà÷åíèå ýòîé ñòðåëêè áóäåò
çàïîìèíàòüñÿ â ëîêàëüíîé ÷àñòè êàòåãîðèè. Êàòåãîðèè âòîðîãî áëîêà ïðîâåðÿþò,
÷òî çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ñîõðàíÿþòñÿ, è âûïóñêàþò íàïðàâî ñîîòâåòñòâóþùèå
ñòðåëêè. Ãðàììàòèêà áóäåò ñëåäóþùåé.
W = { b, f, φ, x, x̄, y, ∗,# }
C = {S, 0, 1, T, L, R, E, X0, X1, X

′
0, X

′
1, Y0, Y1 }

Ñëîâàðü δ îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì (êàòåãîðèè äëÿ x, x̄ è y ïîëó÷åíû ñ
ïîìîùüþ Γ).
b 7→ [ε]↗0, [ε]↗1

f 7→ [ε]↘0, [ε]↘1

φ 7→ [S]
x 7→ [T/X0/T ]↘0, [T/X ′

0/R]↘0, [T/Y0/T ]↘0, [T/X1/E]↘1, [T/X ′
1/L]↘1, [T/Y1/L]↘1,

[L/X0/L]↘0, [L/X ′
0/E]↘0, [L/Y0/L]↘0, [L/X1/E]↘1, [L/X ′

1/L]↘1, [L/Y1/L]↘1,
[R/X0/R]↘0, [R/X ′

0/R]↘0, [R/Y0/R]↘0, [R/X1/E]↘1, [R/X ′
1/E]↘1, [R/Y1/E]↘1,
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[E/X0/E]↘0, [E/X ′
0/E]↘0, [E/Y0/E]↘0, [E/X1/E]↘1, [E/X ′

1/E]↘1, [E/Y1/E]↘1,
[X0]↗0, [X1]↗1

x̄ 7→ [T/X0/L]↘0, [T/X ′
0/E]↘0, [T/Y0/L]↘0, [T/X1/R]↘1, [T/X ′

1/T ]↘1, [T/Y1/T ]↘1,
[L/X0/L]↘0, [L/X ′

0/E]↘0, [L/Y0/L]↘0, [L/X1/E]↘1, [L/X ′
1/L]↘1, [L/Y1/L]↘1,

[R/X0/E]↘0, [R/X ′
0/E]↘0, [R/Y0/E]↘0, [R/X1/R]↘1, [R/X ′

1/R]↘1, [R/Y1/R]↘1,
[E/X0/E]↘0, [E/X ′

0/E]↘0, [E/Y0/E]↘0, [E/X1/E]↘1, [E/X ′
1/E]↘1, [E/Y1/E]↘1,

[X ′
0]
↗0, [X ′

1]
↗1

y 7→ [T/X0/T ]↘0, [T/X ′
0/R]↘0, [T/Y0/T ]↘0, [T/X1/R]↘1, [T/X ′

1/R]↘1, [T/Y1/R]↘1,
[L/X0/L]↘0, [L/X ′

0/E]↘0, [L/Y0/L]↘0, [L/X1/E]↘1, [L/X ′
1/L]↘1, [L/Y1/L]↘1,

[R/X0/R]↘0, [R/X ′
0/R]↘0, [R/Y0/R]↘0, [R/X1/R]↘1, [R/X ′

1/R]↘1, [R/Y1/R]↘1,
[E/X0/E]↘0, [E/X ′

0/E]↘0, [E/Y0/E]↘0, [E/X1/E]↘1, [E/X ′
1/E]↘1, [E/Y1/E]↘1,

[Y0]↗0, [Y1]↗1

∗ 7→ [E]
# 7→ [ε/T ]
Òåïåðü îïðåäåëèì îãðàíè÷åíèÿ π.
π(0) = { 1 }, π(1) = { 0 }

Ïóñòü Φ = C1 ∧ · · · ∧ C2m � ÊÍÔ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíà ñîäåðæèò ÷¼òíîå
÷èñëî äèçúþíêòîâ. Ñëîâî, êîäèðóþùåå ÊÍÔ, áóäåò ñëåäóþùèì:
wΦ = φbn#g(C1)−1 ∗ g(C2)#g(C3)−1 ∗ g(C4) . . . #g(C2m−1)−1 ∗ g(C2m)fn. 2

Ïóñòü, íàïðèìåð, çàäàíà ÊÍÔ Φ = (x1 ∨ x2) ∧ (¬x2 ∨ ¬x3), à
ïåðåìåííûå èìåþò çíà÷åíèÿ σ(x1) = 1, σ(x2) = 1, σ(x3) = 0.
Ýòà ÊÍÔ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëîâîì φbbb#yxx ∗ yx̄x̄fff . Ýòîìó ñëîâó ìîæ-
íî ïðèïèñàòü ñëåäóþùóþ ñòðîêó êàòåãîðèé: [S][ε]↗1[ε]↗1[ε]↗0[ε/T ][T/X ′

0/R]↘0

[R/X ′
1/E]↘1[E/Y ′

1/E]↘1[E][Y1]↗1[X ′
1]
↗1[X ′

0]
↗0 [ε]↘0[ε]↘1[ε]↘1.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî â ììÊÃÇ G =< W,C, S, δ, π > òîëüêî îäèí òèï íåïðî-
åêòèâíûõ çàâèñèìîñòåé ó÷àñòâóåò â îãðàíè÷åíèÿõ π, íàïðèìåð, X. Èìååòñÿ òðè
âîçìîæíûõ âàðèàíòà.
1) π(A) = ∅ äëÿ âñåõ A 6= X (ò.å. òîëüêî π(X) ìîæåò áûòü íåïóñòûì). Ïóñòü θ �
ïîòåíöèàë òàêîé, ÷òî θ `∗ ε, åñëè íå èñïîëüçîâàòü îãðàíè÷åíèÿ. Ýòîò ïîòåíöèàë
îñòàíåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííûì, åñëè èñïîëüçîâàòü π. Ñíà÷àëà ìû ìîæåì ñîêðàòèòü
âàëåíòíîñòè, òèï êîòîðûõ A îòëè÷åí îò X. Ýòî âîçìîæíî ïîòîìó, ÷òî π(A) = ∅.
Îñòàâøèéñÿ ïîòåíöèàë áóäåò ñîäåðæàòü òîëüêî X, òàê ÷òî π íå ñìîæåò çàïðåòèòü
êàêèå-ëèáî ñîêðàùåíèÿ.
2) π(A) ⊆ {X } äëÿ âñåõ A (ò.å. åäèíñòâåííûé òèï, êîòîðûé ìîæåò ïðåäîòâðàòèòü
íåêîòîðûå ñîêðàùåíèÿ, � ýòî X). Ýòîò ñëó÷àé àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó. Ñíà÷à-
ëà ìû ìîæåì ñîêðàòèòü âñå âàëåíòíîñòè X. Åñëè π(X) = {X }, ýòî íå ïîâëèÿåò
íà âîçìîæíîñòü òàêèõ ñîêðàùåíèé, òàê êàê ýòî îãðàíè÷åíèå óæå îïðåäåëåíî ïðà-
âèëîì äàëüíåé çàâèñèìîñòè. Ïîòîì ìû ñìîæåì ñîêðàòèòü âñå îñòàëüíûå âàëåíò-
íîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ãðàììàòèêè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì îäíîãî èç äâóõ
ïåðâûõ ñëó÷àåâ, ýêâèâàëåíòíû îÊÃÇ áåç îãðàíè÷åíèé π.
3) π(A) ⊆ {X } äëÿ âñåõ X 6= A (ò.å. X ìîæåò çàïðåòèòü íåêîòîðûå ñîêðàùåíèÿ,
è íåêîòîðûå âàëåíòíîñòè ìîãóò çàïðåòèòü ñîêðàùåíèå X). Ãðàììàòèêà, ïîñòðî-
åííàÿ â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé òåîðåìû, óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ. Ïî-
ýòîìó äàæå åñëè âñåãî îäèí òèï äàëüíèõ çàâèñèìîñòåé ó÷àñòâóåò â îãðàíè÷åíèÿõ,
ïðîáëåìà ïðèíàäëåæíîñòè îñòà¼òñÿ NP-ïîëíîé.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð áëàãîäàðåí Ì.È. Äåõòÿðþ çà ïîñòàíîâêè çàäà÷ è âíè-
ìàíèå ê ðàáîòå è À.ß. Äèêîâñêîìó çà ïîëåçíîå îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ.
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Çàêëþ÷åíèå

Â ýòîé ñòàòüå ìû èññëåäîâàëè ðàñøèðåíèå êàòåãîðèàëüíûõ ãðàììàòèê çàâèñè-
ìîñòåé � ìóëüòèìîäàëüíûå êàòåãîðèàëüíûå ãðàììàòèêè çàâèñèìîñòåé (ììÊÃÇ) �
è èçó÷èëè ñâîéñòâà êëàññà ðàñïîçíàâàåìûõ èìè ÿçûêîâ. Ðàçäåë 2 áûë ïîñâÿù¼í
ñâîéñòâàì çàìêíóòîñòè êëàññà ììÊÃÇ-ÿçûêîâ. Â òåîðåìå 1 áûëà óñòàíîâëåíà çà-
ìêíóòîñòü êëàññà ììÊÃÇ-ÿçûêîâ îòíîñèòåëüíî èòåðàöèè. Ðåçóëüòàòû î çàìêíó-
òîñòè êëàññà îÊÃÇ-ÿçûêîâ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ, êîíêàòåíàöèè,
ïåðåñå÷åíèÿ ñ ðåãóëÿðíûìè ÿçûêàìè, íåóêîðà÷èâàþùåãî ãîìîìîðôèçìà è îáðà-
ùåíèÿ ãîìîìîðôèçìà íåïîñðåäñòâåííî ïåðåíîñÿòñÿ íà êëàññ ììÊÃÇ-ÿçûêîâ. Íà
îñíîâàíèè ýòèõ ðåçóëüòàòîâ â òåîðåìå 2 ñäåëàí âûâîä, ÷òî êëàññ ììÊÃÇ-ÿçûêîâ
îáðàçóåò àáñòðàêòíîå ñåìåéñòâî ÿçûêîâ. Òàêæå ìû óñòàíîâèëè, ÷òî êëàññ ììÊÃÇ-
ÿçûêîâ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ, íî íå çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèè.
Â ðàçäåëå 4 ìû ïðèâåëè ïðèìåð íåïîëóëèíåéíîãî ÿçûêà, çàäàâàåìîãî ììÊÃÇ. Â
ðàçäåëå 5 ðàññìîòðåíà ïðîáëåìà ïðèíàäëåæíîñòè äëÿ ììÊÃÇ. Ìû ïîêàçàëè, ÷òî
äëÿ ììÊÃÇ ýòà ïðîáëåìà ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé äëÿ îäíîé ãðàììàòèêè è ðàñïîçíà-
âàåìîãî åé ÿçûêà.
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