
ÓÄÊ 539.3+519.6

ÂÀÐÈÀÍÒ ×ÈÑËÅÍÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È
ÒÅÎÐÈÈ ÌÍÎÃÎÊÐÀÒÍÎÃÎ ÍÀËÎÆÅÍÈß

ÁÎËÜØÈÕ ÄÅÔÎÐÌÀÖÈÉ ÄËß ÑËÓ×Àß ÒÂÅÐÄÎÒÅËÜÍÛÕ
ÔÀÇÎÂÛÕ ÏÅÐÅÕÎÄÎÂ

Ôðåéìàí Å.È.
Êàôåäðà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà,

Òóëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 20.11.2010, ïîñëå ïåðåðàáîòêè 15.12.2010.

Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ðåøåíèÿ è åãî ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ äëÿ çàäà÷è
î òâåðäîòåëüíîì ôàçîâîì ïåðåõîäå. Èçëîæåíû îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ
òåîðèè íàëîæåíèÿ áîëüøèõ äåôîðìàöèé äëÿ ñëó÷àÿ òâåðäîòåëüíîãî
ôàçîâîãî ïåðåõîäà ïîä äåéñòâèåì ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé. Ïðèâå-
äåíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû.

An algorithm of solving a problem of solid phase transition and its numerical
realization are considered in the work. The basic relations of the theory of
repeated superposition of large strains in case of solid phase transition under
mechanical stresses are given. Obtained numerical results are also shown in
the work.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôàçîâûé ïåðåõîä, ãðàäèåíòíûå ýôôåêòû, áîëüøèå
äåôîðìàöèè, íàëîæåíèå áîëüøèõ äåôîðìàöèé, ïàðàìåòð ïîðÿäêà, ñâÿ-
çàííàÿ çàäà÷à, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ìåòîä Ãàëåðêèíà.
Keywords: phase transition, gradient e�ects, large strains, superposition
of large strains, order parameter, coupled problem, �nite element method,
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Ââåäåíèå

Ðàñïðîñòðàíåííûì ïîäõîäîì ê îïèñàíèþ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ ÿâëÿåòñÿ ôåíî-
ìåíîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ Ëàíäàó-Ãèíçáóðãà [1]. Îñíîâíûì ïîíÿòèåì â ýòîé òåîðèè
ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò àòîìíóþ êîíôèãó-
ðàöèþ â ìàòåðèàëå â ïðîöåññå ôàçîâîãî ïåðåõîäà. Äàííàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàì-
êàõ ýòîãî ïîäõîäà, ðàññìîòðåíà ìîäåëü òâåðäîòåëüíûõ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ ñ ó÷å-
òîì âîçíèêíîâåíèÿ íåñêîëüêèõ ôàç äëÿ ñëó÷àÿ êîíå÷íûõ äåôîðìàöèé [2, 5, 6, 12].
Ìîäåëü ðàññìîòðåíà â ðàìêàõ ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Ïîëó÷åíà
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è íà îñíîâå òåîðèè íàëîæåíèÿ áîëüøèõ äåôîð-
ìàöèé [3, 4, 9, 10], ðàçðàáîòàí è àïðîáèðîâàí àëãîðèòì å¼ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.
Ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïî ôàçîâûì ïåðåõîäàì äëÿ íàíîðàçìåðíîãî
ñëó÷àÿ.
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1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â òåëå ïðè ïåðåõîäå åãî èç íà÷àëüíîãî â �p � 1�-å ñîñòîÿíèå
íå ïðîèñõîäèëî ôàçîâûõ ïðåâðàùåíèé �ηk � 0�. Â ýòîì ñîñòîÿíèè âîçíèê çàðîäûø
íîâîé ôàçû (îáëàñòü, â êîòîðîé ïàðàìåòð ïîðÿäêà ηk x 0). Âñëåäñòâèå ýòîãî â
òåëå íà÷èíàåòñÿ ïðîöåññ ôàçîâûõ ïðåâðàùåíèé, è òåëî ïåðåøëî â p-å (òåêóùåå,
çàâèñÿùåå îò âðåìåíè) ñîñòîÿíèå.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è [1, 2, 5] âêëþ÷àåò óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ
ñðåäû (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôàçîâûé ïåðåõîä ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êâàçè-
ñòàòè÷åñêèé ïðîöåññ)

p�1
© � ��1 �∆0,p�1��1 p�1

Σ 0,p �Ψp�1,p� � 0.

Çäåñü
p�1

Σ 0,p � Ψ�
0,p�1 �

0

Σ0,p �Ψ0,p�1 � òåíçîð îáîáùåííûõ íàïðÿæåíèé äëÿ p-ãî ñî-
ñòîÿíèÿ, çàïèñàííûé â êîîðäèíàòàõ �p � 1�-ãî ñîñòîÿíèÿ,

0

Ee � 1
2
�Ψe �Ψ�

e � I� �
òåíçîð óïðóãîé äåôîðìàöèè, Ψe � Ψ�1

t � Ψ0,p � àôôèíîð óïðóãîé äåôîðìàöèè,
Ψ0,p � Ψ0,p�1 � Ψp�1,p � àôôèíîð äåôîðìàöèé ïðè ïåðåõîäå èç íà÷àëüíîãî â p-å
ñîñòîÿíèå, Ψp�1,p � I �

p�1
© up � àôôèíîð äåôîðìàöèé ïðè ïåðåõîäå èç �p � 1�-ãî â

p-å ñîñòîÿíèå, Ψt � àôôèíîð ñîáñòâåííîé äåôîðìàöèè.
Îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ïîòåíöèàëó Ìóðíàãàíà:

0

Σ0,p � λ�η� � 0

Ee � I� I � 2µ�η� 0

Ee � 3C3�η� � 0

Ee � I�2

I �

�C4�η�� 0

E
2

e � I� I � 2C4�η� � 0

Ee � I� 0

Ee � 3C5�η� � 0

Ee�2

Ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå äëÿ k-ãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà (k � 1, . . . , n):

∂ηk

∂t
� 2Λβ

p�1
© � �p�1

© ηk� �ΛXk,

çäåñü Λ � êèíåòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò, β � êîýôôèöèåíò, õàðàêòåðèçóþùèé øè-
ðèíó ðàçìûòîé ãðàíèöû ìåæäó ôàçàìè, Xk � äâèæóùàÿ ñèëà ôàçîâîãî ïåðåõîäà
(ýòî ñêàëÿðíàÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ çàâèñèò îò íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñî-
ñòîÿíèÿ).

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ: çàäàííûå íàïðÿæåíèÿ íà âíåøíåé ãðàíèöå

σ0,n � σª,

íóëåâûå íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ íà âíóòðåííèõ ãðàíèöàõ
n�1

N �
n�1

Σ 0,n � 0,

íóëåâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ïî íàïðàâëåíèþ íîðìàëè ê êîíòóðó êàê
íà âíåøíåé, òàê è íà âíóòðåííèõ ãðàíèöàõ:

n�1

N � �n�1
© ηk� � 0.
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Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: â ìîìåíò t0 íà÷àëà ôàçîâîãî ïåðåõîäà ηk � η�k â íåêîòî-
ðîé çàäàííîé îáëàñòè; η�k � íåêîòîðîå çàäàííîå çíà÷åíèå �0 @ η�k @ 1�. Äëÿ îñòàëü-
íûõ õàðàêòåðèñòèê íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ íà÷àëüíûå çíà÷å-
íèÿ ðàâíû çíà÷åíèÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí â �n � 1�-ì ñîñòîÿíèè. Äîïîëíè-
òåëüíûå ïåðåìåùåíèÿ un�t0� � 0.

2. Îïèñàíèå àëãîðèòìà

Ïðè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ôàçîâûé ïåðåõîä ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðîöåññ,
ïðîèñõîäÿùèé âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå, îïèñûâàåìûé äèôôåðåíöèàëüíûìè
óðàâíåíèÿìè ðàâíîâåñèÿ ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà è óðàâíåíèÿìè
ýâîëþöèè [5]. Ïåðâûé øàã ðåøåíèÿ ýòîé ñâÿçàííîé çàäà÷è � çàìåíà ïðîèçâîäíûõ
ïî âðåìåíè èõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì ïðèáëèæåíèåì. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ðàç-
áèâàåòñÿ íà øàãè ïî âðåìåíè. Íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè íåîáõîäèìî ðåøèòü
ñâÿçàííóþ çàäà÷ó, ñîñòîÿùóþ èç óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ è ýâîëþöèè.

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ñâÿçàííîé çàäà÷è íà øàãå ïî âðåìåíè. Äëÿ òîãî ÷òîáû
îäíîâðåìåííî óäîâëåòâîðèòü óðàâíåíèÿì è ðàâíîâåñèÿ è ýâîëþöèè èñïîëüçóåòñÿ
èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, êîòîðûé äåòàëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ íèæå. Â ðàñ÷åòàõ ìû
èñïîëüçîâàëè èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, ñîñòîÿùèé èç äâóõ èòåðàöèé.

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåí óêðóïíåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è.

3. Ïîäõîä ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ ñâÿçàííîé çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå äëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà:

∂ηk

∂t
� 2Λβ

p�1
© � �p�1

© ηk� �ΛXk, k � 1, . . . , n. (1)

Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ïðîèçâîäíàÿ ïî t çàìåíÿåòñÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì âû-
ðàæåíèåì ∂ηk

∂t
�tj� � ηk�tj��ηk�tj�1�

τ
. Äàëåå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëèáî ìåòîä ñåòîê,

ëèáî ÌÊÝ [7, 8]. Â ìåòîäå ñåòîê âîçíèêàþò ñëîæíîñòè ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿ-
ìè, åñëè îáëàñòü íå ïðÿìîóãîëüíàÿ, ïîýòîìó ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ÌÊÝ. Äëÿ
íåÿâíîé ñõåìû èç (10) ïîëó÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ

ηk�tj� � ηk�tj�1�
τ

� 2Λβ
p�1
© � �p�1

© ηk�tj�� �ΛXk�tj�, k � 1..n. (2)

Ýòè óðàâíåíèÿ äëÿ j-ão ìîìåíòà âðåìåíè ìîæíî ðåøèòü ÌÊÝ, åñëè ηk�tj�1�
èçâåñòíî, äàëåå ïîäñòàâèòü íàéäåííûå ηk�tj� â óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ è èç íåãî
íàéòè ïåðåìåùåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè tj , çàòåì ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó øàãó ïî
âðåìåíè.

Òðóäíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â óðàâíåíèÿõ (2) Xk�tj� íåèçâåñòíî, ò.ê. çà-
âèñèò îò ïåðåìåùåíèé â ìîìåíò âðåìåíè tj . Ïîýòîìó ïðåäëàãàåòñÿ íà êàæäîì øàãå
ïî âðåìåíè èñïîëüçîâàòü èòåðàöèîííûé ïðîöåññ. Ñíà÷àëà âìåñòî Xk�tj� áåðåòñÿ
Xk�tj�1�, ò.å. ðåøàþòñÿ óðàâíåíèÿ
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Ðèñ. 1: Óêðóïíåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è
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ηk�tj� � ηk�tj�1�
τ

� 2Λβ
p�1
© � �p�1

© ηk�tj�� �ΛXk�tj�1�, k � 1, . . . , n. (3)

Äàëåå èç óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ íàõîäÿòñÿ ïåðåìåùåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè tj è
ïî íèì îïðåäåëÿþòñÿ Xk�tj�, à çàòåì ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ óðàâíåíèÿ (2) ñ íàéäåííûì
Xk�tj�. Ìîæíî ñäåëàòü åù¼ îäíó èòåðàöèþ, ñíîâà ïåðåñ÷èòàâ óðàâíåíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ, à çàòåì ýâîëþöèè. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ èñïîëüçîâàëñÿ ïðîöåññ, ñîñòîÿùèé èç
äâóõ èòåðàöèé. Íèæå ïðåäñòàâëåíû åãî îñíîâíûå ìîìåíòû:

1. Ñîõðàíåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ïîðÿäêà.

2. Ðåøåíèå óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ

p�1
© � ��1 �∆0,p�1��1

p�1

Σ0,p �Ψp�1,p	 � 0

(ïðè çàäàííîì ðàñïðåäåëåíèè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà). Âû÷èñëåíèå ïåðåìåùå-
íèé.

3. Âû÷èñëåíèå Xk�tj�1�.
4. Ðåøåíèå ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé

ηk�tj� � ηk�tj�1�
τ

� 2Λβ
p�1
© � �p�1

© ηk�tj�� �ΛXk�tj�1�,
k � 1, . . . , n. Ïðåäâàðèòåëüíîå âû÷èñëåíèå ïàðàìåòðîâ ïîðÿäêà ηk�tj�.

5. Ïåðåñ÷åò óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ (ïðè íàéäåííîì ïðåäâàðèòåëüíîì ðàñïðåäå-
ëåíèè ïàðàìåòðîâ ïîðÿäêà). Âû÷èñëåíèå ïåðåìåùåíèé.

6. Âû÷èñëåíèå Xk�tj�, k � 1, . . . , n.

7. Âîññòàíîâëåíèå ïàðàìåòðîâ ïîðÿäêà (ñîõðàíåííûõ â ïóíêòå 1).

8. Îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé

ηk�tj� � ηk�tj�1�
τ

� 2Λβ
p�1
© � �p�1

© ηk�tj�� �ΛXk�tj�.
4. ×èñëåííîå ðåøåíèå ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé íà øàãå ïî âðåìåíè

Íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè ðåøàþòñÿ ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèå è óðàâíåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ [7, 8] ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Ãàëåðêèíà. Ðàññìîò-
ðèì ðåøåíèå ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ ñ îäíèì ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà. Åãî ïîòîì
íåñëîæíî áóäåò îáîáùèòü íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ ïàðàìåòðîâ ïîðÿäêà.

Ðàññìîòðèì ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå íà øàãå ïî âðåìåíè:

η1�tj� � η1�tj�1�
τ

� 2Λβ �
n�1
© � �n�1

© η1�tj�� �ΛX1�tj�1�.
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Äëÿ óäîáñòâà çàïèñè îáîçíà÷èì η1�tj� � H, η1�tj�1� � η, X1�tj�1� � X�η�, n�1
© �

©. Òîãäà ýòî óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

H � η

τ
� 2Λβ � © � �©H� �ΛX,

èëè
H
τ
� 2Λβ � © � �©H� � ΛX�η� � η

τ.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ � ñëîæíàÿ, íåëèíåéíàÿ, íî èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ
îò η. Îáîçíà÷èì å¼ ÷åðåç f :

f � ΛX�η� � η

τ
.

Â èòîãå ïîëó÷èì çàïèñü ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ â âèäå

H
τ
� 2Λβ � © � �©H� � f.

Ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ãäå íåèçâåñòíîé ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíê-
öèÿ H � H�x, y�. Äëÿ ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ ïðèìåíèì ìåòîä Ãàëåðêèíà. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Ni ôóíêöèè ôîðìû, òîãäà óðàâíåíèÿ ìåòîäà Ãàëåðêèíà ìîæíî çà-
ïèñàòü â âèäå

S S
D

Ni�H
τ
� 2Λβ � © � �©H� � f�dS � 0,

èëè
1
τ
S S

D

NiHdS � 2ΛβS S
D

Ni© � �©H�dS � S S
D

NifdS � 0 (4)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (4) ïðåîáðàçóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1
τ
S S

D

NiHdS �1
τ
S S

D

��� N1

N2

N3

����H1N1 �H2N2 �H3N3�dS,

ãäå H1,H2,H3 � çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ ïîðÿäêà â óçëàõ òðåóãîëüíîãî ýëå-
ìåíòà. Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

1
τ
S S

D

NiHdS �1
τ
S S

D

��� H1N
2
1 �H2N1N2 �H3N1N3

H1N2N1 �H2N
2
2 �H3N2N3

H1N3N1 �H2N3N2 �H3N
2
3

���dS

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè ôîðìû ÿâëÿþòñÿ L-êîîðäèíàòàìè, RR
D

N2
i dS � A

6
,

RR
D

NiNjdS � A
12
. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïîëó÷èì:

1
τ
S S

D

NiHdS � A

12τ

��� 2H1 �H2 �H3

H1 � 2H2 �H3

H1 �H2 � 2H3

��� .
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Âòîðîå ñëàãàåìîå â (4) ïðåîáðàçóåì ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ãðèíà:

�2ΛβS S
D

Ni© � �©H�dS � 2ΛβS S
D

©Ni � �©H�dS � 2ΛβS
Γ

n̄Ni�©H�dS.

Â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ óêàçàíî, ÷òî n̄�©H�SΓ � 0, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë ïî
ãðàíèöå â ïðåäûäóùåì âûðàæåíèè ðàâåí íóëþ. Â èòîãå ïîëó÷èì:

�2ΛβS S
D

Ni© � �©H�dS � 2ΛβS S
D

©Ni � �©H�dS

Â ÌÊÝ ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü òðåóãîëüíûå ñèìïëåêñ-ýëåìåíòû [7], ïîýòî-
ìó ãðàäèåíòû ôóíêöèé ôîðì è ãðàäèåíòû ïàðàìåòðîâ ïîðÿäêà ïîñòîÿííû íà ýëå-
ìåíòå. Åñëè ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà A, òî â èòîãå ïîëó÷èì:

�2ΛβS S
D

Ni© � �©H�dS � 2Λβ©Ni � ©H �A

Â ðåçóëüòàòå ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé óðàâíåíèå (4) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

2Λβ
��� ©N1

©N2

©N3

��� � ©H �A � A

12τ

��� 2H1 �H2 �H3

H1 � 2H2 �H3

H1 �H2 � 2H3

��� � S S
D

��� N1

N2

N3

��� fdS,

èëè<@@@@@>2Λβ
��� ©N1

©N2

©N3

��� � ���� H1 H2 H3 ���� ©N1

©N2

©N3

�������
� 1

12τ

��� 2H1 �H2 �H3

H1 � 2H2 �H3

H1 �H2 � 2H3

���=AAAAA?A � S S
D

��� N1

N2

N3

��� fdS. (5)

Èç ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ìîæíî âûäåëèòü âåêòîð íåèçâåñòíûõ è ïîëó-
÷èòü ìàòðèöó æåñòêîñòè

K � A

12τ

��� 2 1 1
1 2 1
1 1 2

��� �
� 2ΛβA

��� N2
1,x �N2

1,y N1,yN2,y �N1,xN2,x N1,yN3,y �N1,xN3,x

ñèììåòðè÷íî N2
2,x �N2

2,y N3,yN2,y �N3,xN2,x

ñèììåòðè÷íî ñèììåòðè÷íî N2
3,x �N2

3,y

��� ,

ãäå N1,x � ïðîèçâîäíàÿ îò ïåðâîé ôóíêöèè ôîðìû ïî x, N1,y � ïî y, è ò.ä.
Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé:

K � ÑH � S S
D

��� N1f�η�
N2f�η�
N3f�η� ���dS.
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Èíòåãðàëû â ïðàâîé ÷àñòè ýòîé ñèñòåìû ìîæíî âçÿòü ÷èñëåííî, íàïðèìåð, ïî
øåñòè òî÷êàì íà òðåóãîëüíèêå (âåðøèíû è ñåðåäèíû ñòîðîí).

Ñîñòàâëÿÿ àíñàìáëü êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé, èç ðåøåíèÿ êîòîðîé íàõîäèì ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ ïîðÿäêà íà øàãå
ïî âðåìåíè. Åñëè ïàðàìåòðîâ ïîðÿäêà áîëüøå îäíîãî, ëîêàëüíàÿ ìàòðèöà æåñò-
êîñòè ïîëó÷àåòñÿ îáúåäèíåíèåì îäèíàêîâûõ (óæå ïîëó÷åííûõ) ìàòðèö æåñòêîñòè
ñîîòâåòñòâåííî íîâûì ñòåïåíÿì ñâîáîäû. f â òàêîì ñëó÷àå áóäåò óæå âåêòîðîì,
êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ êîòîðîãî ðàâíî êîëè÷åñòâó ïàðàìåòðîâ ïîðÿäêà.

5. ×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íà øàãå ïî âðåìåíè

Òàê êàê çàäà÷à ðåøàåòñÿ äëÿ êîíå÷íûõ äåôîðìàöèé è íåëèíåéíîãî ìàòåðèàëà
(îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå Ìóðíàãàíà), íåîáõîäèì ó÷åò ôèçè÷åñêîé è ãåîìåòðè-
÷åñêîé íåëèíåéíîñòåé. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ÌÊÝ [7, 8] ñîâìåñòíî ñ ìåòîäîì
Ãàëåðêèíà. Íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Íüþòîíà.
Â ïðîöåññå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî ñëåäèòü çà ñõîäèìîñòüþ ïðîöåññà.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ (3):

p�1
© � ��1 �∆0,p�1��1

p�1

Σ0,p �Ψp�1,p	 � 0

Ê óðàâíåíèþ ðàâíîâåñèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ïðèíöèï Á. Ã. Ãàë¼ðêèíà:

S S
D

Ni�p�1
© ��1 �∆0,p�1��1 p�1

Σ 0,pΨp�1,p�  � 0,

ãäå Ni � ôóíêöèè, êîòîðûìè ìû áóäåì ïðèáëèæàòü èñêîìóþ ôóíêöèþ (ïåðå-
ìåùåíèå òî÷åê ìàòðèöû). Äàëåå âûðàæåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû
Ãðèíà:

S S
D

�©Ni� ��1 �∆0,p�1��1 p�1

Σ 0,pΨp�1,p�dS �

� S
Γ

p�1
n p �Ni��1 �∆0,p�1��1 p�1

Σ 0,pΨp�1,p�dΓ.

Â ïðàâóþ ÷àñòü ïîäñòàâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

S S
D

�©Ni� ��1 �∆0,p�1��1 p�1

Σ 0,pΨp�1,p�dS �

� S
Γ

Ni��p �1 �∆0,p�1��1 p�1
np Ψp�1,p�dΓ

Èíòåãðàë ïî âñåé îáëàñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ñóììà èíòåãðàëîâ ïî ýëåìåíòàì
ðàçáèåíèÿ:
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NQ
i�1S SDi

��� ©N1

©N2

©N3

�����1 �∆0,p�1��1 p�1

Σ 0,pΨp�1,p�dS �

� NQ
i�1SΓi

��� N1

N2

N3

�����p �1 �∆0,p�1��1 p�1
np Ψp�1,p�dΓ.

Ðàññìîòðèì èñïîëüçîâàíèå â ÌÊÝ òðåóãîëüíûõ ñèìïëåêñ-ýëåìåíòîâ [7]. Ïðè
ýòîì èñêîìàÿ ôóíêöèÿ (ïåðåìåùåíèå) ïðèáëèæàåòñÿ íà ýëåìåíòå ëèíåéíî. Îòñþäà
ñëåäóåò ÷òî, ãðàäèåíòû ïåðåìåùåíèé ïîñòîÿííû íà ýëåìåíòå, ïîñòîÿíåí àôôèíîð
äåôîðìàöèè, òåíçîð äåôîðìàöèè è òåíçîð íàïðÿæåíèé.

Ñ ó÷¼òîì ýòîãî ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî äëÿ îäíîãî ýëåìåíòà ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

��� ©N1

©N2

©N3

�����1 �∆0,p�1��1 p�1

Σ 0,pΨp�1,p�S S
Di

dS �

� ��1 �∆0,p�1��1�S
Γi

��� N1

N2

N3

�����p
p�1
np Ψp�1,p�dΓ

Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ìîæíî ðàñïèñàòü êàê ñóììó èíòåãðàëîâ ïî ñòîðîíàì
òðåóãîëüíèêà:

��� ©N1

©N2

©N3

�����1 �∆0,p�1��1 p�1

Σ 0,pΨp�1,p�A �

� ��1 �∆0,p�1��1� � <@@@@@>SL1

��� N1

N2

N3

�����p1p�1
np Ψp�1,p�dl �

� S
L2

��� N1

N2

N3

�����p2p�1
np Ψp�1,p�dl�

� S
L3

��� N1

N2

N3

�����p3p�1
np Ψp�1,p�dl

=AAAAA? .

Ïðèìåì, ÷òî íàãðóçêà íå ìåíÿåòñÿ ïî äëèíå ñòîðîíû. Ïðè ýòîì èíòåãðàë ïî
ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà îò ôóíêöèé ôîðì áóäåò çàïèñàí â âèäå
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��� ©N1

©N2

©N3

�����1 �∆0,p�1��1 p�1

Σ 0,pΨp�1,p�A �

� ��1 �∆0,p�1��1� � <@@@@@>���
0

l1~2
l1~2 �����p1p�1

np Ψp�1,p��
�
��� l2~2

0
l2~2 �����p2p�1

np Ψp�1,p� � ��� l3~2
l3~2
0

�����p3p�1
np Ψp�1,p�=AAAAA? . (6)

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà êîíå÷íîãî ýëåìåíòà ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå (6) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé 6 íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü, âûðàçèâ íà-
ïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè â ýëåìåíòå ÷åðåç åãî óçëîâûå ïåðåìåùåíèÿ.

6. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ (ïåðåõîä àóñòåíèòà â ìàðòåíñèòíûå
ôàçû ïðè ðàñòÿæåíèè)

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ áûë âçÿò îáðàçåö èç ñïëàâà Ni65Al35 [2,
5, 6] ðàçìåðîì 33.3 íì ñ êðóãîâûì îòâåðñòèåì ðàäèóñà 6.67 íì, ðàñïîëîæåííûì
â öåíòðå. Âîêðóã îòâåðñòèÿ ðàñïîëàãàëîñü âêëþ÷åíèå â ôîðìå êðóãîâîãî êîëüöà
ñ òåì æå öåíòðîì. Åãî âíóòðåííÿÿ ãðàíèöà ñîâïàäàëà ñ ãðàíèöåé îòâåðñòèÿ, à
âíåøíèé ðàäèóñ áûë ðàâåí 8.33 íì. Âêëþ÷åíèå ïðåäñòàâëÿëî ñîáîé ¾ñìåøàííûé¿
çàðîäûø ôàç M1 è M2 (η1 � 0.1, η2 � 0.1). Íàãðóçêà � âñåñòîðîííåå ðàñòÿæåíèå
(px � py � 5). Ðàñ÷åòû âûïîëíÿëèñü äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêîé äåôîðìàöèè ñ øàãîì ïî
âðåìåíè 0.00002 íñ. Ïëîùàäü ýëåìåíòîâ � íå áîëåå 0.09 íì2.

Ðàñ÷åò ïîêàçàë, ÷òî ñëåâà è ñïðàâà îò îòâåðñòèÿ âîçíèêëè îáëàñòè âòîðîé
ôàçû ìàðòåíñèòà, à ñâåðõó è ñíèçó îò îòâåðñòèÿ � îáëàñòè ïåðâîé ôàçû ìàð-
òåíñèòà (ìàðòåíñèòíûì ôàçàì ñîîòâåòñòâóþò åäèíè÷íîûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ
ïîðÿäêà). Ýòè îáëàñòè ðîñëè ñî âðåìåíåì è äîñòèãëè ãðàíèö îáðàçöà, ïîñëå ÷å-
ãî ïðîäîëæèëè ðàñøèðÿòüñÿ. Îíè èìåëè ïðèìåðíî îäèíàêîâóþ ôîðìó. Ïðîöåññ
ôîðìèðîâàíèÿ ýòèõ îáëàñòåé çàâåðøèëñÿ ïðèìåðíî ê ìîìåíòó âðåìåíè t = 0.00186
íñ, êîãäà îíè âìåñòå çàïîëíèëè ïðàêòè÷åñêè âåñü îáðàçåö. Ãðàíèöû ìåæäó íèìè
ïðîøëè ïî äèàãîíàëÿì êâàäðàòà. Ïðè ýòîì íà ïðîìåæóòî÷íûõ ñòàäèÿõ ïðîöåññà
âáëèçè äèàãîíàëåé êâàäðàòà ìàòåðèàë îñòàâàëñÿ â èñõîäíîé ôàçå (àóñòåíèò), à íà
çàâåðøàþùåé ñòàäèè îáëàñòü èñõîäíîé ôàçû ïðàêòè÷åñêè èñ÷åçëà.

Ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà â êàæäîé èç ñôîðìèðîâàâøèõñÿ îáëàñòåé
íåîäíîðîäíî. Âáëèçè îòâåðñòèÿ â êàæäîé òàêîé îáëàñòè èìååòñÿ çîíà, ãäå çíà÷åíèå
ïàðàìåòðà ïîðÿäêà áëèçêî ê 1, à â îñòàëüíîé ÷àñòè êàæäîé îáëàñòè çíà÷åíèå
ïàðàìåòðà ïîðÿäêà áëèçêî ê 0.5.

Â ìîìåíò âðåìåíè t � 0.00140 íñ ìàêñèìàëüíîå ïðèðàùåíèå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà
çà øàã ïî âðåìåíè ñîñòàâèëî 0.005, à â ìîìåíò âðåìåíè t � 0.00186 íñ � 0.003. Çà
ïåðèîä ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ìîìåíòàìè âðåìåíè ìàêñèìàëüíîå ïðèðàùåíèå ïàðà-
ìåòðà ïîðÿäêà çà øàã ïî âðåìåíè íå ïðåâûøàëî 0.005. Ýòî, âèäèìî, ïîçâîëÿåò
ñäåëàòü âûâîä î ñòàáèëèçàöèè ïðîöåññà.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2.
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η1 η2

t � 0

t � 0.00040 íñ

t � 0.00060 íñ

t � 0.00186 íñ

Ðèñ. 2: Ïåðåõîä àóñòåíèòà â ìàðòåíñèòíûå ôàçû ïðè ðàñòÿæåíèè
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Âûâîäû

Ðàçðàáîòàí è àïðîáèðîâàí àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïëîñêèõ çàäà÷ î ôàçîâûõ ïå-
ðåõîäàõ íà áàçå ÌÊÝ [11]. Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå. Åãî ðåçóëüòàòû
ïîäòâåðæäàþò âîçìîæíîñòü îáðàçîâàíèÿ óñòîé÷èâûõ îáëàñòåé ìàðòåíñèòíûõ ôàç
äëÿ ìíîãîôàçíîãî ìàòåðèàëà.

Àâòîð áëàãîäàðèò ôîíä ¾Äèíàñòèÿ¿ çà îêàçàííóþ ïîääåðæêó.
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