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Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ãàðìîíè÷åñêèõ ïðåäñòàâèòåëåé â ñâîáîäíûõ
ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññàõ êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé êîíå÷íûõ ðè-
ìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé. Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà îñíîâàí íà ñîîòâåòñòâèè
ñèíãóëÿðíûõ ñëîåíèé, îïðåäåëÿåìûõ ïàðàìè ìåðîìîðôíûõ êâàäðàòè÷-
íûõ äèôôåðåíöèàëîâ íà îòîáðàæàåìûõ ïîâåðõíîñòÿõ.

The proof of the existence of harmonic maps in the free homotopic class of
quasiconformal maps of the �nite Riemann surfaces is given. The method
of the proof is based on the correspondence between the singular foliations
de�ned by the pair meromorphic quadratic di�erentials on the mapped
surfaces.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãàðìîíè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ; ðèìàíîâû ïîâåðõíî-
ñòè; êâàäðàòè÷íûå äèôôåðåíöèàëû.
Keywords: harmonic maps; Riemann surfaces; quadratic di�erentials.

1. Â ìîíîãðàôèè [1] äàíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Éîñòà-Ø¼íà î ñóùåñòâî-
âàíèè â ñâîáîäíûõ ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññàõ F ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ êâàçè-
êîíôîðìíûõ ãîìåîìîðôèçìîâ f ìåæäó êîìïàêòíûìè ãèïåðáîëè÷åñêèìè ðèìàíî-
âûìè ïîâåðõíîñòÿìè S è S′ ãàðìîíè÷åñêèõ îòíîñèòåëüíî ðèìàíîâûõ ìåòðèê σ2

êëàññà C3(S′) äèôôåîìîðôèçìîâ. Ðàíåå ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà
ãàóññîâó êðèâèçíó ìåòðèêè σ ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí Ñ.ßî è Ø¼íîì, à òàêæå
Äæ.Ñýìïñîíîì. Çäåñü ïðåäëàãàåòñÿ íåêîòîðîå îáîáùåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ.

Äèôôåîìîðôèçì f0 ∈ F íàçûâàåòñÿ (ñëàáî) ãàðìîíè÷åñêèì îòíîñèòåëüíî ðè-
ìàíîâîé ìåòðèêè σ2 íà ïîâåðõíîñòè S′, åñëè àññîöèèðîâàííûé ñ íèì êâàäðàòè÷-
íûé äèôôåðåíöèàë Õîïôà ϕ0 = σ2 ◦ f0 f0zf0zdz2 ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì íà S. Â
[2; 3] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðè ëþáîì q > q(F), ãäå q(F) � îòêëîíåíèå òåéõìþëëå-
ðîâà îòîáðàæåíèÿ fT â êëàññå F , â êëàññå Fq q−êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé
èç F ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå fq òèïà Òåéõìþëëåðà, ìèíèìèçèðóþùåå â Fq èí-
òåãðàë ýíåðãèè Eσ(f) =

∫∫
S

[|fz|2 + |fz|2]σ2 ◦ f(z) dx dy. Ïðè ýòîì êîìïëåêñíàÿ
õàðàêòåðèñòèêà µq = fqz/fq z èìååò âèä |µqϕq|/ϕq, ãäå ϕq � ãîëîìîðôíûé êâàä-
ðàòè÷íûé äèôôåðåíöèàë íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè S è äèôôåðåíöèàë Õîïôà
σ2 ◦ fq fqzfqzdz2 =: φq ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì íà ñâÿçíûõ êîìïîíåíòàõ îòêðûòîãî

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (êîä ïðîåêòà 04�01�00368).
c© Â.Ã.Øåðåòîâ, 2006.
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ïîäìíîæåñòâà U ⊂ S, ãäå |µq| < (q − 1)/(q + 1) ïî÷òè âñþäó, è φq ñ òî÷íîñòüþ
äî ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòû ñîâïàäàåò ñ ϕq. Íàêîíåö, îáðàòíîå îòîáðàæåíèå f−1

q

òàêæå ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì òèïà Òåéõìþëëåðà.
2. Ðàññìîòðèì ñâîáîäíûé ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ F ′ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ

ãîìåîìîðôèçìîâ f ìåæäó êîìïàêòíûìè ðèìàíîâûìè ïîâåðõíîñòÿìè S è S′ ïîëî-
æèòåëüíîãî ðîäà, èìåþùèõ ñóììèðóåìûå ñ êâàäðàòàìè ñîáîëåâñêèå îáîáùåííûå
ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà. Â ñëó÷àå g = 1 äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
îòîáðàæåíèÿ êëàññà F ′ íîðìèðîâàíû óñëîâèåì f(P0) = Q0, ãäå P0 ∈ S, Q0 ∈ S′

� ôèêñèðîâàííûå òî÷êè. Ñóùåñòâîâàíèå â êëàññå F ′ ñëàáî ãàðìîíè÷åñêèõ îòíî-
ñèòåëüíî ìåòðèê ñ èçîëèðîâàííûìè íóëÿìè èìååò ñâîè îñîáåííîñòè (ñì. [4]). Íà-
ïðèìåð, åñëè ÷èñëî íóëåé ó ìåòðèêè áîëüøå, ÷åì 4g− 4, òî äèôôåðåíöèàë Õîïôà
áóäåò èìåòü íå ìåíüøåå ÷èñëî íóëåé è, áóäó÷è ãîëîìîðôíûì, äîëæåí áûòü òîæäå-
ñòâåííûì íóëåì. Ñòàëî áûòü, ñëàáî ãàðìîíè÷åñêèé ãîìåîìîðôèçì â ýòîì ñëó÷àå
îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíûì.

Ïóñòü ìåòðèêà σ2 îòäåëåíà îò íóëÿ, ò. å. ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà c > 0, ÷òî
â çàìêíóòîì ôóíäàìåíòàëüíîì ìíîãîóãîëüíèêå Äèðèõëå P (Γ′) ôóêñîâîé ãðóïïû,
ïðåäñòàâëÿþùåé êîíå÷íóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü S′ êàê îðáèôîëä ∆/Γ′, âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî σ(w) > c.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü σ2(w)|dw|2 � íåïðåðûâíàÿ îòäåëåííàÿ îò íóëÿ ìåòðèêà íà
êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè S′. Åñëè â ñâîáîäíîì ãîìîòîïè÷åñêîì êëàññå
F ′ ãîìåîìîðôèçìîâ f : S → S′ ñóùåñòâóåò ñëàáî ãàðìîíè÷åñêàÿ ýêñòðåìàëü f0

èíòåãðàëà ýíåðãèè Eσ(f), òî îíà ÿâëÿåòñÿ k�êâàçèêîíôîðìíûì îòîáðàæåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåéäåì ê îòîáðàæåíèÿì óíèâåðñàëüíûõ íàêðûâàþùèõ � åäè-
íè÷íûõ êðóãîâ � è ðàññìîòðèì ãîìåîìîðôèçì w = f0(z) : ∆ → ∆. Îáðàçîì
çàìêíóòîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà Äèðèõëå P (Γ) áóäåò çàìêíóòûé
ôóíäàìåíòàëüíûé ìíîãîóãîëüíèê P (Γ′). Äèôôåðåíöèàëó Õîïôà îòâå÷àåò Γ�àâ-
òîìîðôíàÿ ôîðìà ϕ(z) âåñà (-4). Ïóñòü maxz∈P (Γ) |ϕ(z)| = M , ãäå M � ïîëîæè-
òåëüíàÿ êîíñòàíòà. Èìååì

|σ2 ◦ f0(z) f0z f0z| 6 M

ï.â. â P (Γ). Äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííîé w = f0(w) è ââîäÿ îáîçíà÷åíèå κ(w) = µf−1
0

,
ïîëó÷èì

σ(w)
|κ(w)|

1− |κ(w)|2 6 M

ï.â. â P (Γ′). Òàê êàê σ(w) > c > 0 âñþäó â P (Γ′), íàõîäèì

|κ(w)|
1− |κ(w)|2 6 M

c

ï.â. â P (Γ′). Ôóíêöèÿ x/(1 − x2) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå [0, 1), ïî-
ýòîìó

‖κ‖∞ 6 k :=

√
c2

4 M2
+ 1− c

2 M
< 1.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ‖µf0‖∞ 6 k, ÷òî îçíà÷àåò k�êâàçèêîíôîðìíîñòü ñëàáî ãàð-
ìîíè÷åñêîãî ãîìåîìîðôèçìà f0. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
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3. Ïî�ïðåæíåìó ïðåäïîëàãàÿ ìåòðèêó σ2 ∈ C(S′) íîðìèðîâàííîé è îòäåëåí-
íîé îò íóëÿ êîíñòàíòîé c > 0, ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êëàññå F ′ íå ñóùåñòâóåò êâà-
çèêîíôîðìíîé ýêñòðåìàëè èíòåãðàëà ýíåðãèè Eσ(f). Ïóñòü fT � òåéõìþëëåðîâî
îòîáðàæåíèå â êëàññå F ′, K(fT ) = q′ > 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî q > q′ èìååì E(fq) 6
E(fT ) äëÿ ëþáîé ýêñòðåìàëè fq â êëàññå F ′q := {f ∈ F ′ : |µf | 6 (q−1)/(q+1) =: kq}
ï.â. Ïóñòü Wq := {w ∈ S′ : |µf−1

q
| = kq} ï.â. Äëÿ äâóìåðíîé ìåðû mWq Ëåáåãà

ìíîæåñòâà Wq èìååì

0 < c2
k2

q

1− k2
q

mWq < Eσ(fq) < Eσ(fT ).

Ñòàëî áûòü, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

0 < m Wq <
Eσ(fT )

c2

4q

(q + 1)2
.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå fq, ÷òî m Wq < ε. Ïóñòü m = inf Eσ(f),
ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ ïî êëàññó F ′. Â ñèëó íîðìèðîâêè èìååì

Eσ(f) =
1
2

+
∫∫

S′

|κf |2
1− |κf |2 σ2(w) du dv,

ãäå κf � êîìïëåêñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà îòîáðàæåíèÿ f−1. Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷èì,
÷òî m > 1/2. Ðàâåíñòâî m = 1/2 âîçìîæíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà â êëàññå F ′
ñóùåñòâóåò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå, à ýòî èñêëþ÷åíî ñäåëàííûì ïðåäïîëîæå-
íèåì. Ðàññìîòðèì ìèíèìèçèðóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ⊂ F ′ ýêñòðåìàëåé
èíòåãðàëà Eσ(f) â êëàññàõ F ′n, òàêóþ, ÷òî

‖µfn‖∞ 6 n− 1
n + 1

, n ∈ N, n > q′.

Òàêèì îáðàçîì, limn→∞Eσ(fn) = m. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Eσ(fn)} ìîíîòîííîé.

Äèôôåðåíöèàëû Õîïôà {ϕn} ïðèíàäëåæàò L1(S), îòëè÷íû îò íóëÿ ï.â. è ãîëî-
ìîðôíû íà ñâÿçíûõ êîìïîíåíòàõ ìíîæåñòâà S\ f−1

n (Wn). Òàê êàê ãîìåîìîðôèç-
ìû fn ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿìè òèïà Òåéõìþëëåðà, ñ íèìè àññîöèèðóþòñÿ ãî-
ëîìîðôíûå êâàäðàòè÷íûå äèôôåðåíöèàëû φn ∈ C1(S). Åäèíè÷íàÿ ñôåðà C1(S)
ïðîñòðàíñòâà Hol(S) ãîëîìîðôíûõ êâàäðàòè÷íûõ äèôôåðåíöèàëîâ íà êîìïàêò-
íîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ðîäà g > 0 êîìïàêòíà, ïîýòîìó ìîæíî áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî φn ñõîäÿòñÿ ïî íîðìå ê ýëåìåíòó φ0 ∈ C1(S) ïðè n →∞.

Ñ îòîáðàæåíèÿìè f−1
n àññîöèèðóþòñÿ ãîëîìîðôíûå êâàäðàòè÷íûå

äèôôåðåíöèàëû ψn ∈ C1(S′), è áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ψn} ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó ψ0 ∈ C1(S′) â ñèëó àíàëîãè÷íûõ
ñîîáðàæåíèé. Êàê èçâåñòíî [2; 3], êàæäîå êâàçèêîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå óñòàíàâ-
ëèâàåò ãîìåîìîðôèçì ìåæäó òðàåêòîðèÿìè (îðòîãîíàëüíûìè òðàåêòîðèÿìè) φn

íà S è òðàåêòîðèÿìè (îðòîãîíàëüíûìè òðàåêòîðèÿìè) ψn íà S′, ïðè÷åì íóëè ýòèõ
äèôôåðåíöèàëîâ ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó, òàê ÷òî ïîðÿäêè èõ ðàâíû è ñèíãó-
ëÿðíûå ñëîåíèÿ, îáðàçóåìûå òðàåêòîðèÿìè (îðòîãîíàëüíûìè òðàåêòîðèÿìè) äèô-
ôåðåíöèàëîâ òàêæå ãîìåîìîðôíî ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó. Êàæäàÿ òî÷êà P ∈ S



ÃÀÐÌÎÍÈ×ÅÑÊÈÅ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈß ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÐÈÌÀÍÎÂÛÕ... 183

èíöèäåíòíà ïàðå ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íåå êðèâûõ � òðàåêòîðèè è îðòîãîíàëüíîé òðà-
åêòîðèè φ0 è àíàëîãè÷íûé ôàêò èìååò ìåñòî äëÿ òî÷åê Q ∈ S′ ïî îòíîøåíèþ ê ψ0.
Ýòî ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ãîìåîìîðôèçì f0 ìåæäó òî÷êàìè P ∈ S è Q ∈ S′ ñ ïî-
ìîùüþ äèôôåðåíöèàëîâ φ0 è ψ0. Îòîáðàæåíèå f−1

0 ïðèíàäëåæèò êëàññó F ′−1 êàê
ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f−1

n ∈ F ′−1, ïðè÷åì ïî ïîñòðîåíèþ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî
êâàçèêîíôîðìíûì ãîìåîìîðôèçìîì. Ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó èíòåãðàëà ýíåð-
ãèè Eσ(f) ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü, ÷òî f0 � åãî ýêñòðåìàëü, êîòîðàÿ â ñèëó òåîðåìû
1 ÿâëÿåòñÿ k�êâàçèêîíôîðìíûì ãîìåîìîðôèçìîì.

Èòîãîì ïðîâåäåííîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà 2. Ïóñòü σ2(w)|dw|2 � íåïðåðûâíàÿ îòäåëåííàÿ îò íóëÿ ìåòðèêà íà
êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè S′. Â êàæäîì ñâîáîäíîì ãîìîòîïè÷åñêîì
êëàññå F ′ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçìîâ f : S → S′, èìåþùèõ ñóì-
ìèðóåìûå ñ êâàäðàòàìè îáîáùåííûå ñîáîëåâñêèå ïðîèçâîäíûå fz è fz, ñóùåñòâó-
åò ñëàáî ãàðìîíè÷åñêàÿ ýêñòðåìàëü f0 èíòåãðàëà ýíåðãèè Eσ(f), êîòîðàÿ ÿâëÿ-
åòñÿ k�êâàçèêîíôîðìíûì îòîáðàæåíèåì ñ íåêîòîðûì k < 1.

Çàìå÷àíèå. Âìåñòî ñëîåíèé, îïðåäåëÿåìûõ ïàðîé ãîëîìîðôíûõ êâàäðàòè÷íûõ
äèôôåðåíöèàëîâ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçâèòûé Ó.Òåðñòîíîì ÿçûê òåîðèè ãåîäå-
çè÷åñêèõ ëàìèíàöèé è èçìåðèìûõ ñëîåíèé. Ãàðìîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå f0 îòíî-
ñèòñÿ ê òàê íàçûâàåìûì ïñåâäîàíîñîâñêèì îòîáðàæåíèÿì ( ñì. [7; 8]).

Ìåòîäîì Àëüôîðñà ïåðåõîäà ê äâóëèñòíûì èëè ÷åòûðåõëèñòíûì íàêðûâàþ-
ùèì ìîæíî îáîáùèòü ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû íà íåêîòîðûå êîíå÷íûå ðèìàíî-
âû ïîâåðõíîñòè òèïà (g, n, l).
Òåîðåìà 3. Ïóñòü σ2(w)|dw|2 � íåïðåðûâíàÿ îòäåëåííàÿ îò íóëÿ ìåòðèêà íà
êîíå÷íîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè S′ òèïà (g, n, l), èìåþùåé êîíå÷íîìåðíûå ïðî-
ñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ êâàäðàòè÷íûõ äèôôåðåíöèàëîâ ñ êîíå÷íîé íîðìîé � ïëî-
ùàäüþ. Â êàæäîì ñâîáîäíîì ãîìîòîïè÷åñêîì êëàññå F ′ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòà-
öèþ ãîìåîìîðôèçìîâ f : S → S′, èìåþùèõ ñóììèðóåìûå ñ êâàäðàòàìè îáîáùåí-
íûå ñîáîëåâñêèå ïðîèçâîäíûå fz è fz, ñóùåñòâóåò ñëàáî ãàðìîíè÷åñêàÿ ýêñòðå-
ìàëü f0 èíòåãðàëà ýíåðãèè Eσ(f), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ k�êâàçèêîíôîðìíûì îòîá-
ðàæåíèåì ñ íåêîòîðûì k < 1. Äèôôåðåíöèàë Õîïôà ïðèíèìàåò íà ãðàíè÷íûõ
êîíòóðàõ γj ∈ ∂S äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, ò.å. ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì äèô-
ôåðåíöèàëîì Øîòòêè � Àëüôîðñà. Ãîìåîìîðôèçì f0 ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüþ èí-
òåãðàëà Eσ(f) â êëàññå F ′.

4. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå òðåõ, è δn = {e2π i k/n, k = 0, · · · , n−
1} � ïðîñòîé äèâèçîð íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ∂∆. Ñèìâîëîì ωn îáîçíà÷èì åãî
ω�îáðàç {ω(e2π i k/n), k = 0, · · · , n − 1}, ãäå ω � çàäàííûé àíàëèòè÷åñêèé ãîìåî-
ìîðôèçì åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè íà çàìêíóòóþ æîðäàíîâó êðèâóþ γD, îãðàíè÷è-
âàþùóþ îáëàñòü D. Äàëåå, ïóñòü B̂L(ωn) � êëàññ âñåõ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ
ãîìåîìîðôèçìîâ f êðóãà ∆ íà îáëàñòü D, èìåþùèõ ëîêàëüíî ñóììèðóåìûå ñ êâàä-
ðàòàìè ñîáîëåâñêèå îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà è íîðìèðîâàííûõ
óñëîâèÿìè f(e2π i k/n) = ω(e2π i k/n), k = 0, · · · , n− 1, òàêèõ, ÷òî Eσ(f) < ∞.

Íàïîìíèì, ÷òî êâàäðàòè÷íûé äèôôåðåíöèàë Øîòòêè � Àëüôîðñà â ∆ äîïóñ-
êàåò ïðîäîëæåíèå ïî ñèììåòðèè íà Ĉ, ïðèíèìàþùåå äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ
âäîëü ∂∆\ δn è èìåþùåå, áûòü ìîæåò, ïðîñòûå ïîëþñû â òî÷êàõ äèâèçîðà δn.

Ñëåäñòâèåì òåîðåìû 3 ÿâëÿåòñÿ
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Òåîðåìà 4. Â ëþáîì îïèñàííîì âûøå êëàññå B̂L(ωn) ñóùåñòâóåò (ñëàáî) ãàð-
ìîíè÷åñêîå k�êâàçèêîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå f0, ïðè÷åì åãî äèôôåðåíöèàë Õîïôà
ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì äèôôåðåíöèàëîì Øîòòêè � Àëüôîðñà íà ðèìàíîâîé ïî-
âåðõíîñòè D\ω(δn). Ãîìåîìîðôèçì f0 ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüþ èíòåãðàëà ýíåðãèè
â êëàññå B̂L(ωn).

Â ÷àñòíîñòè, ïðè σ = 1 (ñëó÷àé åâêëèäîâîé ìåòðèêè) ïîëó÷àåì òåîðåìó ñó-
ùåñòâîâàíèÿ êëàññè÷åñêîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ f0 : ∆ → D â êëàññå
B̂L(ωn). Ýòî çíà÷èò, ÷òî äèñêðåòíîå îòîáðàæåíèå δn → ω(δn) äîïóñêàåò òàêîå âîñ-
ïîëíåíèå äî êâàçèñèììåòðè÷åñêîãî ãîìåîìîðôèçìà ω̃ : ∂∆ → ∂D, ÷òî èíòåãðàë
Ïóàññîíà ñ ïëîòíîñòüþ ω̃ ðåàëèçóåò êëàññè÷åñêîå ãàðìîíè÷åñêîå êâàçèêîíôîðì-
íîå äèôôåîìîðôíîå îòîáðàæåíèå åäèíè÷íîãî êðóãà íà îáëàñòü D.

5. Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëè èíòåãðàëà ∂�ýíåðãèè [5]

Ẽ(f) =
∫∫

∆

|fz|2σ2 ◦ f(z)dx dy,

ãäå σ = σ(w)|dw| = (1 − |w|2)−1|dw| � ìåòðèêà Ïóàíêàðå â åäèíè÷íîì êðóãå ∆, â
êëàññå B̂L(ω) ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ àâòîãîìåîìîðôèçìîâ f êðóãà, èìåþùèõ
ëîêàëüíî ñóììèðóåìûå ñ êâàäðàòàìè ñîáîëåâñêèå îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå ïåð-
âîãî ïîðÿäêà, ñîâïàäàþùèõ íà åãî ãðàíèöå ∂∆ ñ çàäàííîé êâàçèñèììåòðè÷åñêîé
ôóíêöèåé ω, ãîìåîìîðôíî îòîáðàæàþùåé ýòó îêðóæíîñòü íà ñåáÿ è èìåþùèõ êî-
íå÷íûé èíòåãðàë Ẽ(f). Èç ðåçóëüòàòîâ Ã.Ä.Ñóâîðîâà [6] ñëåäóåò, ÷òî ïîäêëàññû
B̂Ls(ω) îòîáðàæåíèé èç B̂L(ω), èìåþùèõ îãðàíè÷åííûå ÷èñëîì s èíòåãðàëû Ẽ(f),
êîìïàêòíû â òîïîëîãèè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè, è åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëå-
ìåíòîâ fn ∈ B̂Ls(ω) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f , òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fnz} è {fnz}
ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê fz è fz ñîîòâåòñòâåííî. Ãèïîòåçà Ð. Øåíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýêñ-
òðåìàëè èíòåãðàëà Ẽ(f) â êëàññå B̂L(ω) ñóùåñòâóþò è ÿâëÿþòñÿ êîíôîðìíûìè
ëèáî êâàçèêîíôîðìíûìè ãàðìîíè÷åñêèìè îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè σ îòîáðàæåíèÿ-
ìè, ò.å. óäîâëåòâîðÿþò êâàçèëèíåéíîìó óðàâíåíèþ

fzz + 2
f(z)

1− |f(z)|2 fz fz = 0. (1)

Òåîðåìà 5. Åñëè îòëè÷íûé îò êîíôîðìíîãî êâàçèêîíôîðìíûé ãîìåîìîðôèçì f0

äîñòàâëÿåò ìèíèìóì èíòåãðàëó Ẽ(f) â êëàññå B̂L(ω), òî äèôôåðåíöèàë Õîïôà
ϕ0 = σ2 ◦ f0(z) f0zf0zdz2 ïðèíàäëåæèò áàíàõîâó ïðîñòðàíñòâó Hol(∆, |µf0 |), îá-
ðàçîâàííîìó ãîëîìîðôíûìè êâàäðàòè÷íûìè äèôôåðåíöèàëàìè ϕ â ∆ ñ âåñîâîé
íîðìîé

‖ϕ‖∗ =
∫∫

∆

|µf0 ||ϕ|dx dy.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè â êëàññå B̂L(ω) èìååòñÿ êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå f0, òî
îíî è áóäåò ýêñòðåìàëüþ èíòåãðàëà ýíåðãèè. Â ýòîì ñëó÷àå f0z̄ = 0 è äèôôåðåí-
öèàë Õîïôà ðàâåí íóëþ. Ïóñòü f0 � îòëè÷íàÿ îò êîíôîðìíîé êâàçèêîíôîðìíàÿ
ýêñòðåìàëü è ϕ /∈ Hol(∆, |µf0 |. Èç î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà

∫∫

∆

|µf0 |
|f0zf0z|

(1− |f0(z)|2)2 |dx dy
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6
∫∫

∆

|κ0|2
(1− |κ0|2)(1− |w|2)2 du dv = Ẽ(f0) < ∞,

ãäå κ0 = µf−1
0

, ñëåäóåò êîíå÷íîñòü âåñîâîé íîðìû äèôôåðåíöèàëà Õîïôà. Ëþ-
áàÿ òðèâèàëüíàÿ âàðèàöèÿ H(z, ε) äîïóñòèìà. Ðàññìîòðèì áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî
L1(∆, |µf0 |) ñóììèðóåìûõ ñ âåñîì |µf0 | ôóíêöèé ψ â ∆ ñ âåñîâîé íîðìîé

||ψ||∗ :=
∫∫

∆

|ψ| |µf0 |dx dy.

Òàê êàê ϕ0 /∈ Hol(∆, |µf0 |), èìååì

d := inf
ϕ∈Hol(∆, |µf0 |)

‖ϕ− ϕ0‖∗ > 0.

Ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû Õàíà � Áàíàõà è òåîðåìå Ðèññà íà L1(∆, |µf0 |) ñóùåñòâó-
åò òàêîé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë l(ψ) =

∫∫
∆

νψdx dy, ÷òî l(ϕ)
= 0 äëÿ âñåõ ϕ ∈ Hol(∆, |µf0 |) è l(ϕ0) = d. Äèôôåðåíöèàë Áåëüòðàìè ν, àñ-
ñîöèèðîâàííûé ñ l(ψ), ëîêàëüíî òðèâèàëåí íà ∆, ïîñêîëüêó l(ϕ) = 0 äëÿ ϕ ∈
Hol(∆, |µf0 |), è ñëåäîâàòåëüíî,

∫∫
∆

νφdx dy = 0 äëÿ ýëåìåíòîâ φ ïðîñòðàíñòâà
Hol(∆), îáðàçîâàííîãî ãîëîìîðôíûìè â ∆ êâàäðàòè÷íûìè äèôôåðåíöèàëàìè ñ
êîíå÷íîé íîðìîé ||ϕ|| :=

∫∫
∆
|ϕ|dx dy. Ïóñòü H(z, ε) � òðèâèàëüíàÿ âàðèàöèÿ ïî-

âåðõíîñòè ∆ ñ êîìïëåêñíîé õàðàêòåðèñòèêîé εν + O(ε2). Åé ñîîòâåòñòâóåò òðè-
âèàëüíàÿ âàðèàöèÿ Ĥ(w, ε) := f0 ◦ H ◦ f−1

0 åäèíè÷íîãî êðóãà ∆ = ∆w ⊂ Cw ñ
êîìïëåêñíîé õàðàêòåðèñòèêîé Ĥw/Ĥw = εν̂ +0(ε2), ãäå ν̂ � ëîêàëüíî òðèâèàëüíûé
äèôôåðåíöèàë Áåëüòðàìè. Âû÷èñëèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ïåðâóþ âàðèàöèþ ôóíê-
öèîíàëà Ẽ(f) â òî÷êå f0. Äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííîé w = f0(z), íàõîäèì

Ẽ(f0 ◦H−1) =
∫∫

∆

|κ + εν̂ − εν̄κ2 + O(ε)2|2
1− |κ + εν̂ − εν̄κ2 + O(ε)2|2 σ2(w)du dv + O(ε2)

=
∫∫

∆

|κ|2 + 2εRe ν̂κ(1− |κ|2) + O(ε)2

(1− |κ|2)(1− 2εRe ν̂κ) + O(ε)2
σ2(w)du dv + O(ε2)

=
∫∫

∆

|κ|2
(1− |κ|2) (1 + 4εRe ν̂κ/|κ|2 + O(ε2))σ2(w)du dv + O(ε2).

Îòñþäà íàõîäèì
δÊ(f0) = 4 Re

∫∫

∆

ν̂κ0

1− |κ0|2 σ2(w)du dv

= −4 Re

∫∫

∆

νσ2 ◦ f0(z) f0zf0zdx dy = −4 Re (ν, ϕ0).

Íà ïîñëåäíåì øàãå âûïîëíåíà çàìåíà ïåðåìåííîé z = f−1
0 . Òàêèì îáðàçîì, δÊ(f0) =

−4 d < 0 âîïðåêè ýêñòðåìàëüíîìó ñâîéñòâó îòîáðàæåíèÿ f0. Ïðîòèâîðå÷èå îçíà-
÷àåò, ÷òî ϕ0 ∈ Hol(∆). Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
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Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êëàññå B̂L(ω) ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå f0, ñ êîòî-
ðûì àññîöèèðóåòñÿ ãîëîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë Õîïôà ϕ0. Â êðóãå ∆ε = {z ∈
∆ : |z| 6 ε}, ε < 1, èìååì ï.â.

|µ0(z)| |f0z| |f0z|
(1− |f0(z)|2)

2

6 max
∆ε

|ϕ0(z)| =: M = M(ε).

Äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííîé w = f0(z), ïîëó÷èì

|κ0(w)|2
1− |κ0(w)|2 6 M,

è ñëåäîâàòåëüíî,
|κ0(w)| 6 1√

1 + M−1
=: q = q(ε) < 1

äëÿ ï.â. w ∈ f0(∆ε). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñõîäèòñÿ èíòåãðàë
∫∫

∆\∆ε

|κ0(w)|2
(1− |κ0(w)|2)(1− |w|)2 du dv,

äëÿ ÷åãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë ïðåäåë

lim
|w|→1

|κ0(w)|2
1− |κ0(w)|2 = 0

äëÿ ï.â. w ∈ f0(∆\ ε). Ñòàëî áûòü,

‖κ0

∣∣
∆ε
‖∞ 6 δ,

ãäå δ = δ(ε) → 0 ïðè ε → 0. Òàêèì îáðàçîì,

‖µ0‖∞ = ‖κ0‖∞ < min
ε

max(q(ε), δ(ε)) < 1.

Äîêàçàíà
Òåîðåìà 6. Åñëè f0 � ýêñòðåìàëü èíòåãðàëà Ẽ(f) â êëàññå B̂L(ω) è ñ íåé àññî-
öèèðóåòñÿ ãîëîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë Õîïôà ϕ0, òî îíà ÿâëÿåòñÿ k�êâàçèêîí-
ôîðìíûì îòîáðàæåíèåì ñ íåêîòîðûì k < 1, à ϕ0 ïðèíàäëåæèò áàíàõîâó ïðî-
ñòðàíñòâó Hol(∆, |µf0 |).

Äàëåå, ãîëîìîðôíîñòü äèôôåðåíöèàëà Õîïôà ñ ó÷åòîì ðàññóæäåíèé ï. 1�3
ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü, ÷òî ýêñòðåìàëü f0(z) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé (1), à ïðèíàäëåæíîñòü ìåòðèêè Ïóàíêàðå êëàñ-
ñó C∞ � óòâåðæäàòü, ÷òî f0 ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) âñþäó,
êðîìå, áûòü ìîæåò, íóëåé äèôôåðåíöèàëà Õîïôà. Òàêèì îáðàçîì, âåðíà
Òåîðåìà 7. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñ ýêñòðåìàëüþ f0 ∈ B̂L(ω) èíòåãðàëà Ẽ(f) àññîöè-
èðîâàëñÿ ãîëîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë Õîïôà ϕ0, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî-
áû îíà áûëà k�êâàçèêîíôîðìíîé ñ íåêîòîðûì k < 1. Ïðè ýòîì êâàçèêîíôîðìíàÿ
ýêñòðåìàëü f0 èíòåãðàëà Ẽ(f) â êëàññå B̂L(ω) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1) âñþ-
äó â ∆, êðîìå, áûòü ìîæåò, íóëåé äèôôåðåíöèàëà Õîïôà, à ϕ0 ïðèíàäëåæèò
áàíàõîâó ïðîñòðàíñòâó Hol(∆, |µf0 |).
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6. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå òðåõ, è δn = {e2π i k/n, k = 0, · · · , n−
1} � ïðîñòîé äèâèçîð íà îêðóæíîñòè ∂∆. Ñèìâîëîì ωn îáîçíà÷èì åãî ω�îáðàç
{ω(e2π i k/n), k = 0, · · · , n − 1}, ãäå ω � çàäàííûé êâàçèñèììåòðè÷åñêèé àâòîìîð-
ôèçì åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Äàëåå, ïóñòü B̂L(ωn) � êëàññ âñåõ ñîõðàíÿþùèõ
îðèåíòàöèþ àâòîãîìåîìîðôèçìîâ f êðóãà ∆, èìåþùèõ ëîêàëüíî ñóììèðóåìûå ñ
êâàäðàòàìè ñîáîëåâñêèå îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà è íîðìèðîâàí-
íûõ óñëîâèÿìè f(e2π i k/n) = ω(e2π i k/n), k = 0, · · · , n− 1, òàêèõ, ÷òî Ẽ(f) < ∞.

Íàïîìíèì, ÷òî êâàäðàòè÷íûé äèôôåðåíöèàë Øîòòêè � Àëüôîðñà â ∆ äîïóñ-
êàåò ïðîäîëæåíèå ïî ñèììåòðèè íà Ĉ, ïðèíèìàþùåå äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ
âäîëü ∂∆\ δn è èìåþùåå, áûòü ìîæåò, ïðîñòûå ïîëþñû â òî÷êàõ äèâèçîðà δn.

Ïóñòü q′ := inff∈B̂L(ωn)K(f) > 1, ò.å. â êëàññå B̂L(ωn) íå ñóùåñòâóåò ìåáè-
óñîâà ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïðè q > q′ îáîçíà÷èì ñèìâîëîì B̂L(ωn, q) ïîäêëàññ êëàñ-
ñà B̂L(ωn), îáðàçîâàííûé q�êâàçèêîíôîðìíûìè îòîáðàæåíèÿìè. Èç íåïóñòîòû è
êîìïàêòíîñòè êàæäîãî êëàññà B̂L(ωn, q) ïðè q > q′ è ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíè-
çó ∂�èíòåãðàëà ýíåðãèè Ẽ(f) îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè åãî
ýëåìåíòîâ ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ýêñòðåìàëè fq. Ñ ïîìîùüþ ðàññóæäåíèé, àíà-
ëîãè÷íûõ ïðîâåäåííûì ðàíåå, äîêàçûâàåòñÿ
Òåîðåìà 8. Åñëè îòëè÷íûé îò êîíôîðìíîãî êâàçèêîíôîðìíûé ãîìåîìîðôèçì f0

äîñòàâëÿåò ìèíèìóì èíòåãðàëó Ẽ(f) â êëàññå
B̂L(ωn), òî äèôôåðåíöèàë Õîïôà ϕ0 ïðèíàäëåæèò áàíàõîâó ïðîñòðàíñòâó
Hol(∆, |µf0 |) ãîëîìîðôíûõ êâàäðàòè÷íûõ äèôôåðåíöèàëîâ Øîòòêè � Àëüôîðñà
íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè Rn := ∆\ δn ñ âåñîâîé íîðìîé
‖ϕ0‖∗ :=

∫∫
∆
|µf0 | |ϕ0|dx dy. Îáðàòíî, åñëè ñ ýêñòðåìàëüþ f0 ôóíêöèîíàëà Ẽ(f)

â êëàññå B̂L(ωn) àññîöèèðóåòñÿ äèôôåðåíöèàë Õîïôà ϕ0 ∈ Hol(∆), òî ϕ0 ∈
Hol(∆, |µf0 |) è îòîáðàæåíèå f0 êâàçèêîíôîðìíî.

Äàëåå, ñ ïîìîùüþ ïàðû ñîîòâåòñòâóþùèõ äðóã äðóãó ãîëîìîðôíûõ êâàäðà-
òè÷íûõ äèôôåðåíöèàëîâ φ0 è ψ0 âïîëíå àíàëîãè÷íî [3] ñòðîèòñÿ ñëàáî ãàðìîíè-
÷åñêèé îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè Ïóàíêàðå ãîìåîìîðôèçì f̂ : Rn → Sn. Ïðèíèìàÿ âî
âíèìàíèå, ÷òî µf̂ → 0 ïðè |z| → 1, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 9. Â êàæäîì B̂L(ωn) ñóùåñòâóåò ñëàáî ãàðìîíè÷åñêàÿ îòíîñèòåëüíî
ìåòðèêè Ïóàíêàðå ýêñòðåìàëü f̂ ∂�èíòåãðàëà ýíåðãèè
Ẽ(f), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ k�êâàçèêîíôîðìíûì îòîáðàæåíèåì.

Òàê êàê ìåòðèêà Ïóàíêàðå ïðèíàäëåæèò êëàññó C∞, òî èç ðåçóëüòàòîâ [9; 10]
ñëåäóåò, ÷òî ýêñòðåìàëü f̂ ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) âñþäó,
çà âîçìîæíûì èñêëþ÷åíèåì íóëåé äèôôåðåíöèàëà Õîïôà.
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