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Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ìîäåëü ïîðòôåëÿ ìèíèìàëüíîãî ðèñêà â çàâèñè-
ìîñòè îò óðîâíÿ âåðîÿòíîñòè, ñ êîòîðûì âûïîëíÿåòñÿ âîçìîæíîñòíî-
âåðîÿòíîñòíîå îãðàíè÷åíèå, ìîäåëèðóþùåå ïðèåìëåìûé óðîâåíü äîõîä-
íîñòè ïîðòôåëÿ â íå÷åòêîé ñëó÷àéíîé ñðåäå.

The paper investigates a model of minimal risk portfolio depending on
the level of probability, with which a possibilistic-probabilistic limitation,
modeling acceptable level of portfolio pro�tability in a fuzzy random
environment, is performed.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîðòôåëü ìèíèìàëüíîãî ðèñêà, íå÷åòêàÿ
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ýêâèâàëåíòíûé äåòåðìèíèðîâàííûé àíàëîã,
âîçìîæíîñòíî-âåðîÿòíîñòíàÿ ñðåäà.
Keywords: minimal risk portfolio, fuzzy random variable, equivalent
determinate analog, possibilistic-probabilistic environment.

1. Ââåäåíèå

Äàííàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèå ìîäåëåé èíâåñòèöèîííîãî ïîðòôåëÿ â
íå÷¼òêîé ñëó÷àéíîé ñðåäå [1-7]. Â [8, 9] áûëà ðàçðàáîòàíà ìîäåëü ïîðòôåëÿ ìèíè-
ìàëüíîãî ðèñêà, â êîòîðîé îãðàíè÷åíèå íà ïðèåìëåìûé óðîâåíü äîõîäíîñòè ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ â âîçìîæíîñòíî-âåðîÿòíîñòíîì êîíòåêñòå. Êàê áûëî ïîêàçàíî â [8],
ïðè óðîâíå âåðîÿòíîñòè ðàâíîì 0,5 âëèÿíèå ìîìåíòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà íà ìîäåëü
îãðàíè÷åíèé èñêëþ÷àåòñÿ. Â äàííîé ðàáîòå ìû îáîáùàåì ïîëó÷åííûå íàìè ðàíåå
ðåçóëüòàòû íà óðîâåíü âåðîÿòíîñòè áîëüøèé 0,5, ñ êîòîðûì âûïîëíÿåòñÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùåå îãðàíè÷åíèå ïî âîçìîæíîñòè/âåðîÿòíîñòè [11, 12].

2. Áàçîâûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Ñëåäóÿ [13, 15-20], ââåäåì íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ. Ïóñòü Γ åñòü ìíîæåñòâî ýëå-
ìåíòîâ, îáîçíà÷àåìûõ äàëåå ÷åðåç γ > Γ, P �Γ� - ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ Γ,
E1 � ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò N 10-01-00052a.
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Îïðåäåëåíèå 1. Ìåðîé âîçìîæíîñòè íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà

π � P �Γ�� E1,

îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè:

1. π�g� � 0, π�Γ� � 1; 2. π��
i>I

Ai� � sup
i>I

π�Ai�,
äëÿ ëþáîãî èíäåêñíîãî ìíîæåñòâà I è ìíîæåñòâ Ai > P �Γ�.

Òðèïëåò �Γ, P �Γ�, π� íàçûâàåòñÿ âîçìîæíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì.
Îïðåäåëåíèå 2. Âîçìîæíîñòíîé (íå÷åòêîé) âåëè÷èíîé íàçûâàåòñÿ îòîáðàæå-
íèå Z � Γ � E1. Ðàñïðåäåëåíèåì âîçìîæíîñòíûõ çíà÷åíèé âåëè÷èíû Z íàçûâà-
åòñÿ ôóíêöèÿ µZ��� � E1 � �0,1�, îïðåäåëÿåìàÿ ïî ïðàâèëó:

µZ�z� � π�γ > Γ � Z�γ� � z�, ¦z > E1,

µZ�z� åñòü âîçìîæíîñòü òîãî, ÷òî ïåðåìåííàÿ Z ìîæåò ïðèíÿòü çíà÷åíèå z.
Ìåðîé, äâîéñòâåííîé âîçìîæíîñòíîé ìåðå, ÿâëÿåòñÿ ìåðà íåîáõîäèìîñòè, îïðå-

äåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ν�A� � 1 � π�Ac�, ¦A > P �Γ�,
Ac- åñòü äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà A.
Îïðåäåëåíèå 3. Íå÷¼òêàÿ âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ òðèàíãóëÿðíîé (îáîçíà÷åíèå
êëàññà Tr�m, d, d�), åñëè å¼ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

µX�t� � max�0, min�1, 1 � t �m

d
, 1 � t �m

d
¡¡ , ¦t > E1,

ãäå d è d - ëåâûé è ïðàâûé êîýôôèöèåíòû íå÷¼òêîñòè, m - ìîäàëüíîå çíà÷åíèå.
Äàäèì îïðåäåëåíèå íå÷åòêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
Ïóñòü �Ω,B,P � åñòü âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 4. Íå÷åòêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X åñòü âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
X��, �� � Ω � Γ � E1, òàêàÿ, ÷òî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì γ > Γ, âåëè÷èíà Xγ �
X�ω, γ� ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, îïðåäåëåííîé íà �Ω,B,P �.
Îïðåäåëåíèå 5. r � óðîâíåâûì ìíîæåñòâîì íå÷åòêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íà-
çûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Xω�r� � �t > E1 � µXω�t� C r�, 0 @ r B 1.

Îïðåäåëèì ìîìåíòû âòîðîãî ïîðÿäêà â ñîîòâåòñòâèè ñ [14]. Ïóñòü X è Y �
íå÷åòêèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.
Îïðåäåëåíèå 6. Êîâàðèàöèÿ íå÷åòêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y îïðåäåëÿåòñÿ
êàê

Cov�X,Y � � 1
2

1

S
0

�Cov�X�
ω�r�, Y �

ω �r�� �Cov�X�
ω�r�, Y �

ω �r���dr.

Çäåñü X�
ω�r�, Y �

ω �r� è X�
ω�r�, Y �

ω �r� åñòü ëåâàÿ è ïðàâàÿ ãðàíèöû r - óðîâíåâûõ
ìíîæåñòâ ñîîòâåòñòâóþùèõ íå÷åòêèõ âåëè÷èí.
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Îïðåäåëÿåìàÿ òàêèì îáðàçîì êîâàðèàöèÿ, êàê íåòðóäíî âèäåòü, ÿâëÿåòñÿ ÷åò-
êîé âåëè÷èíîé. Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ ìîìåíòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà
íå÷åòêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïðåäëàãàåòñÿ â [21].

Îïðåäåëåíèå 7. Äèñïåðñèÿ íå÷åòêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X îïðåäåëÿåòñÿ êàê

DX � Cov�X,X�.
Îïðåäåëåíèå 8. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íå÷åòêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
åñòü íå÷åòêàÿ âåëè÷èíà, òàêàÿ ÷òî �EX�r�� � E�X�r�� � �EX��r�,EX��r��,
0@ r B1.

3. Ìîäåëü ïîðòôåëÿ ìèíèìàëüíîãî ðèñêà â íå÷¼òêîé ñëó÷àéíîé ñðå-
äå ïðè îãðàíè÷åíèè ïî âîçìîæíîñòè (íåîáõîäèìîñòè) è âåðîÿòíîñòè íà
óðîâåíü äîõîäíîñòè

Íàðÿäó ñ ìîäåëüþ ïîðòôåëÿ ìèíèìàëüíîãî ðèñêà â íå÷¼òêîé ñëó÷àéíîé ñðåäå
ïðè îãðàíè÷åíèè ïî âîçìîæíîñòè (íåîáõîäèìîñòè) íà óðîâåíü îæèäàåìîé äîõîä-
íîñòè

Vp�w��min (1)¢̈̈̈̈̈̈¦̈̈̈̈̈̈¤
τ �Rp�w, γ� C md� C α0,
nP

i�1
wi � 1,

w1, ..., wn C 0,

(2)

â [8, 9] ìû ââåëè ìîäåëü ïîðòôåëÿ ìèíèìàëüíîãî ðèñêà â óñëîâèÿõ íå÷¼òêèõ ñëó-
÷àéíûõ äàííûõ ïðè îãðàíè÷åíèè ïî âîçìîæíîñòè (íåîáõîäèìîñòè) / âåðîÿòíîñòè
íà óðîâåíü äîõîäíîñòè, ïðèåìëåìûé äëÿ èíâåñòîðà:

Vp�w��min (3)¢̈̈̈̈̈̈¦̈̈̈̈̈̈¤
τ �P �Rp�w, ω, γ� C md� C p0� C α0,
nP

i�1
wi � 1,

w1, ..., wn C 0,

(4)

Â ìîäåëÿõ (1), (2) è (3), (4) w � �w1, ..., wn� åñòü âåêòîð äîëåé êàïèòàëà,
Vp�w� - ðèñê ïîðòôåëÿ, Rp�w, ω, γ� - äîõîäíîñòü ïîðòôåëÿ ïðè íàëè÷èè ñëó÷àé-
íûõ è íå÷åòêèõ ôàêòîðîâ, Rp�w, γ� - îæèäàåìàÿ äîõîäíîñòü ïîðòôåëÿ, τ > �π, ν�;
p0 è α0 - çàäàííûå óðîâíè âåðîÿòíîñòè è âîçìîæíîñòè, p0, α0 > �0, 1�, md - óðî-
âåíü äîõîäíîñòè, ïðèåìëåìûé äëÿ èíâåñòîðà. Â îáùåì ñëó÷àå ïàðàìåòð md ìîæåò
áûòü íå÷¼òêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

Ïðè íàëè÷èè ñëó÷àéíûõ è íå÷¼òêèõ ôàêòîðîâ äîõîäíîñòü ïîðòôåëÿ
Rp�w, ω, γ� ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Rp�w, ω, γ� � nQ
i�1

Ri�ω, γ� �wi,
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ãäå Ri�ω, γ� - íå÷¼òêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ìîäåëèðóþùàÿ äîõîäíîñòü i-ãî ôè-
íàíñîâîãî àêòèâà.

Îæèäàåìàÿ äîõîäíîñòü ïîðòôåëÿ îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé: Rp�w, γ� �
� E �Rp�w, ω, γ�� � nP

i�1
Ri�γ� �wi; Ri�γ� � E �Ri�ω, γ�� .

Ðèñê ïîðòôåëÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ Vp�w� � nP
i,j�1

cov�Ri,Rj�wiwj , â

êîòîðîé cov�Ri,Rj� âû÷èñëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 6.
Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî:

1. äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî ω âîçìîæíîñòíûå ïåðåìåííûå Ri�ω, γ� õàðàê-
òåðèçóþòñÿ êâàçèâîãíóòûìè ïîëóíåïðåðûâíûìè ñâåðõó ôóíêöèÿìè ðàñïðå-
äåëåíèÿ;

2. íå÷¼òêèå ïåðåìåííûå Ri�ω, γ� ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â E1
� � �t > E1 � t C 0� è

õàðàêòåðèçóþòñÿ îãðàíè÷åííûìè íîñèòåëÿìè;

â [7] ïîñòðîåí ýêâèâàëåíòíûé ÷¼òêèé àíàëîã çàäà÷è (1), (2):

Vp�w��min, (5)¢̈̈̈̈̈̈̈¦̈̈̈̈̈̈̈¤
nP

i�1
R

����
i �α0� �wi C md,

nP
i�1

wi � 1,

w1, ..., wn C 0.

(6)

Ïðè τ � π ñèñòåìó îãðàíè÷åíèé (6) ìû ðàññìàòðèâàåì äëÿ R
�
i , à ïðè τ � ν -

äëÿ R
�
i . Çäåñü R

�
i è R

�
i - ïðàâàÿ è ëåâàÿ ãðàíèöû îæèäàåìîé äîõîäíîñòè i-ãî

ôèíàíñîâîãî àêòèâà ïðè óðîâíå âîçìîæíîñòè α0 � 0,5.
Ïåðåéäåì òåïåðü ê èññëåäîâàíèþ ìîäåëè (3), (4).
Ïóñòü â ìîäåëè (3), (4) íå÷¼òêèå ñëó÷àéíûå ïåðåìåííûå Ri�ω, γ� èìåþò ñäâèã-

ìàñøòàáíîå ïðåäñòàâëåíèå:

Ri�ω, γ� � ai�ω� � σi�ω� �Xi�γ�, ai�ω� > Np�a0
i , gai�, σi�ω� > Np�σ0

i , gσi�,
ãäå Np - åñòü êëàññ íîðìàëüíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé, Xi�γ� - íå÷¼òêàÿ
ïåðåìåííàÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿñÿ óíèìîäàëüíîé, êâàçèâîãíóòîé, ïîëóíåïðåðûâíîé
ñâåðõó ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñ îãðàíè÷åííûì íîñèòåëåì.

C���� � �C����
ij � - êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà, êîýôôèöèåíòû êîòîðîé îïðåäåëÿþò-

ñÿ ïî ôîðìóëå:

C
����
ij � cov�ai, aj� � cov�ai, σj� � u����

j �α0� � cov�σi, aj� � u����
i �α0��

� cov�σi, σj� � u����
i �α0� � u����

j �α0�, (7)

ãäå u�i �α0� è u�i �α0� - ïðàâàÿ è ëåâàÿ ãðàíèöû α0 - óðîâíåâîãî ìíîæåñòâà íå÷¼òêîé
âåëè÷èíû Xi�γ�.

Â [8] íàìè áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü cov�ai, σj� C 0, cov�σi, σj� C 0, i, j � 1, n. Òîãäà ýêâèâàëåíò-
íûé äåòåðìèíèðîâàííûé àíàëîã ìîäåëè (3), (4) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Vp�w��min, (8)¢̈̈̈̈̈̈̈¦̈̈̈̈̈̈̈¤
R

����
p �w� � β0 �

½
D

����
p �w� C md,

nP
i�1

wi � 1,

w1, ..., wn C 0,

(9)

ãäå β0 åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Φ0�t� � 1 � p0, Φ0�t�- ôóíêöèÿ ñòàíäàðòíîãî íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïðè τ � π ñèñòåìó îãðàíè÷åíèé (9) ðàññìàòðèâàåì äëÿ R
�
i è D�

p , ïðè τ � ν -
äëÿ R

�
p è D�

p .
Çäåñü R

����
p è D

����
p - α0-óðîâíåâûå ãðàíèöû îæèäàåìîé äîõîäíîñòè è α0-

óðîâíåâûå ãðàíèöû äèñïåðñèè ïîðòôåëÿ, îïðåäåëÿåìûå ïî ôîðìóëàì:

R
����
p �w� � nQ

i�1
wi �a0

i � σ0
i � u

����
i �α0�� ,

D
����
p �w� � nQ

i�1

nQ
j�1

C
����
ij �wi �wj .

Ïðè p0 C 0,5 ìîäåëü (8), (9) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,
òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå β0 B 0.

Çàìå÷àíèå: ïðè p0 = 0.5 è α0=0.5 ýêâèâàëåíòíûé äåòåðìèíèðîâàííûé àíàëîã
(8), (9) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

Vp�w��min, (10)¢̈̈̈̈̈̈¦̈̈̈̈̈̈¤
R

����
p �w� C md,

nP
i�1

wi � 1,

w1, ..., wn C 0.

(11)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè p0 = 0.5 ýêâèâàëåíòíûå äåòåðìèíèðîâàííûå àíàëîãè ìî-
äåëåé (1), (2) è (3), (4) ñîâïàäàþò.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ìîäåëè (3), (4) ïðè óðîâíå âåðîÿòíîñòè p0 C 0,5 íà
ðåàëüíûõ äàííûõ ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó èíòåëëåêòóàëüíîãî àíàëèçà äàííûõ, ïîç-
âîëÿþùóþ â êîíå÷íîì èòîãå îïðåäåëèòü êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó è îæèäàåìûå
äîõîäíîñòè. Â äàëüíåéøåì ýòî ïîçâîëèò íàì èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ìíîæåñòâà
èíâåñòèöèîííûõ âîçìîæíîñòåé â çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ âåðîÿòíîñòè.

4. Èíòåëëåêòóàëüíûé àíàëèç äàííûõ äëÿ âåðîÿòíîñòíî-âîçìîæíîñòíîé
ìîäåëè ïîðòôåëÿ ìèíèìàëüíîãî ðèñêà

Ïðîäåìîíñòðèðóåì âîçìîæíîñòè ðàçðàáîòàííîãî ïîäõîäà ê îïòèìèçàöèè ïîðò-
ôåëÿ íà ðåàëüíûõ äàííûõ. Ðàññìîòðèì ïîðòôåëü, ñîñòîÿùèé èç òð¼õ âèäîâ öåí-
íûõ áóìàã (Ãàçïðîìà, ËÓÊÎÉËà è Íîðèëüñêîãî Íèêåëÿ), èíôîðìàöèÿ î êîòîðûõ



94 ØÅÔÎÂÀ Í.À., ßÇÅÍÈÍ À.Â.

âçÿòà èç ýëåêòðîííûõ àðõèâîâ Ðîññèéñêîãî èíôîðìàöèîííîãî àãåíòñòâà ¾ÐîñÁèç-
íåñÊîíñàëòèíã¿. Êàê ïðàâèëî, èíôîðìàöèÿ î òîðãóåìûõ öåííûõ áóìàãàõ ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå òàáëèöû, ãäå óêàçûâàåòñÿ äàòà òîðãîâ, ñðåäíåâçâåøåííàÿ öå-
íà, öåíà ïîêóïêè ïðè îòêðûòèè, öåíà ïðîäàæè ïðè çàêðûòèè, ìèíèìàëüíàÿ öåíà
ñäåëêè ìàêñèìàëüíàÿ öåíà ñäåëêè. Ôðàãìåíò îäíîé èç òàáëèö ïðåäñòàâëåí íèæå
(Òàáëèöà 1).

Òàáëèöà 1: Ýëåìåíòû àðõèâà èòîãîâ òîðãîâ öåííîé áóìàãè êîìïàíèè "Ãàç-
ïðîì"çà ïåðèîä ñ 15.12.2008 ïî 14.12.2009 ($)
Äàòà
òîðãîâ

Ñðåäíå-
âçâåøåí-
íàÿ öåíà

Ïîêóïêà
(îòêðû-
òèå)

Ïðîäàæà
(çàêðû-
òèå)

Ìèíè-
ìàëüíàÿ
öåíà ñäåë-
êè

Ìàêñè-
ìàëüíàÿ
öåíà ñäåë-
êè

15.12.2008 117,30 116,30 116,80 115,80 118,86
16.12.2008 116,15 115,50 115,50 114,70 117,49
17.12.2008 115,40 117,77 113,15 112,12 117,92

... ... ... ... ... ...
10.12.2009 166,33 165,88 166,09 164,16 167,77
11.12.2009 166,80 167,10 166,11 165,66 167,80
14.12.2009 166,63 167,50 167,09 165,83 167,75

Êàê ïîêàçàíî â [7], íàèáîëåå òî÷íî êîëåáàíèå öåíû ôèíàíñîâîãî àêòèâà â òå-
÷åíèå îäíîãî äíÿ òîðãîâ ìîæíî îòñëåäèòü ñ ïîìîùüþ òàêèõ õàðàêòåðèñòèê, êàê
ìèíèìàëüíàÿ öåíà, ñðåäíåâçâåøåííàÿ öåíà è ìàêñèìàëüíàÿ öåíà ñäåëêè. Ïîýòîìó
ðåçóëüòàòîì ïåðâè÷íîé îáðàáîòêè äîëæåí áûòü âðåìåííîé ðÿä ñ õàðàêòåðèñòèêà-
ìè äîõîäíîñòè ôèíàíñîâîãî àêòèâà, ïðåäñòàâëåííûìè â òàáëèöå 2.

Òàáëèöà 2: Ñòðóêòóðà ýëåìåíòîâ âðåìåííîãî ðÿäà, íåîáõîäèìûõ äëÿ îöåíêè ïà-
ðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ îæèäàåìîé äîõîäíîñòè ôèíàíñîâîãî àêòèâà

Äàòà òîð-
ãîâ

Ìèíèìàëüíàÿ
öåíà ñäåëêè

Ñðåäíå-
âçâåøåííàÿ
öåíà

Ìàêñèìàëüíàÿ
öåíà ñäåëêè

datei pmin
i pavr

i pmax
i

Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü èìåþùèõñÿ öåí è íà îñíîâàíèè äàííîé èíôîðìàöèè
ïîñòðîèì ðàñïðåäåëåíèå âîçìîæíûõ äîõîäíîñòåé ôèíàíñîâîãî àêòèâà. Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî íàèáîëüøèé äîõîä çà âðåìåííîé ïåðèîä (datei�1, datei) ïîëó÷èò èí-
âåñòîð, êóïèâøèé ôèíàíñîâûé àêòèâ â datei�1 ïî öåíå pmin

i�1 è ïðîäàâøèé åãî â
datei ïî öåíå pmax

i . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âû÷èñëÿåì ìèíèìàëüíóþ è ñðåäíþþ
äîõîäíîñòü. Ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ïðèâåäåíû â òàáëèöå 3.

Ïðåäñòàâëåííûå âðåìåííûå ðÿäû ïîçâîëÿþò îöåíèòü ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëå-
íèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå îæèäàåìóþ äîõîäíîñòü èíâåñòèöèîííîãî ïîðòôåëÿ
R�γ� � E�R�ω, γ��, ãäå R�ω, γ� - íå÷¼òêàÿ ñëó÷àéíàÿ ïåðåìåííàÿ, ïðåäñòàâëÿþ-
ùàÿ ñîáîé äîõîäíîñòü öåííîé áóìàãè è èìåþùàÿ ñäâèã-ìàñøòàáíîå ïðåäñòàâëåíèå
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Òàáëèöà 3: Ñòðóêòóðà ýëåìåíòîâ âðåìåííîãî ðÿäà, õàðàêòåðèçóþùàÿ ïàðàìåòðû
ðàñïðåäåëåíèÿ äîõîäíîñòè ôèíàíñîâîãî àêòèâà

Äàòà òîð-
ãîâ

Ìèíèìàëüíàÿ
äîõîäíîñòü
(dmin), %

Ñðåäíÿÿ äî-
õîäíîñòü
(davr), %

Ìàêñèìàëüíàÿ
äîõîäíîñòü
(dmax), %

datei
pmin

i �pmax
i�1

pmax
i�1

� 100 pavr
i �pavr

i�1
pavr

i�1
� 100 pmax

i �pmin
i�1

pmin
i�1

� 100

R�ω, γ� � a�ω��σ�ω� �X�γ�. Ôðàãìåíò âðåìåííîãî ðÿäà, íåîáõîäèìîãî äëÿ îöåíêè
ïàðàìåòðîâ ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé, ïðåäñòàâëåí â òàáëèöå 4.

Òàáëèöà 4: Ðàñïðåäåëåíèå äîõîäíîñòåé öåííîé áóìàãè êîìïàíèè "Ãàçïðîì"çà ïå-
ðèîä ñ 15.12.2008 ïî 14.12.2009

Äàòà òîð-
ãîâ

Ìèíèìàëüíàÿ
äîõîäíîñòü
(dmin), %

Ñðåäíÿÿ äî-
õîäíîñòü
(davr), %

Ìàêñèìàëüíàÿ
äîõîäíîñòü
(dmax), %

16.12.2008 -3,4999 -0,9804 1,4594
17.12.2008 -4,5706 -0,6457 2,8073
18.12.2008 -10,4732 -5,6759 1,4716

... ... ... ...
10.12.2009 -2,5757 -0,2399 1,6788
11.12.2009 -1,2577 0,2826 2,2173
14.12.2009 -1,1740 -0,1019 1,2616

Â îòëè÷èå îò [7] â äàííîé ðàáîòå ìû ðàçäåëÿåì âåðîÿòíîñòíóþ è íå÷¼òêóþ
ñîñòàâëÿþùèå â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ôèíàíñîâîãî àêòèâà. Çíà÷åíèå ïàðàìåò-
ðà a�ω� ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåäíåå çíà÷åíèå äîõîäíîñòè ôèíàíñîâîãî àêòèâà íà
çàäàííóþ äàòó a�ω� � davr. Ïàðàìåòð σ�ω� åñòü ðàçáðîñ ìåæäó ìàêñèìàëüíûì
è ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèÿìè äîõîäíîñòè ôèíàíñîâîãî àêòèâà σ�ω� � dmax � dmin.
Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñäâèã-ìàñøòàáíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ a�ω� è σ�ω� ïðèâåäåíû
â òàáëèöå 5.

Ñîãëàñíî ôîðìóëàì, èçâåñòíûì èç òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòà-
òèñòèêè, äëÿ a�ω� è σ�ω� ðàññ÷èòûâàþòñÿ çíà÷åíèÿ ìîìåíòîâ ïåðâîãî è âòîðîãî
ïîðÿäêà. Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ïàðàìåòðîâ áóäóò ñîîòâåòñòâåííî a0 � 0,1802
è σ0 � 8,8209. Èíôîðìàöèÿ î çíà÷åíèÿõ äèñïåðñèé è êîâàðèàöèé ïàðàìåòðîâ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí a�ω� è σ�ω� äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ öåííûõ áóìàã ïðåäñòàâëåíà â
òàáëèöå 6.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íå÷åòêîé âåëè÷èíû X�γ� âîñïîëüçóåìñÿ òðèàíãóëÿðíûìè
âîçìîæíîñòíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè. Äëÿ ýòîãî ïåðåñ÷èòàåì çíà÷åíèÿ äîõîäíîñòåé
ñ ó÷¼òîì ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé a�ω�, σmax�ω� è σmin�ω�. Ôðàãìåíò âðåìåííîãî
ðÿäà, íåîáõîäèìîãî äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ íå÷¼òêîé ñîñòàâëÿþùåé
X�γ�, ïðåäñòàâëåí â òàáëèöå 7.
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Òàáëèöà 5: Ïàðàìåòðû öåííîé áóìàãè êîìïàíèè "Ãàçïðîì õàðàêòåðèçóþùèå
ñäâèã-ìàñøòàáíîå ðàñïðåäåëåíèå çà ïåðèîä ñ 15.12.2008 ïî 14.12.2009

Äàòà òîð-
ãîâ

a�ω� � davr, % σ�ω� � dmax �
dmin, %

16.12.2008 -0,9804 4,9593
17.12.2008 -0,6457 7,3779
18.12.2008 -5,6759 11,9448

. . . . . . . . .
10.12.2009 -0,2399 4,2545
11.12.2009 0,2826 3,4750
14.12.2009 -0,1019 2,4356

Òàáëèöà 6: Òàáëèöà çíà÷åíèé ìîìåíòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ

a1 a2 a3 σ1 σ2 σ3

a1 7,7260 6,2633 7,6702 0,0990 0,5439 -0,3251
a2 6,2633 13,6959 6,6097 0,5046 1,9305 0,4275
a3 7,6702 6,6097 13,9132 -0,9629 -0,5486 0,8445
σ1 0,0990 0,5046 -0,9629 8,7071 7,5095 10,5111
σ2 0,5439 1,9305 -0,5486 7,5095 12,9228 13,8007
σ3 -0,3251 0,4275 0,8445 10,5111 13,8007 28,8681

Òàáëèöà 7: Ðàñïðåäåëåíèå äîõîäíîñòåé íå÷¼òêîé ñëó÷àéíîé ñîñòàâëÿþùåé öåí-
íîé áóìàãè êîìïàíèè "Ãàçïðîì"çà ïåðèîä ñ 15.12.2008 ïî 14.12.2009

Äàòà òîð-
ãîâ

Ìèíèìàëüíàÿ
äîõîäíîñòü
(d�min), %

Ñðåäíÿÿ äî-
õîäíîñòü
(d�avr), %

Ìàêñèìàëüíàÿ
äîõîäíîñòü
(d�max), %

16.12.2008 -0,5080 0,0000 0,4920
17.12.2008 -0,5320 0,0000 0,4680
18.12.2008 -0,4016 0,0000 0,5984

... ... ... ...
10.12.2009 -0,5490 0,0000 0,4510
11.12.2009 -0,4432 0,0000 0,5568
14.12.2009 -0,4402 0,0000 0,5598
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Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ äàííûõ ïîñòðîèì ðàñïðåäåëåíèå äîõîäíîñòè âèäà
Tr�ξ � η, η, ζ�.
Òàáëèöà 8: Ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ íå÷¼òêîé ñëó÷àéíîé ñîñòàâëÿþùåé äîõîä-
íîñòè öåííîé áóìàãè êîìïàíèè "Ãàçïðîì"çà ïåðèîä ñ 15.12.2008 ïî 14.12.2009

Äàòà òîðãîâ ξ η ζ
16.12.2008 -0,5080 0,5080 0,4920
17.12.2008 -0,5320 0,5320 0,4680
18.12.2008 -0,4016 0,4016 0,5984

... ... ... ...
10.12.2009 -0,5490 0,5490 0,4510
11.12.2009 -0,4432 0,4432 0,5568
14.12.2009 -0,4402 0,4402 0,5598

Äëÿ ïîëó÷åííûõ ïàðàìåòðîâ ñîãëàñíî ôîðìóëàì, èçâåñòíûì èç òåîðèè âåðîÿò-
íîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, ðàññ÷èòûâàþòñÿ çíà÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ
îæèäàíèé.

Äàëåå îïðåäåëÿåì çíà÷åíèÿ ïðàâîé è ëåâîé ãðàíèö α0 - óðîâíåâîãî ìíîæåñòâà
íå÷¼òêîé âåëè÷èíû X�γ� ïî ôîðìóëàì: u��α� � �ξ0 � η0� � ζ0 � �1 � α� è u��α� �
ξ0��1�α�η0. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ôèíàíñîâûõ àêòèâîâ ïðè óðîâíå âîçìîæíîñòè
α0 � 0,5 ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

u�1 � 0,2551; u�1 � �0,2449;
u�2 � 0,2551; u�2 � �0,2449;
u�3 � 0,2571; u�3 � �0,2429.

Èñïîëüçóÿ äàííûå òàáëèöû 6 è çíà÷åíèÿ ïðàâîé è ëåâîé ãðàíèö α0 - óðîâíåâî-
ãî ìíîæåñòâà íå÷¼òêîé ñîñòàâëÿþùåé äîõîäíîñòè öåííîé áóìàãè, ðàññ÷èòàåì ïî
ôîðìóëå (7) êîâàðèàöèîííûå ìàòðèöû C���� äëÿ äîõîäíîñòåé öåííûõ áóìàã:

C� � ���8,3431 7,0194 8,0304
7,0194 15,5215 7,4847
8,0304 7,4847 16,2558

��� ; C� � ���8,1998 6,4570 8,6102
6,4570 13,5255 7,4612
8,6102 7,4612 15,2060

��� .

Êîýôôèöèåíòû êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû äëÿ ðàñ÷¼òà ðèñêà ïîðòôåëÿ îïðå-
äåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå:

cov �Ri,Rj� � cov�ai, aj� � cov�ai, σj� � �ξj � 3
4
ηj � 1

4
ζj� � cov�aj , σi� � �ξi � 3

4
ηi � 1

4
ζi��

�cov�σi, σj� ��ξi �ξj � 3
4
ξi �ηj � 3

4
ξj �ηi� 2

3
ηi �ηj � 1

4
ξi �ζj � 1

4
ξj �ζi� 1

4
ηi �ζj � 1

4
ηj �ζi� 1

6
ζi �ζj�.

Íà îñíîâàíèè äàííûõ òàáëèö 6 è 8 ïîëó÷àåì êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó äëÿ
ðàñ÷¼òà ðèñêà ïîðòôåëÿ:

C � ���8,4529 6,8947 8,5394
6,8947 14,7929 7,7607
8,5394 7,7607 16,3328

��� .
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5. Ïîâåäåíèå ìíîæåñòâà èíâåñòèöèîííûõ âîçìîæíîñòåé â çàâèñèìîñòè
îò óðîâíÿ âåðîÿòíîñòè

Ïóñòü â ìîäåëè (3), (4) τ � π. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ÷èñëîâîãî ïðèìåðà ïðè
óðîâíå âîçìîæíîñòè α0 � 0,5 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ýêâèâàëåíòíûé äåòåðìèíèðî-
âàííûé àíàëîã:

8.4529 �w2
1 � 14.7929 �w2

2 � 16.3328 �w2
3 � 13.7894 �w1 �w2 � 17.0788 �w1 �w3�

�15.5214 �w2 �w3 �min,¢̈̈̈̈̈̈̈¦̈̈̈̈̈̈̈¤
2,4303 �w1 � 2,6852 �w2 � 3,3823 �w3 � β0 � �8.3431 �w2

1 � 15.5215 �w2
2�

�16.2558 �w2
3 � 14.0388 �w1 �w2 � 16.0607 �w1 �w3 � 14.9692 �w2 �w3� 1

2 C md,

w1 �w2 �w3 � 1,

w1, w1, w3 C 0.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåîáõîäèìîñòíàÿ ìîäåëü äëÿ (3), (4) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

8.4529 �w2
1 � 14.7929 �w2

2 � 16.3328 �w2
3 � 13.7894 �w1 �w2 � 17.0788 �w1 �w3�

�15.5214 �w2 �w3 �min,¢̈̈̈̈̈̈̈¦̈̈̈̈̈̈̈¤
�1,9801 �w1 � 2,0827 �w2 � 2,4879 �w3 � β0 � �8.1998 �w2

1 � 13.5255 �w2
2�

�15.2060 �w2
3 � 12.9140 �w1 �w2 � 17.2205 �w1 �w3 � 14.9225 �w2 �w3� 1

2 C md,

w1 �w2 �w3 � 1,

w1, w1, w3 C 0.

Êâàçèýôôåêòèâíûå (ò.å. ïîíèìàåìûå êàê ýôôåêòèâíûå ñ íåêîòîðîé ñòåïå-
íüþ âåðîÿòíîñòè/âîçìîæíîñòè) èíâåñòèöèîííûå âîçìîæíîñòè â êîíòåêñòå âîç-
ìîæíîñòü (íåîáõîäèìîñòü) / âåðîÿòíîñòü ïðè ðàçëè÷íûõ óðîâíÿõ âåðîÿòíîñòè
(p0 C 0,5) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ìîäåëüíîãî ïðèìåðà íà îöåíî÷íîé ïëîñêîñòè
(md, σ), ãäå σ � »

Vp�w�, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ 1-3.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç X0,5

τ �p0� ìíîæåñòâî ýôôåêòèâíûõ ðåøåíèé çàäà÷è (3), (4)
ïðè τ � π äëÿ óðîâíÿ âîçìîæíîñòè α0 � 0,5.

Ïðè ñäåëàííûõ ðàíåå ïðåäïîëîæåíèÿõ è îáîçíà÷åíèÿõ èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü p
�1�
0 B p

�2�
0 , òîãäà X0,5

τ �p�2�
0 � b X0,5

τ �p�1�
0 �. Êðîìå òîãî, ïðè

p0 � 1 ìíîæåñòâî X0,5
τ �p0� âûðîæäàåòñÿ â îäíó òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü w > X0,5
τ �p�2�

0 �. Ïîêàæåì, ÷òî w > X0,5
τ �p�1�

0 �.
Ðàññìîòðèì ýêâèâàëåíòíûé äåòåðìèíèðîâàííûé àíàëîã (8), (9) çàäà÷è (3), (4).

Dp�w� è Rp�w� íå çàâèñÿò îò p0.
Ïðè p

�1�
0 B p

�2�
0 èìååì β

�1�
0 C β

�2�
0 , à çíà÷èò ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

md B Rp�w� � β
�2�
0 �

»
Dp�w� B Rp�w� � β

�1�
0 �

»
Dp�w�.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè w ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (8), (9) ïðè óðîâíå âåðîÿòíîñòè
p
�2�
0 , òî w ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (8), (9) ïðè óðîâíå âåðîÿòíîñòè p

�1�
0 . Ïåðâàÿ ÷àñòü

òåîðåìû äîêàçàíà.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî çíà÷åíèé

ôóíêöèè Rp�w� � β0 �
»

Dp�w�.
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2.8629

2.9859

3.6269

4.0414

2.8629

2.8706

2.5

3.0

3.5

4.0

4.5

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Ðèñ. 1: Êâàçèýôôåêòèâíûå èíâåñòèöèîííûå âîçìîæíîñòè ïðè p0 � 0,5

2.8629

2.9859

3.6269

2.8629

2.8643

2.5

3.0

3.5

4.0

4.5

-4 -3 -2 -1 0 1 2

Ðèñ. 2: Êâàçèýôôåêòèâíûå èíâåñòèöèîííûå âîçìîæíîñòè ïðè p0 � 0,7
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2.8629

2.9859

2.8629

2.8630

2.5

3.0

3.5

4.0

4.5

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0

Ðèñ. 3: Êâàçèýôôåêòèâíûå èíâåñòèöèîííûå âîçìîæíîñòè ïðè p0 � 0,9

Òàê êàê ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïîðòôåëåé â ìîäåëè Ìàðêîâèöà îãðàíè÷åíî è
çàìêíóòî, à ôóíêöèÿ Rp�w� � β0 �

»
Dp�w� ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé, òî ñóùåñòâóåò

ïîðòôåëü wmax òàêîé, ÷òî max
w

�Rp�w� � β0 �
»

Dp�w�� �
� Rp�wmax��β0 �

»
Dp�wmax�. Òàêæå ñóùåñòâóåò ïîðòôåëü wmin òàêîé, ÷òî

min
w

�Rp�w� � β0 �
»

Dp�w�� � Rp�wmin� � β0 �
»

Dp�wmin�.
Òàê êàê ìíîæåñòâî ïîðòôåëåé îãðàíè÷åíî, òî îãðàíè÷åííûìè ÿâëÿþòñÿ ìíî-

æåñòâà çíà÷åíèé ôóíêöèéRp�w� è Dp�w�. Ïîýòîìó, ìû ìîæåì ââåñòè Rp�wmax� �
R

max

p , Rp�wmin� � R
min

p , Dp�wmax� � Dmax
p è Dp�wmin� � Dmin

p . ßñíî, ÷òî R
max

p C
R

min

p , Dmax
p C Dmin

p .
Î÷åâèäíûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

max
w

�Rp�w� � β0 �
»

Dp�w�� C min
w

�Rp�w� � β0 �
»

Dp�w�� ;

Äàííîå íåðàâåíñòâî ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê ñëåäóþùåìó âèäó:

β0 � �¼Dmax
p �

¼
Dmin

p � C R
min

p �R
max

p .

Ïðè p0 A 0,5 èìååì β0 @ 0, à çíà÷èò¼
Dmax

p �
¼

Dmin
p B R

min

p �R
max

p

β0
.

Ïîñêîëüêó β0 � Φ�1
0 �1 � p0�, òî
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lim
p0�1

R
min

p �R
max

p

Φ�1
0 �1 � p0� � lim

β0��ª
R

min

p �R
max

p

β0

� 0.

Òàêèì îáðàçîì,
»

Dmax
p �

»
Dmin

p B R
min
p �R

max
p

β0
ÐÐÐÐ�
β0��ª

0. Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî Dmax
p ÐÐÐÐ�

β0��ª
Dmin

p è ñîîòâåòñòâåííî R
max

p ÐÐÐÐ�
β0��ª

R
min

p , à

max
w

�Rp�w� � β0 �
»

Dp�w��ÐÐÐÐ�
β0��ª

min
w

�Rp�w� � β0 �
»

Dp�w�� . Îòñþäà âèäèì, ÷òî

ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè Rp�w� � β0 �
»

Dp�w� ïðè β0 � �ª ñòðåìèòñÿ ê îä-
íîé òî÷êå, à çíà÷èò è ìíîæåñòâî X0,5

τ �p0� ïðè p0 � 1 âûðîæäàåòñÿ â îäíó òî÷êó.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå èññëåäîâàíà ìîäåëü ïîðòôåëÿ ìèíèìàëüíîãî ðèñêà â íå÷åòêîé ñëó-
÷àéíîé ñðåäå [8] â çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ âåðîÿòíîñòè, ñ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ
îãðàíè÷åíèå íà óðîâåíü äîõîäíîñòè ïîðòôåëÿ. Ïðè çíà÷åíèè âåðîÿòíîñòè áîëü-
øåì 0,5 íà âîçìîæíîñòíî-âåðîÿòíîñòíîå îãðàíè÷åíèå, îïðåäåëÿþùåå èíâåñòèöèîí-
íûå âîçìîæíîñòè ëèöà ïðèíèìàþùåãî ðåøåíèå, ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå îêàçûâàåò
α-óðîâíåâàÿ äèñïåðñèÿ. Äëÿ ñèòóàöèè, êîãäà ñëó÷àéíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïîðòôå-
ëÿ ìîäåëèðóåòñÿ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì, ïîêàçàíî, ÷òî îáëàñòü äîïóñòèìûõ
ïîðòôåëåé ìîíîòîííî ñóæàåòñÿ. Ñëåäñòâèåì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìíîæåñòâî
ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ îöåíîê ïîðòôåëÿ ïðè óðîâíå âåðîÿòíîñòè, ñòðåìÿùåìñÿ ê
åäèíèöå, ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó. Ýòî ïîçâîëÿåò ñóçèòü ìíîæåñòâî Ïàðåòî, ÷òî ÿâëÿ-
åòñÿ âàæíûì ìîìåíòîì ïðè ïðèíÿòèè ðåøåíèé â óñëîâèÿõ ìíîãîêðèòåðèàëüíîñòè.

Â ïëàíå äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàæíîé ðàçðàáîòêà ìîäåëåé
ïîðòôåëüíîãî àíàëèçà äëÿ ñëó÷àÿ ñëàáîé t-íîðìû [22], îïèñûâàþùåé âçàèìîäåé-
ñòâèå íå÷¼òêèõ ôàêòîðîâ.
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