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Â çàäà÷àõ ïðåäñòàâëåíèÿ è îáðàáîòêè àëãåáðàè÷åñêèõ áàéåñîâñêèõ ñå-
òåé (ÀÁÑ) îñîáóþ ðîëü èãðàåò èõ âòîðè÷íàÿ ñòðóêòóðà â ôîðìå ãðàôà
ñìåæíîñòè, ïðè ýòîì ìèíèìàëüíûå ãðàôû ñìåæíîñòè ÿâëÿþòñÿ íàèáî-
ëåå ¾ýôôåêòèâíûì¿ âàðèàíòîì òàêîé ñòðóêòóðû äëÿ âûïîëíåíèÿ îñ-
íîâíûõ àëãîðèòìîâ ëîãèêî-âåðîÿòíîñòíîãî âûâîäà â ÀÁÑ. Öåëü äàí-
íîé ðàáîòû � ïîñòðîåíèå èñ÷åðïûâàþùåé êëàññèôèêàöèè äëÿ îñîáûõ
ïîäãðàôîâ ìèíèìàëüíûõ ãðàôîâ ñìåæíîñòè, íàçûâàåìûõ âëàäåíèÿ-
ìè. Ïðåäëîæåíà ñèñòåìà òåðìèíîâ, ñòðóêòóðèðóþùàÿ èññëåäóåìóþ îá-
ëàñòü. Ñîñòàâëåíà è èññëåäîâàíà êëàññèôèêàöèÿ âëàäåíèé. Äîêàçàíî,
÷òî êëàññèôèêàöèÿ èñ÷åðïûâàþùàÿ, à òàêæå, ÷òî îíà åñòü íåïðîòèâî-
ðå÷èâîå ðàñøèðåíèå èñïîëüçîâàííîé ïðåæäå. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ãëîáàëüíîé ñòðóêòó-
ðû ÀÁÑ, â ÷àñòíîñòè, òàêèõ âîïðîñîâ, êàê ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ìè-
íèìàëüíûõ ãðàôîâ ñìåæíîñòè, êëàññèôèêàöèÿ êëèê, èññëåäîâàíèå èõ
âíóòðåííåé ñòðóêòóðû, à òàêæå äëÿ óëó÷øåíèÿ âðåìåíè ðàáîòû àëãî-
ðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà ìèíèìàëüíûõ ãðàôîâ ñìåæíîñòè.
The secondary structure, usually represented in a form of a join graph,
is very su�cient in algebraic Bayesian networks (ABN) presentation and
processing and minimal join graphs are the most e�ective variation of
such a structure for ABN main algorithms probabilistic logic inference
work. The goal of this work is the designing of exhaustive classi�cation for
special minimal join graph subgraphs called possessions. A system of term
is given to structure the research space. A classi�cation of possessions is
compiled and researched. The classi�cation is proven to be exhaustive. The
classi�cation is proven to be a consistent extension for the one used before.
The obtained results are the basement for the further ABN global structure
researches, in particular, in such the questions as the questions of minimal
join graph set cardinal number, clique classi�cation, their inner structure
researches and minimal join graph set synthesis algorithms improvements.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: àëãåáðàè÷åñêèå áàéåñîâñêèå ñåòè, âòîðè÷íàÿ ñòðóê-
òóðà, ìèíèìàëüíûé ãðàô ñìåæíîñòè, àâòîìàòè÷åñêîå îáó÷åíèå, ñòðóê-
òóðíûé ñèíòåç, âëàäåíèÿ.
Keywords: algebraical Bayesian networks, secondary structure, minimal
join graph, automated learning, machine learning, structure synthesis, pos-
sessions.
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Ââåäåíèå

Àëãåáðàè÷åñêèå áàéåñîâñêèå ñåòè (ÀÁÑ) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëîãèêî-âåðîÿò-
íîñòíóþ ãðàôè÷åñêóþ ìîäåëü [1, 14] ñëîæíûõ ñèñòåì çíàíèé ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ.
Â òåîðèè ÀÁÑ íåîïðåäåëåííîñòü çíàíèé õàðàêòåðèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ îöåíîê âå-
ðîÿòíîñòåé (òî åñòü óòâåðæäåíèÿì ïðèïèñûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà èñòèííî-
ñòè � áëàãîäàðÿ ýòîìó ìû ìîæåì îïåðèðîâàòü íå ïðîñòî áèíàðíûìè îöåíêàìè
èñòèíà/ëîæü, íî âåðîÿòíîñòÿìè). Ïðè ýòîì â àëãåáðàè÷åñêèõ áàéåñîâñêèõ ñåòÿõ
ìîæíî îñóùåñòâèòü êàê àïðèîðíûé, òàê è àïîñòåðèîðíûé ëîãèêî-âåðîÿòíîñòíûå
âûâîäû. Âûäåëÿþò ïåðâè÷íóþ è âòîðè÷íóþ ñòðóêòóðó ÀÁÑ [6, 14, 16].

Îñîáåííîñòè âòîðè÷íîé ñòðóêòóðû ñóùåñòâåííû äëÿ âûáîðà àëãîðèòìîâ
ëîãèêî-âåðîÿòíîñòíîãî âûâîäà âñåõ âèäîâ, áîëåå òîãî, îò íèõ [îñîáåííîñòåé] çàâè-
ñèò ñàìà âîçìîæíîñòü âûïîëíåíèÿ òàêèõ àëãîðèòìîâ [10, 11, 12, 13, 15]. Âàðèàíòà-
ìè ïðåäñòàâëåíèé âòîðè÷íîé ñòðóêòóðû îäíîé è òîé æå ÀÁÑ, ïðåäëîæåííûìè â
[14], ÿâëÿþòñÿ ãðàôû ñìåæíîñòè è èõ ñåìåéñòâà. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîòðåáíîñòåé òåî-
ðèè ÀÁÑ, îñîáåííî âàæíûì ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ìèíèìàëüíûõ ãðàôîâ ñìåæíî-
ñòè. Â ÷àñòíîñòè, âòîðè÷íàÿ ñòðóêòóðà ëþáîé àöèêëè÷åñêîé àëãåáðàè÷åñêîé ñåòè,
ïðåèìóùåñòâî êîòîðûõ äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ ëîãèêî-âåðîÿòíîñòíîãî âûâîäà
áûëî ïîêàçàíî â [3, 4, 5, 6, 7, 8, 17], ïðåäñòàâèìà ìèíèìàëüíûì ãðàôîì ñìåæíîñòè
(áîëåå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ãîâîðèòü î äåðåâå ñìåæíîñòè [9]). Íî ñâîéñòâà
ýòèõ ãðàôîâ èçó÷åíû íåäîñòàòî÷íî, õîòÿ ìîæíî îòìåòèòü íåäàâíî ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû â ðàáîòàõ [2], ãäå ðàññìàòðèâàëîñü ìàòðîèäíîå ïðåäñòàâëåíèå ìèíè-
ìàëüíûõ ãðàôîâ ñìåæíîñòè, à òàêæå [20], ãäå áûë ïîëó÷åí öåëûé ðÿä ðåçóëüòàòîâ
î âòîðè÷íîé ñòðóêòóðå ÀÁÑ.

Â ÷àñòíîñòè, â ïîñëåäíåé ñòàòüå ââîäèòñÿ êëàññèôèêàöèÿ âëàäåíèé (êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè îñîáûõ ïîäãðàôîâ ãðàôîâ ñìåæíîñòè; íèæå áóäåò äàíî òî÷íîå îïðåäåëå-
íèå), êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ, â òîì ÷èñëå, â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î ïðåäñòàâëå-
íèè ìíîæåñòâà ìèíèìàëüíûõ ãðàôîâ ñìåæíîñòè â âèäå îáúåäèíåíèÿ äåêàðòîâîãî
ïðîèçâåäåíèÿ îñîáûõ ïîäãðàôîâ ìàêñèìàëüíîãî ãðàôà ñìåæíîñòè, ñôîðìóëèðî-
âàííîé è äîêàçàííîé â òîé æå ðàáîòå. Îäíàêî âîïðîñ î òîì, ÷òî ïðèâåäåííàÿ
êëàññèôèêàöèÿ ÿâëÿåòñÿ èñ÷åðïûâàþùåé, îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Öåëü äàííîé ðàáîòû� ïîñòðîèòü ïîëíóþ êëàññèôèêàöèþ âëàäåíèé è äîêàçàòü,
÷òî ïîñòðîåííàÿ êëàññèôèêàöèÿ ÿâëÿåòñÿ èñ÷åðïûâàþùåé, à òàêæå âûÿñíèòü, íà-
ñêîëüêî ïîëíî äëÿ íåå ìîæíî âîñïðîèçâåñòè ðåçóëüòàòû, ñôîðìóëèðîâàííûå â
ðàáîòå [20], êàñàþùèåñÿ òåîðåìû î ìíîæåñòâå ìèíèìàëüíûõ ãðàôîâ ñìåæíîñòè.
Òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò áèåêöèþ ìåæäó ìíîæåñòâîì ìèíèìàëüíûõ ãðàôîâ ñìåæ-
íîñòè è äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ îñîáûõ ïîäãðàôîâ ìàêñèìàëüíîãî
ãðàôà ñìåæíîñòè. Ýòà òåîðåìà, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîçâîëÿåò îñóùåñòâèòü ïîñòðîå-
íèå ìíîæåñòâà ìèíèìàëüíûõ ãðàôîâ ñìåæíîñòè, èññëåäîâàòü îòíîøåíèÿ ìåæäó
ìíîæåñòâîì ìèíèìàëüíûõ ãðàôîâ ñìåæíîñòè è íåðåäóöèðóåìûõ ãðàôîâ ñìåæíî-
ñòè, âû÷èñëèòü ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ìèíèìàëüíûõ ãðàôîâ ñìåæíîñòè è äîñòè÷ü
ìíîãèõ äðóãèõ ðåçóëüòàòîâ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû áóäåì ëþáîå îïðåäåëåíèå ââîäèòü â äâóõ âàðèàíòàõ,
ãäå ýòî âîçìîæíî è îïðàâäàíî: áîëåå îïèñàòåëüíîì è áîëåå ôîðìàëüíîì. Îáà âà-
ðèàíòà áóäóò îäèíàêîâî ñòðîãè; òàêîé äóàëèçì âûáðàí äëÿ óïðîùåíèÿ âîñïðèÿòèÿ
ìàòåðèàëà ÷èòàòåëÿìè, ñïåöèàëèçèðóþùèìèñÿ â ðàçëè÷íûõ îòðàñëÿõ íàóêè.
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1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ òàê, êàê îíè áûëè ââåäåíû â [20].
Ãðàô � ïàðà `V, Ee, ãäå V � ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà, à E � ìíîæåñòâî

ðåáåð, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ íåóïîðÿäî÷åííîé ïàðîé �vi, vj� , i x j, vi, vj > V.
Äëÿ óäîáñòâà áóäåì ÷åðåç V è E îáîçíà÷àòü ôóíêöèè îò ãðàôà, âîçâðàùàþùèå
ìíîæåñòâî åãî âåðøèí è ìíîæåñòâî åãî ðåáåð ñîîòâåòñòâåííî:

V �G�� � V
�
; E �G�� � E

�
,

ãäå G
� � bV �

,E
�g.

Âíåñåì äîïîëíèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü: b � (íåñòðîãîå) âêëþ÷åíèå:�A b B�� �¦a > A a > B� ;

` � ñòðîãîå âêëþ÷åíèå:�A ` B�� �¦a > A, a > B §b > B � b ¶ A� .

Àëôàâèòîì áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî àòîìàðíûõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ôîð-
ìóë A � �x1, . . . , xn�, íàä êîòîðûì áóäóò çàäàíû ìàêñèìàëüíûå ôðàãìåíòû çíà-
íèé. Ñëîâî V � ïîäìíîæåñòâî àëôàâèòà: V b A.

Ìíîæåñòâî ãëàâíûõ êîíúþíêòîâ ìàêñèìàëüíûõ ôðàãìåíòîâ çíàíèé (ÌÔÇ),
âîøåäøèõ â ÀÁÑ, � ýòî òàêîå ìíîæåñòâî ñëîâ V � � �Vi b A�i�m

i�1 , ÷òî:

1. Îíî íå ñîäåðæèò íåñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî àëôàâèòà:

Vi x A, Vi x g;

2. Íèêàêîå ñëîâî ïîëíîñòüþ íå ñîäåðæèò íèêàêîå äðóãîå ñëîâî:

¦ i x j �Vi ~̀ Vj� è �Vj ~̀ Vi�.
Ãðàô ìàêñèìàëüíûõ ôðàãìåíòîâ çíàíèé � íåíàïðàâëåííûé ãðàô G, âåðøèíû

êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà ãëàâíûõ êîíúþíêòîâ ÌÔÇ, âîøåä-
øèõ â àëãåáðàè÷åñêóþ áàéåñîâñêóþ ñåòü, à ðåáðà óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ�Vi, Vj� > E �G�� Vi 9 Vj x g.

Ââåäåì ïîíÿòèÿ âåñà äëÿ âåðøèíû, äëÿ ðåáðà è äëÿ ïîäãðàôà. Âåñ W �Vi�
âåðøèíû Vi > V �G� � ìíîæåñòâî àòîìîâ àëôàâèòà, âîøåäøèõ â Vi:

W �Vi� � �xi Sxi > V �
Âåñ W ��Vi, Vj�� ðåáðà �Vi, Vj� > E �G� ãðàôà G îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïåðåñå÷åíèå

âåñîâ òåõ âåðøèí, êîòîðûå ñîåäèíåíû ýòèì ðåáðîì:

W ��Vi, Vj�� � W �Vi� 9W �Vj� .
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Âåñ W �H� ïîäãðàôà H b G � íàèáîëüøåå ïî âêëþ÷åíèþ ñëîâî, êîòîðîå âõîäèò
â âåñà âñåõ åãî âåðøèí:

W �H� � �
V >H

W �V �.
Ìàãèñòðàëüíûé ïóòü B � Vb ` Ve îò âåðøèíû Vb äî âåðøèíû Ve, ïåðåñå÷å-

íèå âåñîâ êîòîðûõ íåïóñòî, � ýòî òàêîé ïóòü îò âåðøèíû Vb äî âåðøèíû Ve, ÷òî
âåñ ëþáîé ïðèíàäëåæàùåé åìó âåðøèíû ñîäåðæèò ïåðåñå÷åíèå âåñîâ íà÷àëüíîé è
êîíå÷íîé âåðøèí:

B � Vb ` Ve � P � Vb   Ve,

òàêîé, ÷òî ¦ Vi > B W �Vb� 9 W �Ve� ` W �Vi� . Ãðàô ìàãèñòðàëüíî ñâÿçåí, åñ-
ëè ìåæäó êàæäîé ïàðîé íåñîâïàäàþùèõ âåðøèí, âåñà êîòîðûõ ñîäåðæàò îáùèå
ýëåìåíòû, ñóùåñòâóåò ìàãèñòðàëüíûé ïóòü.

Áëàãîäàðÿ ââåäåííûì ïîíÿòèÿì ãðàô ñìåæíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàãè-
ñòðàëüíî ñâÿçíûé ãðàô ÌÔÇ. Ïðè ýòîì ìàãèñòðàëüíî ñâÿçíûé ãðàô íå îáÿçà-
òåëüíî ñâÿçåí (íàïðèìåð, ãðàô èç äâóõ âåðøèí ab è cd , â êîòîðîì íåò ðåáåð, òåì
íå ìåíåå, ÿâëÿåòñÿ ìàãèñòðàëüíî ñâÿçíûì).

Ìàêñèìàëüíûé ãðàô ñìåæíîñòè Gmax � íàèáîëüøèé ïî ÷èñëó ðåáåð ãðàô
ñìåæíîñòè (ðèñ. 1). Òàê êàê â ãðàôå ÌÔÇ âîçìîæíû íå âñå ðåáðà, à òîëüêî òå, êî-
òîðûå ñîåäèíÿþò âåðøèíû, ïåðåñå÷åíèå âåñîâ êîòîðûõ íåïóñòî, òî ìàêñèìàëüíûé
ãðàô ñìåæíîñòè âîâñå íåîáÿçàòåëüíî ñîâïàäàåò ñ ïîëíûì ïîäãðàôîì. Â ñòàòüå
[20] áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ çàäàííîãî ìíîæåñòâà âåðøèí ñóùåñòâóåò è ïðè ýòîì
åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé ãðàô ñìåæíîñòè.

Ðèñ. 1: Ìàêñèìàëüíûé ãðàô ñìåæíîñòè íà âåðøèíàõ ay1, ay2, acx1, acx2, adx3, aed,
aefx4, aefx5, abf , bhz1, bhz2, bz3
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2. Ñóæåíèÿ è êëèêè

Äëÿ ñîõðàíåíèÿ ñòðîãîñòè èçëîæåíèÿ ìû óòî÷íèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ
èç [20].

Ñóæåíèå G � U íåíàïðàâëåííîãî ãðàôà G íà ñëîâî U � ýòî íåíàïðàâëåí-
íûé ãðàô, â êîòîðûé âõîäÿò òîëüêî òå âåðøèíû è ðåáðà èñõîäíîãî ãðàôà G, âåñà
êîòîðûõ ñîäåðæàò èëè ðàâíû U :

G � U � `�ViSVi > V �G�, U b W �Vi�� , �EiSEi > E�G�, U b W �Ei��e .

Ëþáîå ñëîâî, ÿâëÿþùååñÿ âåñîì êàêîãî-ëèáî ðåáðà ãðàôà G, áóäåì íàçûâàòü
çíà÷èìûì ñëîâîì ãðàôà G, à ñóæåíèå ãðàôà G íà òàêîå ñëîâî � çíà÷èìûì ñóæå-
íèåì .

Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ ëþáîãî çíà÷èìîãî ñóæåíèÿ G � U âûïîëíÿåòñÿ
W �G � U� � W �U�.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ V > V �G � U� W �V � b W �U� è äëÿ
âñåõ E > E �G � U� W �E� b W �U�, òî W �G � U� b W �U�. Òàê êàê U � çíà÷èìîå,
òî ñóùåñòâóåò òàêîå ðåáðî E�, ÷òî W �E�� � U . Ïîíÿòíî, ÷òî E� > G � U, ïîýòîìó
W �U� b W �G � U�. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî W �G � U� � W �U�.

Êëèêîé U áóäåì íàçûâàòü çíà÷èìîå ñóæåíèå ìàêñèìàëüíîãî ãðàôà ñìåæíîñòè
íà âåñ U (ðèñ. 2). Âåñ ëþáîé êëèêè ÿâëÿåòñÿ çíà÷èìûì ñëîâîì, à ñàìà îíà ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì ïîäãðàôîì ãðàôà Gmax. Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ êëèê áóäåì îáîçíà÷àòü êàê
Clique.

Â [20] áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñëè ñóæåíèå Gmax íà ïðîèçâîëüíîå ñëîâî íåïóñòî,
òî îíî ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ïîäãðàôîì. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êëèêà ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì ïîäãðàôîì, êàê åå îáû÷íî è ïîíèìàþò â òåîðèè ãðàôîâ.

Ãðàô êëèê � íàïðàâëåííûé ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êëèêè èç
ìíîæåñòâà Clique (ðèñ. 3). Ðåáðî èç âåðøèíû P â âåðøèíó Q ïðîâåäåíî, åñëè
êëèêà P ñîäåðæèò êëèêó Q, è íå ñóùåñòâóåò êëèêè R, òàêîé, ÷òî êëèêà P ñîäåðæèò
êëèêó R è êëèêà R ñîäåðæèò êëèêó Q: GClique � ïàðà `Clique, ECliquee, ãäå

¦ P, Q > Clique, �P,Q� > E � Q ` P è ¨ R > Clique � Q ` R ` P.

3. Âëàäåíèÿ è èõ êëàññèôèêàöèÿ

Îïðåäåëåíèå 1. Ñèëüíîå ñóæåíèå G � U � çíà÷èìîå ñóæåíèå G � U , èç
êîòîðîãî óäàëèëè âñå ðåáðà âåñà U :

G � U � `�ViSVi > V �G�, U b W �Vi�� , �EiSEi > E�G�, U ` W �Ei��e .

Ïîÿñíåíèå. Ñèëüíîå ñóæåíèå ãðàôà Gmax � U ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè, íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ ñóæåíèå Gmax � U óäàëåíèåì ðåáåð âåñà U
(ðèñ. 4).

Îïðåäåëåíèå 2. Âëàäåíèå P i
U � ìíîæåñòâî âåðøèí i-é êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè

ñèëüíîãî ñóæåíèÿ Gmax � U (ðèñ. 4).
Îïðåäåëåíèå 3. Äîìåííàÿ âåðøèíà DU êëèêè U � âåðøèíà, ïðèíàäëåæàùàÿ

êëèêå U è íå ïðèíàäëåæàùàÿ íè îäíîìó èç åå ñûíîâåé (ðèñ. 5).
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Ðèñ. 2: Êëèêà a (îáðàçîâàííàÿ ñóæåíèåì ìàêñèìàëüíîãî ãðàôà ñ ðèñ. 1 íà âåñ a)

Ðèñ. 3: Ãðàô êëèê, ïîñòðîåííûé äëÿ ãðàôà íà ðèñ. 1
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Ðèñ. 4: Ñèëüíîå ñóæåíèå ãðàôà ñ ðèñ. 1 íà âåñ a. Îíî ñîñòîèò èç 4�õ âëàäåíèé.
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Îïðåäåëåíèå 4. Âàññàë VU êëèêè U � ìíîæåñòâî âåðøèí, âõîäÿùèõ â êàêîãî-
ëèáî ñûíà êëèêè U (ðèñ. 5).

Îïðåäåëåíèå 5. Äâà âàññàëà V i
U è V j

U íàçûâàþòñÿ áðàòüÿìè (îáîçíà÷àåòñÿ
V i

U ] V j
U ), åñëè èõ ïåðåñå÷åíèå íåïóñòî (ðèñ. 5):

V i
U ] V j

U � V i
U 9 V j

U x g.

Îïðåäåëåíèå 6. Äâà âàññàëà V i
U è V j

U íàçûâàþòñÿ ïîëóñèáëèíãàìè (îáî-
çíà÷àåòñÿ V i

U �[� V j
U ), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé óïîðÿäî÷åííûé íàáîð âàññàëîâ�V w1

U , . . . , V wn

U �, ÷òî V i
U � áðàò V w1

U , V w1
U � áðàò V w2

U , . . . , V wn�1
U � áðàò V wn

U ,
à V wn

U � áðàò V j
U (ðèñ. 5).

Òî æå ñàìîå, áîëåå ôîðìàëüíî:
Îïðåäåëåíèå 6'. Äâà âàññàëà V i

U è V j
U íàçûâàþòñÿ ïîëóñèáëèíãàìè:

V i
U �[� V j

U � §�V w1
U , . . . V wn

U � � V b
U ] V w1

U , V wn

U ] V e
U è ¦i @ n V wi

U ] V wi�1
U .

Îïðåäåëåíèå 7. Ïîëóñèáëèíãîâûé ïóòü ìåæäó äâóìÿ ðîäñòâåííûìè âàññà-
ëàìè V i

U è V j
U � òàêîé íàáîð âàññàëîâ �V w1

U , . . . , V wn

U � èç îïðåäåëåíèÿ 6', ÷òî
V b

U �[� V w1
U ; V wn

U �[� V e
U è ¦i @ n V wi

U �[� V wi�1
U (ðèñ. 5).

Îïðåäåëåíèå 8. Áðàòñòâî BU êëèêè U � íåïóñòîé íàáîð âàññàëîâ�V 1
U , . . . , V l

U� êëèêè U , òàêîé, ÷òî ñ êàæäûì âàññàëîì â áðàòñòâî âõîäÿò âñå åãî
ïîëóñèáëèíãè è òîëüêî îíè (ðèñ. 5).

Òî æå ñàìîå, áîëåå ôîðìàëüíî:
Îïðåäåëåíèå 8'. Áðàòñòâî BU êëèêè U :

BU � �V i
U SV i

U > BU & �V i
U �[� V j

U�� V j
U > BU ;V i

U , V j
U > BU � V i

U �[� V j
U� .

Åñëè ïîñòðîèòü ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî áóäóò âàññàëû êëèêè U , à ðåáðà
ìåæäó äâóìÿ âàññàëàìè áóäóò ïðîâåäåíû, åñëè èõ ïåðåñå÷åíèå íåïóñòî, òî áðàò-
ñòâîì áóäåò ÿâëÿòüñÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè òàêîãî ãðàôà.

4. Òåîðåìà î êëàññèôèêàöèè âëàäåíèé

Ëåììà 1. Â ñòðîãîì ñóæåíèè G � U íèêàêèå äâå âåðøèíû èç âàññàëîâ, íå
ÿâëÿþùèåñÿ ïîëóñèáëèíãàìè, íå áóäóò ñâÿçàíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñêàé äâå âåðøèíû: v1 > V 1
U è v2 > V 2

U ñâÿçíû ïóòåì
P > G � U . Êàæäîå ðåáðî ýòîãî ïóòè èìååò âåñ, ñòðîãî âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ U ,
à, çíà÷èò, îíî ïðîõîäèò ïî êàêîìó-ëèáî âàññàëó. Âåðøèíû ýòîãî ïóòè, îäíî ðåáðî
êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò îäíîìó âàññàëó, à âòîðîå ðåáðî � äðóãîìó, ïðèíàäëåæàò
îáîèì âàññàëàì. Ïîëó÷àþòñÿ, ÷òî äâà ¾ñîñåäíèõ¿ ïî ïóòè âàññàëà ÿâëÿþòñÿ áðà-
òüÿìè. Çíà÷èò, âàññàëû V 1

U è V 2
U ÿâëÿþòñÿ ïîëóñèáëèíãàìè.

Òåîðåìà î êëàññèôèêàöèè âëàäåíèé. Ëþáîå âëàäåíèå ëþáîãî ñèëüíîãî
ñóæåíèÿ G � U ÿâëÿåòñÿ ëèáî äîìåííîé âåðøèíîé, ëèáî âàññàëîì, ëèáî áðàò-
ñòâîì U .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåðøèíû, âõîäÿùèå â ñèëüíîå ñóæåíèå G � U , âõîäÿò â
êëèêó U è äåëÿòñÿ íà òå, êîòîðûå òàêæå âõîäÿò â êàêîãî-ëèáî èç åå ñûíîâåé, è íà
òå, êîòîðûå íè â îäíîãî èç ñûíîâåé íå âõîäÿò.
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Ðèñ. 5: Âëàäåíèÿ

Òðåóãîëüíèêàìè îáîçíà÷åíû äîìåííûå âåðøèíû ay1 è ay2; ïðÿìîóãîëüíèêîì îáîçíà÷åí
âàññàë AC, ñîñòîÿùèé èç âåðøèí acx1 è acx2; îâàëîì îáîçíà÷åíî áðàòñòâî Adef , ñî-
ñòîÿùåå èç âûäåëåííûõ ïîëóïðîçðà÷íûìè ïðÿìîóãîëüíèêàìè âàññàëîâ AD, AE è AF ;
âàññàëû AD è AE, òî÷íî òàê æå, êàê è âàññàëû AE è AF , ïðèõîäÿòñÿ äðóã äðóãó áðà-
òüÿìè; âàññàëû AD è AF ÿâëÿþòñÿ ïîëóñèáëèíãàìè. Îíè ñîåäèíåíû ïîëóñèáëèíãîâûì
ïóòåì �AE�.
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Äîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ äîìåííàÿ âåðøèíà â G � U áóäåò îáðàçîâûâàòü âëàäåíèå.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè îíà ñîåäèíåíà â G � U ðåáðîì âåñà U� a U ñ êàêîé-íèáóäü
äðóãîé âåðøèíîé, çíà÷èò, îíà âõîäèò â êëèêó âåñà U�, êîòîðàÿ áóäåò ÿâëÿòüñÿ
ïîòîìêîì êëèêè âåñà U , à çíà÷èò, îíà âõîäèò â êàêîãî-íèáóäü èç ñûíîâåé êëèêè U .

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî âåðøèíû, âõîäÿùèå â êàêîãî-ëèáî ñûíà êëèêè âåñà S, ñâÿç-
íû â G � U , ïîòîìó êàê ìàãèñòðàëüíûé ïóòü, èõ ñâÿçûâàþùèé, ñîäåðæèò ðåáðà,
âêëþ÷àþùèå âåñ S, à, çíà÷èò, ñòðîãî âêëþ÷àþùèå âåñ U , ïîýòîìó ïðèíàäëåæàùèå
G � U .

Åñëè âàññàë S, â êîòîðûé âõîäèò âåðøèíà, íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ äðóãèìè âàññàëà-
ìè, òî, ïî ëåììå 1, íèêàêàÿ åãî âåðøèíà íå áóäåò ñîåäèíåíà ñ âåðøèíîé èç äðóãîãî
âàññàëà, à, çíà÷èò, îí îáðàçóåò îòäåëüíóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè.

Åñëè æå âàññàë S, â êîòîðûé âõîäèò âåðøèíà, âõîäèò â áðàòñòâî, òî îí ëþáàÿ
åãî âåðøèíà v áóäåò ñâÿçàíà ñ ëþáîé âåðøèíîé vB ëþáîãî åãî áðàòà B, òàê êàê
v ñâÿçíà ñ v� > S 9B ðåáðàìè âåñà S è v� ñâÿçàíà ñ vB ðåáðàìè âåñà B. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ âåðøèíà âàññàëà S áóäåò ñâÿçàíà ñ ëþáîé âåðøèíîé âàññàëà,
ïðèõîäÿùåìóñÿ òîìó ïîëóñèáëèíãîì, à ýòî çíà÷èò, ÷òî áðàòñòâî áóäåò ñâÿçíî. Ïî
ëåììå 1 áðàòñòâî íå áóäåò ñîåäèíåíî ñ äðóãèìè âàññàëàìè, à çíà÷èò, îíî îáðàçóåò
êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè.

6. Òåîðåìà î ìíîæåñòâå ìèíèìàëüíûõ ãðàôîâ ñìåæíîñòè â ñâåòå òåîðå-
ìû î êëàññèôèêàöèè âëàäåíèé

Ïîñëå òîãî, êàê áûëà ñôîðìóëèðîâàíà êëàññèôèêàöèÿ âëàäåíèé è äîêàçàíî,
÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ èñ÷åðïûâàþùåé, íåîáõîäèìî âûÿñíèòü, êàêèå èçìåíåíèÿ ïîòðå-
áóþòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î ìíîæåñòâå ìèíèìàëüíûõ ãðàôîâ ñìåæíîñòè.

Òåîðåìà (î ìíîæåñòâå ìèíèìàëüíûõ ãðàôîâ ñìåæíîñòè) [20]. Ìíîæå-
ñòâî ìèíèìàëüíûõ ãðàôîâ ñìåæíîñòè ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ïó÷êîâ.

Åäèíñòâåííûì ìåñòîì â äîêàçàòåëüñòâå óïîìÿíóòîé òåîðåìû, êîòîðîå êàñàåòñÿ
âèäîâ âëàäåíèé, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå: ¾Êàæäîå âëàäåíèå . . . ÿâëÿ-
åòñÿ ëèáî äîìåííîé âåðøèíîé, ëèáî âàññàëîì, ëèáî íàáîðîì âàññàëîâ¿ [20]. Êàê
âèäèì, ýòî íåïîñðåäñòâåííî ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðåäëîæåííîé êëàññèôèêàöèåé, ïîýòî-
ìó äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ìíîæåñòâå ìèíèìàëüíûõ ãðàôîâ ñìåæíîñòè îñòàåòñÿ
êîððåêòíûì.

Ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðåäñòàâëåíî â [20], åãî íîâàÿ âåðñèÿ ïóá-
ëèêóåòñÿ â ñòàòüå [24].

Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå áûëè ðàññìîòðåíû îñîáûå îáúåêòû, ñâÿçàííûå ñ èçó÷åíèåì âòîðè÷-
íîé ñòðóêòóðû àëãåáðàè÷åñêèõ áàéåñîâñêèõ ñåòåé � âëàäåíèÿ. Ñàìî ïîíÿòèå âëà-
äåíèé áûëî ââåäåíî â [20], ãäå îíî ïðèìåíÿëîñü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î
ìèíèìàëüíûõ ãðàôàõ ñìåæíîñòè. Ðàáîòà îïèðàëàñü íà òî, ÷òî âëàäåíèÿ áûâàþò
ëèøü íåñêîëüêèõ òèïîâ, èëè, ïî êðàéíåé ìåðå, èìåþò ñõîæóþ ñòðóêòóðó, îäíàêî
ñòðîãîãî äîêàçàòåëüñòâà äàííàÿ ãèïîòåçà íå ïîëó÷èëà.

Â äàííîé ñòàòüå áûëà ïðåäëîæåíà êëàññèôèêàöèÿ âëàäåíèé, êîòîðàÿ îáîá-
ùàåò ïðåäïîëîæåíèÿ, âûäâèíóòûå â [20], à òàêæå äîêàçàíà òåîðåìà î òîì, ÷òî
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êëàññèôèêàöèÿ ÿâëÿåòñÿ èñ÷åðïûâàþùåé. Ïîñêîëüêó ïðåäëîæåííàÿ êëàññèôèêà-
öèÿ ôîðìàëüíî ñîãëàñîâàíà ñ òîé, êîòîðàÿ ïðèìåíÿåòñÿ â [20], òî ýòîò ðåçóëüòàò
ôîðìàëüíî îáîñíîâûâàåò ïðåäïîëîæåíèÿ, íà êîòîðûõ îñíîâàíû ôîðìóëèðîâêè,
äîêàçàòåëüñòâà è âûâîäû, ñäåëàííûå â óêàçàííîé ñòàòüå. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî
êëàññèôèêàöèÿ, ïðåäëîæåííàÿ â íåé, îêàçàëàñü íåïîëíà, ñõåìû ðàáîòû, ïðåäëî-
æåííûå äëÿ äîìåíîâ è âëàäåíèé, îáîáùàþòñÿ äî áðàòñòâ, ïðåäëîæåííûõ â äàííîé
ðàáîòå.

Â ðàçðàáîòêå êîìïëåêñà àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì ëîãèêî-âåðîÿòíîñòíîãî âûâî-
äà ìíîæåñòâî âëàäåíèé è îñîáåííîñòè åãî ñîñòàâà (ìîùíîñòü, ÷èñëî ðàçíûõ òè-
ïîâ âëàäåíèé, ñëîæíîñòü áðàòñòâ) äëÿ êàæäîé êëèêè, ïðåäëîæåííûå â ñòàòüå,
ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå åùå îäíîé ñòðóêòóðû àëãåáðàè÷åñêèõ áàéåñîâ-
ñêèõ ñåòåé, êîòîðàÿ â çàìåòíîé ñòåïåíè óïðîñòèò àâòîìàòè÷åñêèé àíàëèç ñâîéñòâ
èõ âòîðè÷íîé ñòðóêòóðû. Êðîìå òîãî, ýòà íîâàÿ ñòðóêòóðà ïîçâîëèò îáëåã÷èòü
âûÿâëåíèå öèêëîâ â ìèíèìàëüíûõ ãðàôàõ ñìåæíîñòè.

Ðåçóëüòàòû ñòðóêòóðíîãî àíàëèçà êëèê ìàêñèìàëüíûõ ãðàôîâ ñìåæíîñòè, ïî-
ëó÷åííûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ëåæàò â îñíîâå èññëåäîâàíèÿ îñîáåííîñòåé âòîðè÷-
íîé ñòðóêòóðû ÀÁÑ [24], ðàáîò ïî êîìïàðàòèâíîìó àíàëèçó êëèê [21, 23], îöåíêè
ìîùíîñòè ìíîæåñòâà ìèíèìàëüíûõ ãðàôîâ ñìåæíîñòè [22], à òàêæå äâóõ àëãîðèò-
ìîâ ñèíòåçà ìíîæåñòâà ìèíèìàëüíûõ ãðàôîâ ñìåæíîñòè [18, 19].
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