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Â ðàáîòå äîêàçàíà òåîðåìà îá àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè îöåíîê ïàðàìåòðîâ ñìåñè âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ïî-
ëó÷àåìîé SEM-àëãîðèòìîì, â çàäà÷å ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàçäåëåíèÿ ïðî-
èçâîëüíûõ êîíå÷íûõ èäåíòèôèöèðóåìûõ ñìåñåé âåðîÿòíîñòíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé áåç äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé.

In the paper the theorem about the asymptotic properties of the
SEM-algorithm parameter estimates sequence for the problem of
statistical separation of arbitrary �nite identi�able mixtures of probability
distributions is proved without any restrictions.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñìåñè âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ñòàòèñòè÷å-
ñêîå ðàçäåëåíèå ñìåñåé, SEM-àëãîðèòì, öåïü Ìàðêîâà, ýðãîäè÷íîñòü.
Keywords: mixture distributions, statistical separation of mixtures, SEM-
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Ââåäåíèå

Äëÿ àíàëèçà ñòîõàñòè÷åñêîé ñòðóêòóðû õàîòè÷åñêîé ñèñòåìû ÷àñòî èñïîëüçó-
þòñÿ ìîäåëè òèïà êîíå÷íîé ñìåñè âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé, à ñàìà çàäà÷à
àíàëèçà ñâîäèòñÿ ê ñòàòèñòè÷åñêîìó ðàçäåëåíèþ êîíå÷íûõ ñìåñåé, òî åñòü ê îòûñ-
êàíèþ ñòàòèñòè÷åñêèõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ ñìåñè.

Ïîäîáíûå ìîäåëè íàõîäÿò ýôôåêòèâíîå ïðèìåíåíèå â öåëîì ðÿäå îòðàñëåé:
ôèíàíñîâîì ñåêòîðå (èçó÷åíèå ñêðûòûõ òåíäåíöèé ýâîëþöèè ðàçëè÷íûõ ñåêòî-
ðîâ ðûíêà èëè ðàçëè÷íûõ ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ, îñíîâàííîå íà ïðèìåíåíèè
ïîíÿòèÿ ìíîãîìåðíîé âîëàòèëüíîñòè), ôèçèêå òóðáóëåíòíîé ïëàçìû (àíàëèç ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè ìåæäó ïðîöåññàìè èëè ñòðóêòóðàìè, èññëåäîâàíèå êîððåëÿ-
öèîííîé ñòðóêòóðû õàîòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ), èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåìàõ (èññëå-
äîâàíèå ñòîõàñòè÷åñêîé ñòðóêòóðû èíôîðìàöèîííûõ ïîòîêîâ â âû÷èñëèòåëüíûõ
èëè òåëåêîììóíèêàöèîííûõ ñèñòåìàõ) è òàê äàëåå.

1Ðàáîòà ïîääåðæàíà Ðîññèéñêèì ôîíäîì ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû 11-07-
00112à, 11-01-12026-îôè-ì), à òàêæå Ìèíèñòåðñòâîì îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ â ðàìêàõ ÔÖÏ
¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè íà 2009-2013 ãîäû¿.
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Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàçäåëåíèÿ ñìåñåé èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷-
íûå ìåòîäû, íàèáîëåå ïîïóëÿðíûì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ EM-àëãîðèòì. EM-àëãî-
ðèòì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èòåðàòèâíûé ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ îöåíîê ìàêñèìàëü-
íîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Îäíàêî äàííûé àëãîðèòì îáëàäàåò íåêîòîðûìè êðèòè÷åñêè-
ìè íåäîñòàòêàìè. Íàïðèìåð, êëàññè÷åñêèé EM-àëãîðèòì âûáèðàåò áëèæàéøèé ê
íà÷àëüíîìó ïðèáëèæåíèþ ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, êîòîðûé íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåò-
ñÿ ãëîáàëüíûì ìàêñèìóìîì ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ. Äëÿ áîðüáû ñ äàííûì íåäî-
ñòàòêîì ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñòîõàñòè÷åñêóþ ìîäèôèêàöèþ EM-àëãîðèòìà
(òàê íàçûâàåìûé SEM-àëãîðèòì [1]). Ïîäðîáíîå èçó÷åíèå ñâîéñòâ SEM-àëãîðèò-
ìà ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [2, 3, 4]. Îäíàêî â óêàçàííûõ ðàáîòàõ ïðè
äîêàçàòåëüñòâå ñâîéñòâ ñõîäèìîñòè èñïîëüçóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ,
êîòîðûå ìîãóò íå âûïîëíÿòüñÿ ïðè ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè SEM-àëãîðèòìà.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î ñâîéñòâàõ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè îöåíîê SEM-àëãîðèòìà áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé äëÿ ïðîèçâîëü-
íûõ ñåìåéñòâ ðàñïðåäåëåíèé.

1. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäèôèêàöèÿ EM-àëãîðèòìà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëîòíîñòü íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä

fX
θ (x) =

k∑

i=1

piψi(x; ti), (1)

ãäå k > 1 � èçâåñòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ψ1, . . . , ψk � èçâåñòíûå ïëîòíîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ, íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð θ èìååò âèä

θ = (p1, . . . , pk; t1, . . . , tk),

ïðè÷åì pi > 0,
k∑

i=1

pi = 1; ti, i = 1, . . . , k � âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîãîìåðíûå ïàðàìåò-
ðû. Ïëîòíîñòè ψ1, . . . , ψk áóäåì íàçûâàòü êîìïîíåíòàìè ñìåñè (1), ïàðàìåòðû
p1, . . . , pk áóäåì íàçûâàòü âåñàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò.

Çàäà÷åé ðàçäåëåíèÿ ñìåñè (1) ïðèíÿòî íàçûâàòü çàäà÷ó ñòàòèñòè÷åñêîãî îöå-
íèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ θ ïî èçâåñòíûì ðåàëèçàöèÿì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. Íåîáõî-
äèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàçäåëåíèÿ ñìåñè âåðîÿòíîñòíûõ
ðàñïðåäåëåíèé âèäà (1) ÿâëÿåòñÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòü ñìåñè (ñì. [1]).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè èìååòñÿ íåçàâèñèìàÿ âûáîðêà çíà-
÷åíèé x = (x1, . . . , xn) íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, îòíîñèòåëüíî êîòî-
ðîé, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî åå ðàñïðåäåëåíèå àáñî-
ëþòíî íåïðåðûâíî îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà (îòêóäà íåîáõîäèìî âûòåêàåò, ÷òî
ψ1, . . . , ψk � ýòî òàêæå ïëîòíîñòè îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà). Òàêæå áóäåì ïðåä-
ïîëàãàòü, ÷òî âñå xj âûáèðàþòñÿ èç ìíîæåñòâà D = {ψi(x; ti) > 0, i = 1, . . . , k}.

Â ðàìêàõ ìîäåëè (1) ëîãàðèôì êëàññè÷åñêîé (íåïîëíîé) ôóíêöèé ïðàâäîïîäî-
áèÿ ïàðàìåòðà θ èìååò âèä

log L(θ;x) = log
n∏

j=1

fX
θ (xj) =

n∑

j=1

log

(
k∑

i=1

piψi(xj ; ti)

)
.
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Íåïîñðåäñòâåííûé ïîèñê òî÷êè ìàêñèìóìà ýòîé ôóíêöèè âåñüìà çàòðóäíèòåëåí.
Îäíàêî, åñëè òðàêòîâàòü íàáëþäåíèÿ x êàê íåïîëíûå, òî ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ
ìîæíî çàïèñàòü â íàìíîãî áîëåå óäîáíîì âèäå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàðÿäó ñ íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé X çàäàíà
íåíàáëþäàåìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y , çíà÷åíèÿ êîòîðîé ñîäåðæàò èíôîðìàöèþ
î íîìåðàõ êîìïîíåíò, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûìè ¾ãåíåðèðóþòñÿ¿ íàáëþäåíèÿ
x = (x1, . . . , xn). À èìåííî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàáëþäåíèÿ îðãàíèçîâàíû ñëåäó-
þùèì îáðàçîì. Ïðè î÷åðåäíîì, ñêàæåì, j-îì íàáëþäåíèè (j = 1, . . . , n) ñíà÷àëà
ðåàëèçóåòñÿ çíà÷åíèå yj ∈ {1, . . . , k} íåíàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y . Ýòî
çíà÷åíèå yj èìååò ñìûñë íîìåðà òîé êîìïîíåíòû ñìåñè, êîòîðàÿ çàòåì âûáèðàåòñÿ
â êà÷åñòâå ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ïðè j-îì èçìåðå-
íèè, ðåçóëüòàòîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå xj . Òàêàÿ ñõåìà òèïè÷íà äëÿ çàäà÷
êëàñòåðíîãî àíàëèçà, â êîòîðûõ êàæäîå íàáëþäåíèå ìîæåò áûòü ïîðîæäåíî îäíîé
è òîëüêî îäíîé êîìïîíåíòîé ñìåñè. Ýòà ñõåìà îêàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíî î÷åíü óäîá-
íîé äëÿ ðåøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé çàäà÷è ðàçäåëåíèÿ êîíå÷íûõ ñìåñåé âèäà (1).

×òîáû îïèñàòü SEM-àëãîðèòì, ïðåäñòàâèì íåíàáëþäàåìóþ èíôîðìàöèþ â ñëå-
äóþùåé ôîðìå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäîìó íàáëþäåíèþ xj ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð
~yj = (y1j , y2j , . . . , ykj)T , j = 1, . . . , n, ãäå k � ÷èñëî êîìïîíåíò ñìåñè, n � îáúåì
âûáîðêè. Ïðè ýòîì

yij =

{
1, åñëè íàáëþäåíèå xj ïîðîæäåíî i-é êîìïîíåíòîé ñìåñè,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïðè êàæäîì j åäèíèöå ðàâíà òîëüêî îäíà èç êîìïîíåíò âåêòîðà ~yj , îñòàëüíûå
êîìïîíåíòû ýòîãî âåêòîðà ðàâíû íóëþ.

Â òåðìèíàõ âåëè÷èí y =
{
~yj = (y1j , y2j , . . . , ykj)T , j = 1, . . . , n

}
ëîãàðèôì ïîë-

íîé ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ìîäåëè (1) ïðèíèìàåò âèä

log L(θ;x, y) =
n∑

j=1

k∑

i=1

yij log[piψi(xj ; ti)] =

=
k∑

i=1

log pi

n∑

j=1

yij +
k∑

i=1

n∑

j=1

yij log ψi(xj ; ti). (2)

Âåêòîðû ~yj = (y1j , y2j , . . . , ykj)T , j = 1, . . . , n, ðàçáèâàþò èñõîäíóþ íàáëþäàå-
ìóþ âûáîðêó x íà k êëàññîâ (êëàñòåðîâ) K1, . . . , Kk :

x = K1 ∪ . . . ∪Kk.

Äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , k ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ Ki � ýòî ìíîæåñòâî òåõ
íàáëþäåíèé xj , êàæäîìó èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò yij = 1. Ïðè ýòîì êàæäîå
íàáëþäåíèå xj âõîäèò ðîâíî â îäèí êëàñòåð, òî åñòü Ki ∩Kj = ∅ ïðè i 6= j. Ïóñòü
υi � ýòî ÷èñëî íàáëþäåíèé, ïîïàâøèõ â êëàñòåð Ki, i = 1, . . . , k,

υi =
n∑

j=1

yij .
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Î÷åâèäíî, ÷òî υ1+. . .+υk = n. Òîãäà, ïðîäîëæàÿ ðàâåíñòâî (2), äëÿ ëîãàðèôìà
ïîëíîé ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ â ìîäåëè (1) ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå

log L(θ;x, y) =
k∑

i=1

υi log pi

k∑

i=1

∑

j: xj∈Ki

log ψi(xj ; ti). (3)

Åñëè áû âåëè÷èíû yij áûëè èçâåñòíû, òî èñêàòü çíà÷åíèå θ, ìàêñèìèçèðóþùåå
ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ â âûðàæåíèè (3), ìîæíî áûëî áû, ìàêñèìèçèðóÿ ïî θ
êàæäîå èç ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3), ïîñêîëüêó ýòè ñëàãàåìûå çà-
âèñÿò òîëüêî îò ¾ñâîèõ¿ ãðóïï ïàðàìåòðîâ. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íåîïðåäåëåííûõ
ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìàêñèìóì ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ïî
íàáîðó p1, . . . , pk ïðè î÷åâèäíîì îãðàíè÷åíèè p1 + . . . + pk = 1 äîñòèãàåòñÿ ïðè

p∗i =
υi

n
. (4)

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî
∑

j: xj∈Ki

log ψi(xj ; ti) = log
∏

j: xj∈Ki

ψi(xj ; ti) ≡ log Li(ti; Ki),

ãäå Li(ti; Ki) � ýòî ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà ti, ïîñòðîåííàÿ ïî ïîäâû-
áîðêå (êëàñòåðó) Ki â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ïîäâûáîðêè èìååò
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ψi(xj ; ti). Îòñþäà âèäíî, ÷òî, çíà÷åíèÿ

t∗i = arg max Li(ti; Ki), i = 1, . . . , k, (5)

äîñòàâëÿþò ìàêñèìóì âòîðîìó ñëàãàåìîìó â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3). Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî ñîîòíîøåíèå (5) îïðåäåëÿåò îáû÷íûå îöåíêè íàèáîëüøåãî ïðàâäî-
ïîäîáèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ i-é êîìïîíåíòû ñìåñè (1), ïîñòðîåííûå ïî ïîäâûáîðêå
íàáëþäåíèé, ðàñïðåäåëåíèå êîòîðûõ ðàâíî ýòîé êîìïîíåíòå, òî åñòü ïî êëàñòåðó
Ki.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè áû âåëè÷èíû yij áûëè èçâåñòíû, òî îöåíêè íàèáîëüøåãî
ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (1) îïðåäåëÿëèñü áû ñîîòíîøåíèÿìè (4) è (5).
Îäíàêî íà ïðàêòèêå âåëè÷èíû yij íåèçâåñòíû. Èäåÿ SEM-àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ
â òîì, ÷òî ýòè âåëè÷èíû îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîãî èìèòàöèîííîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ.

Èòåðàöèîííûé SEM-àëãîðèòì îïðåäåëÿåòñÿ òàê. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíû
çíà÷åíèÿ g

(m)
ij àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé ïðèíàäëåæíîñòè íàáëþäåíèÿ xj ê êëà-

ñòåðó Ki, i = 1, . . . , k; j = 1, . . . , n; m � íîìåð èòåðàöèè (îòìåòèì, ÷òî

k∑

i=1

g
(m)
ij = 1 (6)

äëÿ êàæäîãî j è ïðè êàæäîì m).
Íà ïåðâîì ýòàïå SEM-àëãîðèòìà (S-ýòàïå, îò ñëîâ Stochastic èëè

Simulation) äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , n ãåíåðèðóþòñÿ âåêòîðû ~y
(m+1)
j =
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(y(m+1)
1j , y

(m+1)
2j , . . . , y

(m+1)
kj )T êàê ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ñ ïîëèíîìèàëü-

íûì ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïàðàìåòðàìè 1 è g
(m)
1j , . . . , g

(m)
kj (g(m)

ij � ýòî âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî âåëè÷èíà y

(m+1)
ij ðàâíà åäèíèöå). Ïî âåêòîðàì ~y

(m+1)
j îïðåäåëÿåòñÿ ðàçáèåíèå

âûáîðêè x = (x1, . . . , xn) íà êëàñòåðû K
(m+1)
1 , . . . ,K

(m+1)
k è ñîîòâåòñòâóþùèå

÷èñëà υ
(m+1)
1 , . . . , υ

(m+1)
k (÷èñëåííîñòè êëàñòåðîâ) íà (m + 1)-é èòåðàöèè. Íà

S-ýòàïå ðåàëèçóåòñÿ ñëó÷àéíîå ¾âñòðÿõèâàíèå¿ èñõîäíîé âûáîðêè.
Íà âòîðîì ýòàïå (M-ýòàïå), ýòàïå ìàêñèìèçàöèè, â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëà-

ìè (3) è (4) âû÷èñëÿþòñÿ îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ êîìïîíåíò ïàðà-
ìåòðà θ:

p
(m+1)
i =

υ
(m+1)
i

n
, (7)

t
(m+1)
i = arg max

t
Li(t; K

(m+1)
i ), i = 1, . . . , k.

Íàêîíåö, íà òðåòüåì ýòàïå (E-øàãå) ïåðåíàçíà÷àþòñÿ âåðîÿòíîñòè gij . Íà-
çâàíèå ýòîãî ýòàïà âîñõîäèò ê ñëîâó expectation. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî åñëè
~Y

(m+1)
j = (Y (m+1)

1j , Y
(m+1)
2j , . . . , Y

(m+1)
kj )T � ýòî ñëó÷àéíûé âåêòîð, ðåàëèçàöèåé êî-

òîðîãî ÿâëÿåòñÿ âåêòîð ~y
(m+1)
j , à ~X = (X1, . . . , Xn) � ýòî ñëó÷àéíûé âåêòîð, ðåà-

ëèçàöèåé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ âûáîðêà x = (x1, . . . , xn), òî ïî îïðåäåëåíèþ

g
(m+1)
ij = Eθ(m+1)(Y (m+1)

ij | Xj) (8)

(òàê êàê Y
(m+1)
ij � ýòî èíäèêàòîð (ñëó÷àéíîãî) ñîáûòèÿ

{
Xj ∈ K

(m+1)
i

}
, à ìàòå-

ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå èíäèêàòîðà ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ ðàâíî âåðîÿòíîñòè ýòîãî
ñîáûòèÿ). Ïðè èçâåñòíîì çíà÷åíèè Xj = xj èìååì

g
(m+1)
ij =

p
(m+1)
i ψi(xj ; t

(m+1)
i )

k∑
r=1

p
(m+1)
r ψr(xj ; t

(m+1)
r )

. (9)

Òàêèì îáðàçîì, SEM-àëãîðèòì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìåòîä äëÿ îöåíèâàíèÿ íåèç-
âåñòíûõ ïàðàìåòðîâ êîìïîíåíò ñìåñè áåç êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëî-
æåíèé îá ýòèõ ïàðàìåòðàõ (íàïðèìåð, íåò íåîáõîäèìîñòè â ïðåäïîëîæåíèè î ðà-
âåíñòâå 0 ïàðàìåòðà ñäâèãà äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû, òî åñòü ïðèíóäèòåëüíîãî
çàäàíèÿ äëÿ ìîäåëè âèäà ñòðîãî ìàñøòàáíîé ñìåñè).

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, â ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ SEM-
àëãîðèòìà, ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå ðÿäà äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé. Òàê, â ïåð-
âûõ ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ äàííîé òåìàòèêå (ñì., íàïðèìåð, ñòàòüþ [5]), óñòàíàâ-
ëèâàëèñü ñâîéñòâà ëèøü äëÿ äâóõêîìïîíåíòíîé ñìåñè (ïðè ýòîì îòìå÷àëàñü íåâîç-
ìîæíîñòü îáîáùåíèÿ ïðèâåäåííûõ äîêàçàòåëüñòâ íà ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî êîìïî-
íåíò). Â ñòàòüå Ñ.Ô. Íèëüñåíà [4] óæå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà êîìïîíåíò äîêà-
çàíà ñõîäèìîñòü SEM-àëãîðèòìà, óñòàíîâëåíû àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè SEM-îöåíîê (àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü) ïðè âûïîëíåíèè äîñòà-
òî÷íî ñëîæíûõ äëÿ ïðîâåðêè íà ïðàêòèêå óñëîâèé. Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ ñòðîãàÿ
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ïîëîæèòåëüíîñòü óñëîâíîé ïëîòíîñòè (äëÿ ñðàâíåíèÿ ñì. ôîðìóëó (9))

fθ(yj | xj) =
n∏

j=1

pyj
ψyj

(xj ; tyj
)

(
k∑

i=1

piψi(xj ; ti)

)−1

.

Äàííîå óñëîâèå ñóùåñòâåííûì îáðàçîì èñïîëüçóåòñÿ â ñòàòüå [4] ïðè äîêà-
çàòåëüñòâå ëåììû îá àïåðèîäè÷íîñòè è íåðàçëîæèìîñòè SEM-öåïè. Âûøå áûëî
îòìå÷åíî, ÷òî â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî òàêèå xj , êîòîðûå ïðè-
íàäëåæàò ìíîæåñòâó D, îäíàêî ïëîòíîñòü fθ(yj | xj) ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íóëü
è ïðè ñïðàâåäëèâîñòè óñëîâèÿ pyj = 0 äëÿ íåêîòîðîãî j. Ýòàïû SEM-àëãîðèòìà
íåïîñðåäñòâåííî íå çàïðåùàþò âåñàì îáðàùàòüñÿ â íóëü, òàê ÷òî äàííîå óñëîâèå
íà ïðàêòèêå ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå áóäåò ñôîðìóëèðîâàíà
è äîêàçàíà òåîðåìà î ñâîéñòâàõ îöåíîê SEM-àëãîðèòìà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà
êîìïîíåíò áåç ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé î ïàðàìåòðàõ ìåòîäà.

2. Ýðãîäè÷íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè SEM-îöåíîê

Íà êàæäîì øàãå ðàáîòû àëãîðèòìà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà θ(m) ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå

θ(m) = f(θ(m−1)).

Îäíàêî ýòà ôóíêöèÿ f(·) çàâèñèò îò âåëè÷èí g
(m−1)
ij , ÿâëÿþùèõñÿ ñëó÷àéíûìè âå-

ëè÷èíàìè (èç îïðåäåëåíèÿ, ñì. ôîðìóëó (8)). Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
θ(m)

}
ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ââåäåì ðÿä îáîçíà÷åíèé, êîòîðûìè áóäåì â äàëüíåéøåì ïîëüçîâàòüñÿ ïðè ðà-
áîòå ñ ìàðêîâñêèìè öåïÿìè. Îáîçíà÷èì âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ i â
ñîñòîÿíèå j çà k øàãîâ ÷åðåç

pij(k) = P(Sk = Ej | S0 = Ei),

ãäå Sl îáîçíà÷àåò ñîñòîÿíèå öåïè íà l-îì øàãå. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ýëåìåíòû
ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé äëÿ îäíîðîäíîé öåïè (òî åñòü ìàòðèöû, îòðà-
æàþùåé âîçìîæíîå èçìåíåíèå ñèñòåìû çà îäèí øàã) ìîãóò áûòü çàïèñàíû êàê
pij(1), íî äëÿ óäîáñòâà áóäåì îáîçíà÷àòü èõ êàê pij . ×åðåç πj îáîçíà÷èì ñòàöèî-
íàðíîå ðàñïðåäåëåíèå

lim
n→∞

pij(n) = πj , i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , n.

Òåïåðü ìîæíî óñòàíîâèòü ñâîéñòâà SEM-àëãîðèòìà è ñôîðìóëèðîâàòü ðåçóëü-
òàò â ñëåäóþùåì âèäå.

Òåîðåìà 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê
{
θ(m)

}
, ïîëó÷àåìàÿ SEM-àëãîðèòìîì â

çàäà÷å ðàçäåëåíèÿ èäåíòèôèöèðóåìûõ ñìåñåé ñ ïðîèçâîëüíûì êîíå÷íûì ÷èñëîì
êîìïîíåíò, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íóþ îäíîðîäíóþ àïåðèîäè÷åñêóþ ýðãîäè÷å-
ñêóþ ìàðêîâñêóþ öåïü.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü êàæäîå ñîñòîÿíèå SEM-öåïè (òî åñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíîê

{
θ(m)

}
, ïîëó÷àåìûõ íà èòåðàöèîííûõ øàãàõ) òåì, â

êàêîé êëàñòåð K
(m)
i íà m-îì øàãå ïîïàë ýëåìåíò âûáîðêè xj . Òîãäà êàæäîå ñî-

ñòîÿíèå ìîæíî îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçîâàòü åäèíñòâåííîé íåñëó÷àéíîé ìàòðèöåé
Y (η) ðàçìåðà k × n, η îáîçíà÷àåò íîìåð ìàòðèöû, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ
íóëè è åäèíèöû, ïðè÷åì (Y (η))ij = 1 òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà ýëåìåíò âûáîðêè xj

ïîïàë â êëàñòåð K
(m)
i íà m-îì øàãå. Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî òàêèõ ìàòðèö êîíå÷íî

è ñîñòàâëÿåò kn: ìîæíî ðàññìîòðåòü ñîîòâåòñòâóþùèé âûáîðêå íàáîð äëèíîé n, â
êîòîðîì íà êàæäîé ïîçèöèè ñòîèò íîìåð êëàñòåðà îò 1 äî k; îáùåå ÷èñëî òàêèõ
íàáîðîâ, êàê èçâåñòíî, ñîñòàâëÿåò kn.

Òîãäà ýëåìåíòû äàííîé ìàòðèöû îïðåäåëÿþò âåëè÷èíû g
(m)
ij íà êàæäîì øàãå â

ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (8): íà (m+1)-ì øàãå ìîæíî âûáðàòü òàêóþ íåñëó÷àéíóþ
ìàòðèöó Y (η), íå çàâèñÿùóþ îò íîìåðà èòåðàöèîííîãî øàãà, ÷òî (Y (η))j ≡ ~y

(m+1)
j

(â ñèëó êîíå÷íîãî ÷èñëà âàðèàíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ âûáîðêè ïî êëà-
ñòåðàì). Çàìåòèì, ÷òî ôàêòè÷åñêè ìàòðèöà Y (η) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåàëèçàöèþ
íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé ìàòðèöû Y (m+1), îïðåäåëÿþùåé ýëåìåíòû g

(m+1)
ij â ôîðìó-

ëå (8). Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ Sm â ñîñòîÿíèå Sm+1 îäíîçíà÷-
íî îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé P(Sm+1 = Y (η) | Sm = Y (ν)) äëÿ íåêîòîðûõ íîìåðîâ
η è ν.

Èòàê, êîíå÷íûé íàáîð ìàòðèö Y (η) íà êàæäîì øàãå îäíîçíà÷íî (âìåñòå ñ âû-
áîðêîé) îïðåäåëÿåò êàê çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ g

(m)
ij (ìàòðèöó ñ ýëåìåíòàìè g

(m)
ij ,

i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , n, ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàòðèöå Y (η), áóäåì îáîçíà÷àòü ÷å-
ðåç G(η)) (äàííàÿ ìàòðèöà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåàëèçàöèþ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé
ìàòðèöû G(m+1), ýëåìåíòû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (8)), òàê è çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðà θ(m). Ýòî îçíà÷àåò êàê êîíå÷íîñòü ÷èñëà ìàòðèö G(η), òàê è êîíå÷íîñòü
íàáîðà çíà÷åíèé ïàðàìåòðà θ(m). Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî âûäåëèòü òàêîå ìíîæå-
ñòâî ñîñòîÿíèé, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ â ñëåäóþùåå, â
ñèëó îïðåäåëåíèÿ SEM-àëãîðèòìà, íå çàâèñèò îò ïðîøëîãî. Ïîýòîìó ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü

{
θ(m)

}
ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêîé öåïüþ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì âîïðîñ îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðî-
ÿòíîñòåé pνη = P(Sm+1 = Y (η) | Sm = Y (ν)), ν, η = 1, . . . , kn. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

(G(ν))Y (η) def=
∏

i,j

(gij(ν))yij(η),

ãäå

gij(ν) = (G(ν))ij , yij(η) = (Y (η))ij .

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, ñîñòîÿíèå Y (η) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ìàòðèöó G(η).
Èç ôîðìóëû (8) ñëåäóåò, ÷òî ñòîëáöû (G(ν))j ïðè ðàçíûõ j íåçàâèñèìû (òàê êàê
ôîðìóëà (8) ñïðàâåäëèâà è äëÿ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí). Ïîýòîìó ñòîëáöû
ìàòðèöû (Y (η))j íåçàâèñèìû (òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ îíè ÿâëÿþòñÿ ðåàëèçàöè-
ÿìè ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ñ ïîëèíîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïàðàìåòðàìè 1 è
(G(ν))j). Ýòî ïîçâîëÿåò ðàñïèñûâàòü âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà êàê ïðîèçâåäåíèå âå-
ðîÿòíîñòåé ïîÿâëåíèÿ êàæäîãî ñòîëáöà. Èñõîäÿ èç S-øàãà àëãîðèòìà, ïîëó÷àåì,
÷òî

pνη = (G(ν))Y (η).
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Èç äàííîãî ðàâåíñòâà âèäíî, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíî-
ñòåé íå çàâèñÿò îò íîìåðà èòåðàöèè, à çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê, êî-
òîðàÿ ñòðîèòñÿ SEM-àëãîðèòìîì, ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé ìàðêîâñêîé öåïüþ. Òàêæå
èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò (ñì. ôîðìóëû (7) è (9)), ÷òî ïðè óñëîâèè ðàçðåøåíèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ ïóñòûõ êëàñòåðîâ (òî åñòü gij = 0 äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n), åñëè íà
êàêîì-òî øàãå êëàñòåð i áûë îáúÿâëåí ïóñòûì, òî ýëåìåíòû âíîâü íå ìîãóò íà
ñëåäóþùèõ øàãàõ ïîïàäàòü â íåãî (òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò gij ðàâåí
íóëþ è ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ âîçìîæåí ïåðåõîä òîëüêî â ñîñòîÿíèÿ ñ yij = 0,
òî åñòü ýëåìåíò âûáîðêè xj êëàñòåðó i íå ïðèíàäëåæèò).

Êàæäàÿ âåðîÿòíîñòü pνη ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå n ìíîæèòåëåé gij ,
îòâå÷àþùèõ ðàñïðåäåëåíèþ ýëåìåíòîâ âûáîðêè ïî êëàñòåðàì. Èç îïðåäåëåíèÿ
î÷åâèäíî, ÷òî pνη > 0 äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ ν è η (â òîì ñìûñëå, ÷òî äîïóñêàþòñÿ
è íóëåâûå âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èç îäíîãî ñîñòîÿíèå â äðóãîå; êàê áûëî îòìå÷åíî
âûøå, åñëè öåïü ïåðåøëà â ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì íåêîòîðûé êëàñòåð ñ÷èòàåòñÿ ïó-
ñòûì, ïåðåéòè â ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðûõ ýòîò êëàñòåð ñîäåðæèò êàêèå-òî ýëåìåíòû
âûáîðêè, íåâîçìîæíî).

Ïðàâèëî ñóììèðîâàíèÿ. Íà l-îì øàãå ãðóïïèðóåì ïî k øòóê ñëàãàåìûõ ñ îäè-
íàêîâûìè n − l ÷ëåíàìè. Çàòåì ïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì (6) � è òàêèì îáðàçîì
ïîëó÷àåì èòîãîâóþ ñóììó, ðàâíóþ åäèíèöå.

Èòàê,
∑

η pνη = 1. Ñêàçàííîå îçíà÷àåò, ÷òî SEM-öåïü
{
θ(m)

}
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé

îäíîðîäíîé ìàðêîâñêîé öåïüþ ñî ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöåé ïåðåõîäà. Ïðè ýòîì,
åñëè âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ i â ñîñòîÿíèå j íå ðàâíà 0, òî âîçìîæíî
ïåðåéòè â ëþáîå ñîñòîÿíèå â òî÷íîñòè çà 1 øàã ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ. Ïîýòîìó
SEM-öåïü àïåðèîäè÷íà.

Ïóñòü ñíà÷àëà âûïîëíåíî óñëîâèå gij > 0 äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ íîìåðîâ i è j
(òî åñòü çàïðåùàåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà êàêîé-òî êëàñòåð ïðèçíàåòñÿ ïóñòûì). Òî-
ãäà ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ïîëó÷àåòñÿ àïåðèîäè÷åñêîé, íåðàçëîæèìîé
(âñå ñîñòîÿíèÿ öåïè ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûìè, ñîîáùàþùèìèñÿ, òàê êàê ñ ïîëî-
æèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ ìîæíî ïîïàñòü èç îäíîãî ïðîèçâîëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â
äðóãîå), ÷òî â ñèëó åå êîíå÷íîñòè ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì êíèãè [6] îçíà÷àåò ýð-
ãîäè÷íîñòü öåïè. Â ýòîì ñëó÷àå ðàçíîñòü |pij(n)− πj | èìååò ýêñïîíåíöèàëüíóþ
ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ê íóëþ (òî åñòü ïîëó÷àåì ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñêîðîñòü ñõîäè-
ìîñòè ê ýðãîäè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ).

Ïóñòü òåïåðü âûïîëíåíî óñëîâèå gij > 0 äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ íîìåðîâ i è j (òî
åñòü ðàçðåøàåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà êàêîé-òî êëàñòåð ïðèçíàåòñÿ ïóñòûì). Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç {Ei} ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé SEM-öåïè. Âûäåëèì â îòäåëüíîå ñîñòîÿíèå
ñèòóàöèþ, êîãäà çàïîëíåí åäèíñòâåííûé êëàñòåð, à îñòàëüíûå ÿâëÿþòñÿ ïóñòûìè,
òî åñòü â ýòîé ñèòóàöèè (Y (η))ij = 1 òîëüêî äëÿ îäíîãî çíà÷åíèÿ i è ñðàçó äëÿ
âñåõ j. Ýòèì ðåàëèçóåòñÿ ïîíÿòíîå ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðàâèëî, îçíà÷à-
þùåå, ÷òî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ íå çàâèñÿò îò òîãî, êàêîé èìåííî åäèíñòâåííûé
êëàñòåð çàïîëíåí, èáî èçíà÷àëüíî íàøà íóìåðàöèÿ óñëîâíà è äîïóñêàåò ïåðåîáî-
çíà÷åíèå. Îáîçíà÷èì ýòî ñîñòîÿíèå E1. Ñîîòâåòñòâóþùóþ âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà
â ýòî ñîñòîÿíèå ïîëîæèì ðàâíîé ñóììå âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäîâ â êàæäîå èç ïî-
äîáíûõ ñîñòîÿíèé (ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèöàì Y (η) äëÿ òàêèõ çíà÷åíèé η, ÷òî
åäèíñòâåííàÿ ñòðîêà â íèõ ïîëíîñòüþ çàïîëíåíà åäèíèöàìè, à îñòàëüíûå ýëåìåí-
òû � íóëè). Òàêèì îáðàçîì, ñîõðàíèì ïåðâîíà÷àëüíóþ âçàèìîñâÿçü ñîñòîÿíèé è
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ñòîõàñòè÷íîñòü ìàòðèöû ïåðåõîäà.
Î÷åâèäíî (â ñèëó àïåðèîäè÷íîñòè è äîñòèæèìîñòè âñåõ ñîñòîÿíèé), ÷òî ñóùå-

ñòâóåò t0 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî i > 1 âåðíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü pi1(t0) > 0, íî
óñëîâèå p1i(t) > 0 äëÿ ëþáîãî t0 > 0 âëå÷åò óñëîâèå i = 1 (êàê óæå ãîâîðèëîñü,
êëàñòåð íå ìîæåò ñîäåðæàòü ýëåìåíòû, åñëè îäíàæäû îí îêàçàëñÿ ïóñòûì). Èíà-
÷å p1i(t) ≡ 0 äëÿ ëþáîãî t0 > 0. Ïî îïðåäåëåíèþ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå ñîñòîÿíèÿ,
êðîìå E1, ÿâëÿþòñÿ íåñóùåñòâåííûìè. Ïðè ýòîì ïîíÿòíî, ÷òî E1 � ñóùåñòâåííîå.
Òî åñòü ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ðàçáèâàåòñÿ íà äâà êëàññà: ìíîæåñòâî âñåõ íåñó-
ùåñòâåííûõ ñîñòîÿíèé S0 (ñîñòîèò èç âñåõ Ei, i > 1) è ìíîæåñòâî ñóùåñòâåííûõ
ñîñòîÿíèé S1 (ñîñòîèò èç E1). Â äàííîì ñëó÷àåì ïîëó÷àåì, ÷òî SEM-öåïü ÿâëÿ-
åòñÿ ðàçëîæèìîé. Ïîýòîìó âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòàìè äëÿ ñëó÷àÿ gij > 0 óæå
íåëüçÿ.

Çàïèøåì ìàòðèöó ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé â âèäå

S0 S1

S0

S1

(
///// /////

0 L

)
.

Çäåñü ìàòðèöà L ≡ 1 è, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé, íåðàçëîæèìîé è
àïåðèîäè÷åñêîé, ÷òî â ñëó÷àå êîíå÷íîñòè öåïè îçíà÷àåò åå ýðãîäè÷íîñòü. Ïîíÿòíî,
÷òî S1 íå ñîäåðæèò ïîäêëàññîâ. Òàêàÿ ñòðóêòóðà ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíî-
ñòåé ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òîáû áûëà ñïðàâåä-
ëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà [6].

Ëåììà 1. Åñëè Ei ∈ S0, òî

lim
t→∞

pij(t) =

{
0, åñëè Ej ∈ S0,

πj , åñëè Ej ∈ S1.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ðåçóëüòàòàìè ýòîé ëåììû, ìîæíî ãîâîðèòü îá ýðãîäè÷íîñòè
ðàçëîæèìîé öåïè. Â ñèëó ýðãîäè÷íîñòè ìàòðèöû L,

lim
n→∞

pi1(n) = π1,
∑

n

π1 = 1, π1 = (Eτ)−1
,

ãäå P(τ (1) = n) = f1(n), τ (1) � âðåìÿ âîçâðàùåíèÿ â E1, à

f1(n) = P(Sn = E1 | Sn−1 6= E1, ..., S1 6= E1 | S0 = E1)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî åñëè ñèñòåìà âûøëà èç ñîñòîÿíèÿ E1,
òî îíà âïåðâûå âåðíåòñÿ â íåãî çà n øàãîâ. Íî åñëè öåïü óæå íàõîäèòñÿ â ñîñòî-
ÿíèè E1, òî ïåðåõîä â E1 çà îäèí øàã îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Ïîýòîìó
P(τ (1) = 1) = 1 è Eτ (1) = 1. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî π1 = 1. 2

Çàêëþ÷åíèå

Èòàê, òåîðåìà 1 îïèñûâàåò ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíîê ïàðàìåòðîâ
ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé ñìåñè âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ãåíåðèðóåìîé SEM-
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àëãîðèòìîì, â òåðìèíàõ ýðãîäè÷íîñòè. Èç ýòîé òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî â ñëó÷àå äî-
ïóñòèìîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ïóñòûõ êëàñòåðîâ SEM-öåïü ñòàíîâèòñÿ ñòàöèîíàðíîé
òîëüêî ïðè ïîïàäàíèè â ïîãëîùàþùåå ñîñòîÿíèå E1. Ïðè ýòîì ìîæíî ãîâîðèòü
î ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{
θ(m)

}
: òàê êàê íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà

ïîïàäàíèÿ â ñîñòîÿíèå E1 ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî θ(n) = θ(m) ñðàçó äëÿ âñåõ ïî-
ñëåäóþùèõ íîìåðîâ èòåðàöèîííûõ øàãîâ n è m. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ãîâîðèòü
î ñõîäèìîñòè ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Ïðè ýòîì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè
SEM-àëãîðèòìà â ñëó÷àå äîïóñòèìîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ïóñòûõ êëàñòåðîâ îïðåäå-
ëÿåòñÿ âðåìåíåì ïîïàäàíèÿ â ñîñòîÿíèå E1. Â êà÷åñòâå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ïðè
äîïóñòèìîñòè ïóñòûõ êëàñòåðîâ ïðè äîñòèæåíèè ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà áåðóò-
ñÿ îöåíêè âûáîðêè ïî ñîîòâåòñòâóþùèì êîíêðåòíîìó òèïó ñìåñè ôîðìóëàì. Òàê
ìîæíî îöåíèòü êîìïîíåíòó, âíîñÿùóþ íàèáîëåå çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ïîðòðåò
âîëàòèëüíîñòè. Ïðè ýòîì çàïðåò ñóùåñòâîâàíèÿ ïóñòûõ êëàñòåðîâ ïîçâîëÿåò ïîä-
ãîíÿòü ê äàííûì ìîäåëü ñòðîãî k-êîìïîíåíòíîé ñìåñè, ÷òî îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì
ïðè ñòàòèñòè÷åñêîé ïðîâåðêå ÷èñëà êîìïîíåíò â ñìåñè (ïîäðîáíåå ñì. ñòàòüè [7, 8]).
Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò òî÷íåå îöåíèâàòü ÷èñëî êîìïîíåíò â ñìåñè, à çíà÷èò, äå-
ëàåò âîçìîæíûì âûáîð ìîäåëè, àäåêâàòíî îïèñûâàþùåé ðàñïðåäåëåíèå èñõîäíîé
âûáîðêè. Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ âàæíûõ òèïîâ ñìåñåé âåðî-
ÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé, íàïðèìåð, äëÿ êîíå÷íûõ ñìåñåé íîðìàëüíûõ çàêîíîâ,
ïðîâîäèëèñü ýìïèðè÷åñêèå èñïûòàíèÿ, èëëþñòðèðóþùèå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòà-
òû (áîëåå ïîäðîáíî íà ïðèìåðå ôèíàíñîâûõ èíäåêñîâ è òóðáóëåíòíîé ïëàçìû îá
ýòîì â ñòàòüÿõ [9, 10]).
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