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Äîêàçàíû òåîðåìû, îáîñíîâûâàþùèå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ óñòîé÷èâîñòè íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ ñè-
ñòåìàìè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñèñòåìàìè èí-
òåãðàëüíûõ è èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñâîäÿùèõñÿ ê
íåëèíåéíûì àâòîíîìíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ îáûêíî-
âåííûìè ïðîèçâîäíûìè. Ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà íå ââîäèòñÿ.

Theorems proved necessary and su�cient conditions of stability nonlinear
dynamic systems, which provided by di�erential equations, systems
of equations with partial derivatives, integral and integral- di�erential
equations, which reduces to ordinary di�erential equations, are developed.
The Lapunov's functions aren't built.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óñòîé÷èâîñòü, íåëèíåéíîñòü, äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòå-
ìà.
Keywords: stability, nonlinear, dynamic system.

Ââåäåíèå

Ðåçóëüòàòû îñíîâîïîëàãàþùèõ ðàáîò [1, 2, 3, 4] ïî èññëåäîâàíèþ ñëîæíûõ äè-
íàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ íåëèíåéíûìè ñèñòåìàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, ïîëó÷åíû íà îñíîâå ââåäåíèÿ è àíàëèçà ôóíêöèé Ëÿïóíîâà � êà÷å-
ñòâåííûìè ìåòîäàìè. Îäíàêî îáùåãî àëãîðèòìà å¼ ïîñòðîåíèÿ íå èìååòñÿ [5, ãë.II,
�2], ýâðèñòè÷åñêèå ïðè¼ìû ðåàëèçóþòñÿ â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ. Èññëåäîâàíèå óñòîé-
÷èâîñòè ïîñðåäñòâîì ïîñòðîåíèÿ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ íà ïðàêòèêå âîçìîæíî, êàê
ïðàâèëî, äëÿ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò àêòóàëüíàÿ íåîáõî-
äèìîñòü èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì áåç ïðè-
ìåíåíèÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà. Â [6, ãë.2, �8] ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà â ÿâíîì âèäå íå
èñïîëüçóåòñÿ, íî ïðàâàÿ ÷àñòü èññëåäóåìîé ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñàìî-
ñîïðÿæ¼ííîé ìàòðèöû. Òàêîå äîïóùåíèå, î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî â ÷àñòíîì ñëó-
÷àå.

Â [7] ðàñêðûâàåòñÿ âàæíîñòü ðåçóëüòàòîâ îá óñòîé÷èâîñòè ãàìèëüòîíîâûõ ñè-
ñòåì, à â [8] èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè è ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè.
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Öåëü ñòàòüè � ïîëó÷åíèå íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè
ðåøåíèé íåëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ ñèñòåì áåç ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà.

Â îñíîâó ôîðìèðîâàíèÿ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè
àâòîíîìíûõ íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì â ðàáîòå ïðèíèìàåòñÿ èçâåñòíûé
ôàêò: äëÿ îñíîâíîé è ñîïðÿæ¼ííîé ñèñòåì ãàìèëüòîíîâûõ óðàâíåíèé îäíîâðåìåí-
íî íåâîçìîæíû àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è àñèìïòîòè-
÷åñêè óñòîé÷èâûå ïðåäåëüíûå öèêëû â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.

1. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íåëèíåéíûõ àâòî-
íîìíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

Òåîðåìà 1. Íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè àñèìïòîòè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè íåëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé àâòîíîìíîé ñèñòå-
ìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé n - ãî ïîðÿäêà

ẋ(t) = X(x(t)), (1)

ãäå x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) � âåêòîð ôàçîâûõ êîîðäèíàò, X(x(t)) =
= (X1(x(t)), . . . , Xn(x(t))) � â îáùåì ñëó÷àå íåëèíåéíàÿ, äâàæäû äèôôåðåíöèðóå-
ìàÿ âåêòîð- ôóíêöèÿ, ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷àñòåé
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ëèíåéíîé ñîïðÿæ¼ííîé ñèñòåìû

ṗi(t) = −∂ (X(x), p(t))
∂xi

, i = 1, n, (2)

ãäå p(t) = (p1(t), . . . , pn(t)) � âåêòîð ñîïðÿæ¼ííûõ ôàçîâûõ êîîðäèíàò,
(X(x), p(t)) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîïðÿæ¼ííàÿ ñèñòåìà íåïîñðåäñòâåííî èñõîäèò èç êàíîíè-
÷åñêîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû [9, ãë.IV, ï.4.4] è èìååò âèä (2).

Ýòî ëèíåéíàÿ àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, êðó÷åíèå å¼ ðåøåíèÿ ïðîòèâîïîëîæíî ïî çíàêó êðó÷åíèþ ðåøåíèÿ îñíîâíîé
ñèñòåìû. Äåéñòâèòåëüíî, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé Ñåððå-Ôðåíå [10, ãë.3, �50],
äëÿ ñèñòåìû (1) èìååì âûðàæåíèå êðó÷åíèÿ
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ẋ1 . . . ẋn
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1 . . . x
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à äëÿ ñîïðÿæ¼ííîé ñèñòåìû (2) - ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì
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â ñèëó òîãî, ÷òî ñòðóêòóðà ôîðìóëû Ñåðå-Ôðåíå îäíà è òà æå äëÿ ñèñòåì (1) è
(2), è îíà íåïîñðåäñòâåííî îñíîâàíà íà ïðèìåíåíèè îäíîãî è òîãî æå ëèíåéíîãî
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îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ [11, ãë.4, �5] ê ïðàâûì ÷àñòÿì ñèñòåì. Ïðîòèâîïî-
ëîæíîñòü çíàêîâ êðó÷åíèé îçíà÷àåò, ÷òî äâèæåíèÿ ïî ôàçîâûì òðàåêòîðèÿì ïðî-
èñõîäÿò â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ, à çíà÷èò � äëÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ
îñíîâíîé ñèñòåìû íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ñîïðÿæ¼ííîé
ñèñòåìû.

Â ñâÿçè ñ ëèíåéíîñòüþ ñîïðÿæ¼ííîé ñèñòåìû (2) ñîñòàâèì äëÿ íå¼ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

(−λ)n + S1(−λ)n−1 + S2(−λ)n−2 + · · ·+ Sn−1(−λ) + Sn = 0,

ãäå Sρ, ρ = 1, n, ñóììà ãëàâíûõ ìèíîðîâ ρ - ãî ïîðÿäêà ôóíêöèîíàëüíîé ìàò-
ðèöû - ìàòðèöû ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (2) ñ íåïðåðûâíûìè ÷àñòíûìè ïðîèç-
âîäíûìè âî âñåì ïðîñòðàíñòâå −∞ < xi < ∞, îáðàùàþùèìèñÿ â íóëü â òî÷êå
x1 = x2 = · · · = xn = 0. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷è-
âîñòè ðåøåíèÿ èñõîäíîé íåëèíåéíîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû ôîðìèðóþòñÿ ïî êðè-
òåðèþ Ðàóñà-Ãóðâèöà èëè Ëüåíàðà-Øèïàðà íåïîñðåäñòâåííî ïî îïðåäåëèòåëÿì
ñîïðÿæ¼ííîé ñèñòåìû è çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

∆1 = (−1)2n−1S1 < 0, . . . , ∆n =

∣∣∣∣∣∣

(−1)2n−1S1 . . . 0
. . .
0 . . . Sn

∣∣∣∣∣∣
< 0. (3)

Ïîêàæåì òàêæå, ÷òî ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ (3) îäíîçíà÷íî âûâîäÿò íà óñëîâèÿ
òåîðåìû 1 [1, ñ.611] îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1), çàïè-
ñàííîé â [1] âûðàæåíèåì (38) [1, ñ.611].

Ñ ýòîé öåëüþ ïîñòðîèì ôóíêöèîíàëüíóþ ìàòðèöó ñîïðÿæ¼ííîé, îòíîñèòåëüíî
(1), ñèñòåìû (2) (
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è âûïèøåì ìàòðèöó (39) èç [1, c.611]

1
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Íåïîñðåäñòâåííî âèäíî, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòèõ ìàòðèö ðàâíû ïî ìîäóëþ è
ïðîòèâîïîëîæíû ïî çíàêó è ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû (5) âû÷èñëÿþòñÿ
êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(
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k=1,...,n

η +
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k=1,...,n

η = −2λη;
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ïîñëåäíåå ýêâèâàëåíòíî äâóì óðàâíåíèÿì
(
−∂Xi

∂xk

)i=1,...,n

k=1,...,n

η = λη,

(
−∂Xk

∂xi

)i=1,...,n

k=1,...,n

η = λη

â ñèëó òîãî, ÷òî ìàòðèöû
(
−∂Xi

∂xk

)i=1,...,n

k=1,...,n

,

(
−∂Xk

∂xi

)i=1,...,n

k=1,...,n

èìåþò îäíè è òå æå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çíàêè ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ìàòðèöû (5) è ìàòðèöû (4) îäíè è òå æå, à çíà÷èò � äëÿ àñèìïòîòè÷å-
ñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû (38) èç [1] íåîáõîäèìî, ÷òîáû âåùåñòâåííûå
÷àñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû (4) áûëè ïîëîæèòåëüíû ïðè −∞ < xi < ∞,
i = 1, n, à äëÿ ìàòðèöû (39) èç [1, c.611] îíè îòðèöàòåëüíû ïðè −∞ < xi < ∞.
Îäíîçíà÷íîñòü ñîîòâåòñòâèÿ ðåçóëüòàòîâ òåîðåìû 1 àâòîðîâ è òåîðåìû 1 èç [1, ñ.
611] óñòàíîâëåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.
Òåîðåìà 2. Íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè óñòîé÷èâîñòè íåëèíåé-

íîé ñèñòåìû ñ ðàñïðåäåë¼ííûìè ïàðàìåòðàìè, îïèñûâàåìîé íåëèíåéíûì äèôôå-
ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè

∂m0u(x(t), t)
∂t(m0)

+
∂m1u(x(t), t)

∂x
(m1)
1

+ . . .

· · ·+ ∂mnu(x(t), t)

∂x
(n0)
n

+ f(u(x(t), t)) = 0, (6)

ãäå t � âðåìåííàÿ êîîðäèíàòà, x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) � âåêòîð ôàçîâûõ êîîðäè-
íàò, u(x(t), t) � ïîäëåæàùàÿ âû÷èñëåíèþ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, f(u(x(t), t)) �
çàäàííàÿ íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, mi � ïîðÿäîê ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî i - îé êî-
îðäèíàòå, ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé-
÷èâîñòè ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ îáûêíîâåííûìè
ïðîèçâîäíûìè

U (m0)(w, t) + (iw1)m1U(w, t) + (iw2)m2U(w, t) + . . .

· · ·+ (iwn)mnU(w, t) + F (U(w, t)) = 0, (7)
ãäå w = (w1, . . . , wn) � âåêòîð ôàçîâûõ êîîðäèíàò â ÷àñòîòíîé îáëàñòè, i � ìíèìàÿ
åäèíèöà, F (U(w, t)) � îáðàç Ôóðüå ôóíêöèè f(u(x, t)), U(w, t) � îáðàç Ôóðüå
ôóíêöèè u(x, t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïîëíèâ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå óðàâíåíèÿ (6)

∫
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exnwndxn = 0,
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ïîëó÷èì àâòîíîìíîå íåëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ îáûêíîâåííûìè
ïðîèçâîäíûìè (7)

U (m0)(w, t) + (iw1)m1U(w, t) + (iw2)m2U(w, t) + . . .

· · ·+ (iwn)mnU(w, t) + F (U(w, t)) = 0

n � ãî ïîðÿäêà; ïðèâåäåì åãî ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

U̇ = U1, U̇1 = U2, . . .

. . . , U̇n−2 = Un−1, U̇n−1 = −(iw1)m1U − · · · − (iwn)mnU − F (U).

Òåïåðü ïðèìåíèì òåîðåìó 1 ê ýòîé ñèñòåìå, òî åñòü ïîñòðîèì äëÿ íå¼ ñîïðÿæ¼ííóþ
ñèñòåìó

ṗ1 = ((iw1)m1 + · · ·+ (iwn)mn +
∂F (U)

∂U
)pn, ṗ2 = −p1, . . . , ṗn = −pn−1

è ñôîðìèðóåì ïî òåîðåìå 1 íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè
èññëåäóåìîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ëèíåéíî è âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîá-
ðàæàåò ïðîñòðàíñòâî L2(−∞, ∞) íà ñåáÿ, à òàêæå òîãî, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ
òåîðåìîé Ïëàíøåðåëÿ [11, ãë.8, ï.5] íîðìà ‖u(x(t), t)‖2 ôóíêöèè- îðèãèíàëà â
ïðîñòðàíñòâå ôàçîâûõ êîîðäèíàò óðàâíåíèÿ (6) ðàâíà íîðìå ‖U(w(t), t)‖ èçîáðà-
æåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå êîîðäèíàò w1, . . . , wn, íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ u(x(t), t) èñõîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ (6) ïðåäñòàâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè àñèìïòî-
òè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ U(w, t) îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ (7).

Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.
Òåîðåìà 3. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâî-

ñòè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé íåëèíåéíûì âåêòîðíûì èíòåãðàëüíûì
óðàâíåíèåì Âîëüòåððà 2 ðîäà

x(t) =

t∫

0

X(x(τ))dτ, a ≤ x ≤ b, (8)

ôîðìèðóþòñÿ êàê íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷è-
âîñòè ðåøåíèÿ âåêòîðíîãî íåëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ îáûêíî-
âåííûìè ïðîèçâîäíûìè

ẋ(t) = X(x(t)), (9)
ïîëó÷åííîãî èç (8) äèôôåðåíöèðîâàíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äèôôåðåíöèðóÿ ïî âåðõíåìó ïðåäåëó, â îáùåì ñëó÷àå ïî-
ñëåäîâàòåëüíî, çàäàííîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (8), ïîëó÷àåì íåëèíåéíîå îäíî-
ðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (9).

Òàê êàê îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì [9, ãë.4,
ï.5], òî ðåøåíèå îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îäíîçíà÷íî ÿâëÿ-
åòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà 2 ðîäà ñ òî÷íîñòüþ äî
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êîíñòàíòû, à çíà÷èò � îíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9). Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïîñëåäíåãî óñòàíàâëèâàþòñÿ ïî òåîðåìå 1.

Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

2. Ôîðìèðîâàíèå íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè
êîíêðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

2.1 Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïîòîêà âîäû â êàíàëå

Ïðîâåäåì èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïîòîêà âîäû â êàíàëå, îïèñûâàåìîå íåëè-
íåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè

σ−1 +
∂Q

∂t
−Qσ−2 ∂σ

∂t
+ Qσ−1(σ−1 ∂Q

∂x
−Qσ−2[

∂σ

∂x
+

∂σ

∂y

∂y

∂x
])+

+(
∂z

∂x
+

∂y

∂x
+ r) + E = 0, (10)

ãäå Q(x, t) � ïîòîê âîäû â òî÷êå x â ìîìåíò âðåìåíè t, r � ñèëà òðåíèÿ î ëîæå
êàíàëà êàê èçìåíÿþùèéñÿ ïàðàìåòð, σ = σ(x) � ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå êàíàëà,
x = x(t) � êðèâîëèíåéíàÿ êîîðäèíàòà îòíîñèòåëüíî ðóñëà, y = y(t) � óðîâåíü
êàíàëà, z = z(t) � ãëóáèíà âîäû, èçìåðåííàÿ îò óðîâíÿ y è E � âåëè÷èíà ïðèòîêîâ
è îòòîêîâ. Ïðèìåì σ, E, z, y, r çà êîíñòàíòû.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 2 ïåðåâåäåì óðàâíåíèå (10) èç âðåìåííîé îáëàñòè â
÷àñòîòíóþ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

σ−1 + U̇ + σ−2iw(U ∗ U) + r + E = 0, (11)

ãäå U - îáðàç ôóíêöèè Q, w - íîâàÿ ÷àñòîòíàÿ êîîðäèíàòà; â ñîîòâåòñòâèè ñ òåî-
ðåìîé 1 ïîñòðîèì ñîïðÿæ¼ííóþ ê (11) ñèñòåìó

ṗ =
∂σ−2iw(U ∗ U)

∂U
p.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ êðèòåðèåì Ðàóñà- Ãóðâèöà âûïèøåì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (11):

∂σ−2iw(U ∗ U)
∂U

< 0.

Òîãäà íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (10) èìåþò âèä:

σ−2 ∂Q

∂x
Q < 0.

Îáëàñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ òàêèå óñëîâèÿ, ìîãóò
áûòü ïîëó÷åíû íà ÏÝÂÌ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íåëèíåéíîé ñèñòåìû (10) ñ
ðàñïðåäåë¼ííûìè ïàðàìåòðàìè áåç èñïîëüçîâàíèÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà.
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2.2 Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè äèíàìèêè ïîïóëÿöèè êëåòîê ñ îãðàíè÷åííûì âðå-
ìåíåì èõ æèçíè

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìèêè ïîïóëÿöèè êëåòîê ñ îãðàíè÷åííûì âðåìå-
íåì èõ æèçíè îïèñûâàåòñÿ íåëèíåéíûì èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì
Ôîðñòåðà

Ṅ(t) = −ln2N(t) +

t∫

0

n(N(t), τ)dτ, (12)

ãäå N(t) � ÷èñëî êëåòîê, n(N(t), τ) � ôóíêöèÿ óáûëè êëåòîê èç âîçðàñòîâ τ ïðè
èõ äåëåíèè íà äî÷åðíèå.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 3, ïðèâåäåì ýòî óðàâíåíèå ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ṅ(t) = Y (t), Ẏ (t) = Y (t)ln2 + n(N(t), t). (13)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 1 ïîñòðîèì ñîïðÿæ¼ííóþ äëÿ (13) ñèñòåìó

ṗ1 = −∂n(N, t)
∂N

p2, ṗ2 = −p1 − p2ln2,

òîãäà íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (12) â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ êðèòåðèåì Ðàóñà- Ãóðâèöà çàïèøåòñÿ â âèäå

∆1 = ln2 < 0, ∆2 = −∂n(N, t)
∂N

ln2 < 0.

Òàêèå óñëîâèÿ íåâûïîëíèìû, òî åñòü äèíàìèêà ïîïóëÿöèè äåëÿùèõñÿ êëåòîê
íåóñòîé÷èâà âî âñåì ïðîñòðàíñòâå ôàçîâûõ êîîðäèíàò.

Çàêëþ÷åíèå

Ñîãëàñíî òåîðåìàì àâòîðîâ ìîæíî óñòàíàâëèâàòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè âåñüìà øèðîêîãî êëàññà íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì,
îïèñûâàåìûõ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, óðàâíåíèÿìè ñ
÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè Âîëüòåððà 2 ðîäà, ñâîäÿ-
ùèìèñÿ ê ñèñòåìàì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Òåîðåìû ïðåäñòàâëÿþò ðàçâèòèå ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì áåç èñïîëüçîâàíèÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà.
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