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ÀÍÀËÈÇ ÊÎÑÌÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ
Â ÄÈËÀÒÎÍÍÎÉ ÃÐÀÂÈÒÀÖÈÈ

Âîðîíöîâà Å.Ã.
Êàôåäðà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ñîâðåìåííîãî åñòåñòâîçíàíèÿ

Â äèëàòîííîé ãðàâèòàöèîííîé ìîäåëè ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ ôðèäìàíîâ-
ñêîãî òèïà. Ïðîâåäåí àíàëèç êîñìîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ äëÿ ñðàâíå-
íèÿ äàííûõ ðåøåíèé ñ êîñìîëîãè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè ÎÒÎ.

In dilaton gravitational model the Friedman type solutions are obtained.
The cosmological parameters are analyzed with respect to correlations of
these solutions and cosmological solutions of GTR.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðåøåíèå ôðèäìàíîâñêîãî òèïà, äèëàòîííàÿ ãðàâè-
òàöèîííàÿ ìîäåëü, êîñìîëîãè÷åñêèå ïàðàìåòðû.
Keywords: Friedman type solutions, cosmological parameters, dilaton gra-
vitational model.

1. Êîñìîëîãè÷åñêèå ðåøåíèÿ ôðèäìàíîâñêîãî òèïà. Ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé ýâîëþöèè äèëàòîííîé ãðàâèòàöèîííîé ìîäåëè [1] ñ ïûëåâèäíîé ìàòåðèåé
èìååò âèä

Rµν + 2φ;µν = γe2φTµν ,

R + 4(∇φ)2 = Λ + 2γe2φTµ
µ ,

(1)

ãäå òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà èìååò âèä

Tµ
ν =

{
ε0/an, µ = ν = 0,
0, µ + ν > 0,

(2)

Rµν � òåíçîð Ðè÷÷è n + 1 - ìåðíîãî ïñåâäîðèìàíîãî ìíîãîîáðàçèÿ (ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè)M1,n, R = Rµ

µ � ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà, γ � êîíñòàíòà (ïðè n = 3), ñâÿçàí-
íàÿ ñ íüþòîíîâñêîé ãðàâèòàöèîííîé ïîñòîÿííîé G ñîîòíîøåíèåì γ = 8πG/c4, Λ
� êîíñòàíòà, ÿâëÿþùàÿñÿ àíàëîãîì êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé â îáùåé òåîðèè
îòíîñèòåëüíîñòè (ÎÒÎ).

Äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) íàõîäèì êîñìîëîãè÷åñêèå ðåøåíèÿ äëÿ îäíîðîäíîé
è èçîòðîïíîé Âñåëåííîé. Ðàññìîòðåíû òðè ìîäåëè ñ M1,n = R × Sn

k , ãäå Sn
1 � n -

ìåðíàÿ ñôåðà (çàìêíóòàÿ ìîäåëü), Sn
−1 � ïñåâäîñôåðà (îòêðûòàÿ ìîäåëü), Sn

0 ≡
Rn � ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî (ïëîñêàÿ ìîäåëü). Ìíîãîîáðàçèå Sn

k õàðàêòåðèçóåòñÿ
ìàñøòàáíûì ôàêòîðîì a(t), â ñëó÷àå k = 1 ôàêòîð a � ðàäèóñ ñôåðû Sn

1 . Ìåòðèêà
íà ìíîãîîáðàçèè M1,n = R× Sn

k çàäàíà â âèäå

ds2 = dt2 − a2(t)
[
(dx1)2 + c2

k(x1)(dx2)2 + · · ·+ c2
k(x1) · · · · · c2

k(xn−1)(dxn)2
]
, (3)

ãäå ck(x) =





cosx, k = 1,
1, k = 0,
cosh x, k = −1.
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Ïîäñòàíîâêà ìåòðèêè (3) â óðàâíåíèÿ äèëàòîííîé ãðàâèòàöèè (1) ïðèâîäèò ê
ñèñòåìå óðàâíåíèé

−n
ä

a
+ 2φ̈ = γ

ε0

an
e2φ,

−ä− (n− 1)
ȧ2 + k

a
+ 2ȧφ̇ = 0,

n(n− 1)
ȧ2 + k

a2
+ 4φ̇2 − 4n

ȧφ̇

a
= Λ + 2γ

ε0

an
e2φ.

(4)

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èãðàåò ðîëü óðàâíåíèÿ ñâÿçè â ñèñòåìå (4).
Äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêîé Âñåëåííîé (k = 0) ðåøåíèå óðàâíåíèé (4) ïîëó÷åíî àíà-

ëèòè÷åñêè è èìååò âèä

a(t) = a0 ·





[
th(
√

Λ τ/2)

th(
√

Λ τ/2)+2
√

nΛ/|µ̃|

]±1/
√

n

, Λ > 0,
[

|µ̃|τ
|µ̃|τ+4

√
n

]±1/
√

n

, Λ = 0,
[

tg(
√−Λ τ/2)

tg(
√−Λ τ/2)+2

√−nΛ/|µ̃|

]±1/
√

n

, Λ < 0.

(5)

Çäåñü µ̃ = 2γε0C � êîíñòàíòà, τ = ±(t−t0) = |t−t0|. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàâèñèìîñòü
äëÿ äèëàòîííîãî ïîëÿ ñëåäóåò èç âûðàæåíèÿ e2φ = Cȧan−1. Äàííûå ðåøåíèÿ
ïåðåõîäÿò â ðåøåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ Tµν = 0 â ïðåäåëå µ̃ → 0.

Ýâîëþöèþ âî âðåìåíè ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà a = a(τ) äëÿ ðåøåíèé (5) ïðè
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ Λ èëëþñòðèðóåò ðèñ. 1. Çäåñü è íèæå ðàçìåðíîñòü n = 3;
ñïëîøíûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèÿì ñ ïûëåâèäíîé ìàòåðèåé ïðè çíà÷åíèè
|µ̃| = 1, ïóíêòèðíûå ëèíèè � ðåøåíèÿì áåç ìàòåðèè (µ̃ = 0).
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Ðèñ. 1: Ýâîëþöèÿ ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà äëÿ ðåøåíèé (5) ïðè k = 0, n = 3 ñ |µ̃| = 1
(ñïëîøíûå ëèíèè) è µ̃ = 0 (ïóíêòèðíûå ëèíèè)

Íà ðèñ. 1à ïðåäñòàâëåíû ðåøåíèÿ, êîòîðûå ïîäîáíî ðåøåíèÿì Ôðèäìàíà â
ÎÒÎ èìåþò íà÷àëüíóþ ñèíãóëÿðíîñòü (îáðàùåíèå ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà â íîëü)
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ñ àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì

a ' const · τ1/
√

n, e2φ ' const · τ−1+
√

n, τ → +0. (6)

Ðåøåíèÿ ñ äàííîé îñîáåííîñòüþ (ñèíãóëÿðíîñòü òèïà ¾0¿) èìåþò ìåñòî ïðè âñåõ
çíà÷åíèÿõ k, Λ è ε0.

Îäíàêî â îòëè÷èå îò ÎÒÎ â äèëàòîííîé ãðàâèòàöèîííîé ìîäåëè ïðè âñåõ çíà-
÷åíèÿõ k, Λ è ε0 èìåþòñÿ êîñìîëîãè÷åñêèå ðåøåíèÿ, ïîäîáíûå ïîêàçàííûì íà
ðèñ. 1b è ðèñ. 1à ïðè Λ < 0. Íà÷àëî èëè êîíåö ýâîëþöèè äëÿ íèõ îçíà÷àåò îáðà-
ùåíèå a è φ â áåñêîíå÷íîñòü çà êîíå÷íîå âðåìÿ τ ñ àñèìïòîòèêîé

a ' const · τ−1/
√

n, e2φ ' const · τ−1−√n, τ → +0. (7)

Òàêóþ îñîáåííîñòü ìû áóäåì íàçûâàòü ñèíãóëÿðíîñòüþ òèïà ¾∞¿.
Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ ñ êðèâèçíîé k = ±1 ïðè Λ = 0, Tµν = 0 ïîëó÷åíû

ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4) â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå

a = Ca

∣∣p− p1

∣∣ 1
2(
√

n−1)
∣∣p− p2

∣∣ −1
2(
√

n+1) , φ = φ0 +
√

n

4
ln

∣∣∣∣
p− p1

p− p2

∣∣∣∣ . (8)

Çäåñü p = φ̈/φ̇2, p1 = − 2√
n−1

, p2 = 2√
n+1

, Ca, φ0 � êîíñòàíòû. Âðåìÿ t ñâÿçàíî ñ ïà-
ðàìåòðîì p äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì, ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå êîòîðîãî
ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ýòè ðåøåíèÿ.

Â ñëó÷àÿõ ïðîñòðàíñòâ ñ k = ±1 è Λ 6= 0, Tµν = 0 è k = ±1, Tµν 6= 0 ïðè ëþáûõ
çíà÷åíèÿõ Λ èñïîëüçóåòñÿ ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé (4), òàê êàê ÿâíûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ èìåþòñÿ ëèøü â
îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Â ÷àñòíîñòè, â ïðèñóòñòâèè ïûëåâèäíîé ìàòåðèè (Tµν 6= 0) óðàâíåíèÿ (4) ïîñëå
çàìåíû e2φ = ȧan−1ψ(t) áûëè ñâåäåíû ê ñèñòåìå

da

dt
= w,

dψ

dt
= k(n− 1)

ψ

aȧ
,

dw

dt
=

w2 − k(n− 1)
a

± w

a

√
nw2 − kn(n− 1) + Λa2 + µwaψ.

(9)

Çäåñü µ = 2γε0 � êîíñòàíòà, õàðàêòåðèçóþùàÿ ïëîòíîñòü ìàòåðèè.
2. Àíàëèç êîñìîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ ïîëó÷åí-

íûõ â ðàìêàõ äèëàòîííîé ìîäåëè ðåøåíèé ñ êîñìîëîãè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè ÎÒÎ
è äàííûìè íàáëþäåíèé ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå êîñìîëîãè÷åñêèå ïàðàìåòðû � õà-
ðàêòåðèñòèêè, êîòîðûå èñïîëüçóþò äëÿ îïèñàíèÿ ñîñòîÿíèÿ Âñåëåííîé â êàæäûé
ìîìåíò âðåìåíè. Òàêèìè ïàðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ: ïàðàìåòð Õàááëà, îïðåäåëÿþ-
ùèé òåìï ðàñøèðåíèÿ, ïàðàìåòð çàìåäëåíèÿ, îïðåäåëÿþùèé ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ
òåìïà ðàñøèðåíèÿ, âêëàäû ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò (áàðèîííîé, íåéòðèííîé, òåì-
íîé ýíåðãèè ...) â ïîëíóþ ïëîòíîñòü íàøåé Âñåëåííîé, ñàìà ýòà ïîëíàÿ ïëîòíîñòü
[2], [3].

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé Λ = 0 è îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû:
1) ïàðàìåòð Õàááëà

H(t) =
ȧ(t)
a(t)

. (10)
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2) ïàðàìåòð çàìåäëåíèÿ
q(t) = −a(t)ä(t)

ȧ2(t)
. (11)

3) ïàðàìåòð ïëîòíîñòè ìàòåðèè

Ω(t) =
γρ(t)

3H2(t)
. (12)

Çäåñü γ � ýéíøòåéíîâñêàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, ρ(t) � ïëîòíîñòü ìàòåðèè.
Çíà÷åíèÿ äàííûõ ïàðàìåòðîâ ïîçâîëÿåò îòâåòèòü íà âîïðîñ, êàêàÿ èç òðåõ ìî-

äåëåé Ôðèäìàíà (îòêðûòàÿ, çàìêíóòàÿ èëè ïëîñêàÿ) (3), èìåþùèõ ìåñòî â ÎÒÎ,
ðåàëèçóåòñÿ â äåéñòâèòåëüíîñòè.

Ïëîñêàÿ ìîäåëü Ôðèäìàíà (k = 0) â ðàìêàõ ÎÒÎ îïèñûâàåò íåîáðàòèìîå ðàñ-
øèðåíèå Âñåëåííîé äëÿ ñëó÷àÿ ïûëåâèäíîé ìàòåðèè ñ òåíçîðîì ýíåðãèè-èìïóëüñà
(2) [4], è ñîîòâåòñòâóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà a(τ) èìååò âèä â
ñëó÷àå n = 3:

a(τ) = const · τ2/3. (13)

Ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ çàìêíóòîé (k = 1) è îòêðûòîé (k = −1) ìîäåëåé
Ôðèäìàíà èìåþò âèä

a = a0(1− cos η), τ = a0(η − sin η), k = 1,

a = a0(ch η − 1), τ = a0(sh η − η), k = −1.
(14)

Â âûðàæåíèè (14) ââåäåíî îáîçíà÷åíèå a0 = const. Ïðè ýòîì íà íà÷àëüíîé ñòàäèè
ðàñøèðåíèÿ (τ ¿ a0) äëÿ âñåõ òðåõ ìîäåëåé âûðàæåíèÿ äëÿ a(τ) áëèçêè è èìåþò
àñèìïòîòèêó (13).

Â îòëè÷èå îò ôðèäìàíîâñêîãî ðåøåíèÿ (13), äëÿ äèëàòîííîé ãðàâèòàöèè â
ñëó÷àå k = 0, Λ = 0, n = 3 äëÿ ðåøåíèé (5) ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ðàâåí 1/

√
3,

÷òî äîâîëüíî áëèçêî ê 2/3. Êðîìå òîãî, â äèëàòîííîé ãðàâèòàöèè ñóùåñòâóåò â
îòëè÷èå îò (13) âåòâü ðåøåíèé (5) ñî çíàêîì ¾−¿ , êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò çíàê
¾+¿ ïåðåä êîðíåì â ïîñëåäíåì èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (9). Â ÎÒÎ äàííûå ðåøåíèÿ
îòñóòñòâóþò, ïðè Λ = 0 óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà èìåþò âèä

3
ȧ2 + k

a2
= γε. (15)

Çäåñü ε � ïëîòíîñòü ýíåðãèè. Äàííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì 1-ãî ïîðÿä-
êà, â ñëó÷àå ïûëåâèäíîé ìàòåðèè γε = 6a0/a3 îíî ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó:
da

dτ
= ± 1√

3

√
6a0

a
− k.

Â îòëè÷èå îò ÎÒÎ â äèëàòîííîé ãðàâèòàöèîííîé ìîäåëè çàâèñèìîñòü a(τ)
îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè âèäà (9), â êîòîðûõ çíàê ïåðåä êîðíåì ïîðîæäàåò äâå
âåòâè ðåøåíèé ñ àñèìïòîòèêàìè (6), (7) ïðè τ → 0. Âåòâü ðåøåíèé âèäà (7) ñ
ñèíãóëÿðíîñòüþ òèïà ¾∞¿ îïèñûâàåò ðàñøèðåíèå Âñåëåííîé äî áåñêîíå÷íîñòè çà
êîíå÷íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè τ (èëè ñæàòèå îò áåñêîíå÷íîñòè äî êîíå÷íîé âå-
ëè÷èíû a). Ðåøåíèÿ äàííîãî âèäà îòñóòñòâóþò â ÎÒÎ.

Îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ êîñìîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ äëÿ íàéäåííûõ ðåøåíèé.
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Äëÿ ïîñòîÿííîé Õàááëà â íàñòîÿùåå âðåìÿ, áîëüøèíñòâî èññëåäîâàòåëåé ïðè-
íèìàåò âåëè÷èíó H0 = 75 êì/(ñ·Ìïê) [5] (èíäåêñ ¾0¿ ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì
êîñìîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ â ñîâðåìåííóþ ýïîõó), ñîîòâåòñòâåííî îáðàòíàÿ âå-
ëè÷èíà τ = H0

−1 = 1.3·1010 ëåò � ýòî ¾âîçðàñò¿ Âñåëåííîé (ò.å. âðåìÿ, ïðîøåäøåå
ñ íà÷àëà ðàñøèðåíèÿ, åñëè áû îíî øëî ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ).

Äëÿ ðåøåíèé Ôðèäìàíà ïàðàìåòð Õàááëà (10) ïðè k = 0 èìååò âèä H(τ) =
2
3τ

,

à äëÿ äèëàòîííîé ãðàâèòàöèè â ñëó÷àå Λ = 0 è îòñóòñòâèÿ ïûëåâèäíîé ìàòåðèè

H(τ) =
1√
3τ

. (16)

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èìååò ìåñòî ñòåïåííîé çàêîí ðàñøèðåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå
âûðàæåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðà Õàááëà ðàçëè÷àþòñÿ ëèøü ÷èñëîâûì ìíîæèòåëåì. Äëÿ
ðåøåíèé (5) ñ k = 0, Λ 6= 0 è µ 6= 0 (ñ ïûëåâèäíîé ìàòåðèåé) âûðàæåíèå (16)
ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòèêîé ïðè τ → 0 äëÿ ðåøåíèé ñ íà÷àëüíîé ñèíãóëÿðíîñòüþ òèïà
¾0¿.

Äëÿ ñëó÷àÿ çàìêíóòîé (îòêðûòîé) Âñåëåííîé Ôðèäìàíà (14) ïàðàìåòð Õàááëà
ðàâåí ñîîòâåòñòâåííî

H = a0
−1 ·





sin η

(1− cos η)2
, k = 1,

sh η

a0(1− ch η)2
, k = −1.

Â äèëàòîííîé ãðàâèòàöèîííîé ìîäåëè ïðè Λ = 0 è µ = 0 ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøå-
íèÿ ïîëó÷åíû â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå (8), ïîýòîìó âûðàæåíèå äëÿ ïîñòîÿííîé
Õàááëà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

H =
2− p

3Θ
|p− p1|

−√3
2(
√

3−1) |p− p2|
−√3

2(
√

3+1) , k = ±1. (17)

Çäåñü Θ � êîíñòàíòà, ñâÿçàííàÿ ñ ïîñòîÿííûìè â âûðàæåíèè (8).
Â ñëó÷àå çàìêíóòîé ìîäåëè (k = 1) äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà p ëåæàò â

èíòåðâàëå (p1, p2), p1 = −2/(
√

3−1), p2 = 2/(
√

3+1). Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà
Õàááëà (17) ïîëîæèòåëüíû è ñòðåìÿòñÿ ê +∞ êàê â íà÷àëüíîé ñèíãóëÿðíîñòè
(τ → 0, a → 0, p → p1), òàê è â êîíå÷íîé (a → +∞, p → p2). Íà íåêîòîðîì
ïðîìåæóòî÷íîì ýòàïå âåëè÷èíà H(τ) äîñòèãàåò ìèíèìóìà (â òî÷êå p = 5−√21),
ðàâíîãî

Hmin ≈ 0.196
Θ

. (18)

ïðè ýòîì ïàðàìåòð çàìåäëåíèÿ q = −1.
Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèå (18) ñ èçâåñòíûì íà äàííûé ìîìåíò çíà÷åíèåì ïîñòî-

ÿííîé Õàááëà [5] H0 = 75 êì/(ñ·Ìïê), ïîëó÷èì îöåíêó äëÿ êîíñòàíòû Θ, êîòîðàÿ
âîçíèêàåò â ïîëó÷åííûõ ðåøåíèÿõ (8) êàê ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ:

Θ ≥ 0.196
H

≈ 3 · 1017ñ.

Ïî ñâîåìó ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó êîíñòàíòà Θ � ïðèìåðíîå âðåìÿ æèçíè Âñåëåííîé
â ðàìêàõ äèëàòîííîé ìîäåëè.
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Â ñëó÷àå îòêðûòîé ìîäåëè (k = −1) èìåþòñÿ äâå âåòâè ðåøåíèé. Äëÿ âåòâè ñ
íà÷àëüíîé ñèíãóëÿðíîñòüþ òèïà ¾0¿ (6) âåëè÷èíà H óìåíüøàåòñÿ ïî ìåðå ðîñòà
a(τ) îò +∞ äî íóëÿ (äëÿ Λ ≥ 0). Äëÿ âåòâè ðåøåíèé ñ íà÷àëüíîé ñèíãóëÿðíîñòüþ
òèïà ¾∞¿ (7) íà íà÷àëüíîì ýòàïå ýâîëþöèè, îòâå÷àþùåì ñæàòèþ, âåëè÷èíà H
îòðèöàòåëüíà, îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êå ìàêñèìàëüíîãî ñæàòèÿ. Íà ñëåäóþùåì
ýòàïå ðàñøèðåíèÿ ïîñòîÿííàÿ Õàááëà H ïîëîæèòåëüíà, âîçðàñòàåò íåîãðàíè÷åííî
ïðè Λ < 0 è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè τ →∞ ïðè Λ ≥ 0.

Ïàðàìåòð çàìåäëåíèÿ (11) äëÿ ðåøåíèé Ôðèäìàíà (ïðè Λ = 0) ïîçâîëÿåò
îïðåäåëèòü òèï ìîäåëè: äëÿ ïëîñêîé ìîäåëè q0 = 1/2; äëÿ çàìêíóòîé Âñåëåííîé
q0 > 1/2; äëÿ îòêðûòîé Âñåëåííîé q0 < 1/2.

Â äèëàòîííîé ãðàâèòàöèîííîé ìîäåëè âûðàæåíèå äëÿ ïàðàìåòðà çàìåäëåíèÿ
(11) ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (9)

q = −1 +
2k

H2a2
±

√
3

(
1− 2k

H2a2
+ 2Ωe2φ

)
+

Λ
H2

. (19)

Çäåñü êîíñòàíòà µ = 2γε0 âûðàæåíà ÷åðåç ïàðàìåòð ïëîòíîñòè ìàòåðèè (12): µ =
6H2a3Ω.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà k = 0, Λ = 0 âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ q èìåþò âèä

q = −1±
√

3 (1 + 2Ωe2φ).

Çíà÷åíèå q = −1−
√

3 (1 + 2Ωe2φ) ñîîòâåòñòâóåò ñæàòèþ ïëîñêîé Âñåëåííîé. Â òî
æå âðåìÿ çíà÷åíèå q = −1 +

√
3 (1 + 2Ωe2φ) ñîîòâåòñòâóåò ðàñøèðåíèþ è ìîæåò

áûòü ñîïîñòàâëåíî ñ äàííûìè íàáëþäåíèé.
Îöåíêà çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííîé Õàááëà îïðåäåëÿåòñÿ äàííûìè íàáëþäåíèé êðàñ-

íîãî ñìåùåíèÿ óäàëåííûõ ãàëàêòèê è çàâèñèò ëèøü îò ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ìåòîäîâ
èçìåðåíèÿ ðàññòîÿíèé äî ýòèõ îáúåêòîâ â òî âðåìÿ êàê ïàðàìåòð çàìåäëåíèÿ q0

ìîæåò áûòü îïðåäåëåí ëèøü êîñâåííûìè ìåòîäàìè.
Â ïîñëåäíåå âðåìÿ, ïîÿâèëèñü äàííûå [6], ñâèäåòåëüñòâóþùèå î òîì, ÷òî ðàñ-

øèðåíèå Âñåëåííîé ïðîèñõîäèò ñ óñêîðåíèåì, ò.å. çíà÷åíèå ïàðàìåòðà q0 îòðèöà-
òåëüíî, ÷òî ñëåäóåò èç àíàëèçà íàáëþäåíèé çà ñâåðõíîâûìè, ðàñïîëîæåííûìè íà
áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ è èìåþùèìè, ñîîòâåòñòâåííî, áîëüøîå êðàñíîå ñìåùåíèå, è
ñäåëàííûõ àâòîðàìè îöåíîê äëÿ ïàðàìåòðà ïëîòíîñòè ìàòåðèè (12) è àíàëîãè÷íî-
ãî ïàðàìåòðà ïëîòíîñòè äëÿ Λ-÷ëåíà.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà q (èëè q0) â ÎÒÎ
íå ðåàëèçóþòñÿ â ìîäåëÿõ Ôðèäìàíà äëÿ ðåøåíèé (13) è (14) è âîçìîæíû ëèøü
ïðè Λ 6= 0. Â òî æå âðåìÿ â äèëàòîííîé ãðàâèòàöèîííîé ìîäåëè ðåøåíèÿ ñ q < 0
ñóùåñòâóþò è ïðè Λ = 0 äëÿ âñåõ çíà÷åíèé k. Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ èç àíàëèçà
âûðàæåíèÿ (19).

×òî êàñàåòñÿ ïàðàìåòðà ïëîòíîñòè (12), îòìåòèì, ÷òî â ÎÒÎ ïðè Λ = 0 ïà-
ðàìåòð ïëîòíîñòè ìàòåðèè (12) îïðåäåëÿåò òèï ìîäåëè, òàê êàê óðàâíåíèå Ýéí-
øòåéíà äëÿ ìîäåëåé Ôðèäìàíà (15) ñâîäèòñÿ ê âèäó

k =
H2

a2
(Ω− 1). (20)
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè Ω = 1 (èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, ïðè ðàâåíñòâå ïëîòíîñòè ìàòå-
ðèè êðèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ ρcr = 3H2

0/(8πG)) ðåàëèçóåòñÿ ïëîñêàÿ ìîäåëü, ïðè
Ω > 1 (ρ > ρcr) � çàìêíóòàÿ, ïðè Ω < 1 (ρ < ρcr) � îòêðûòàÿ.

Â äèëàòîííîé ãðàâèòàöèîííîé ìîäåëè ñîîòâåòñòâóþùåå (20) âûðàæåíèå èìååò
âèä:

k =
2q − 1±

√
9− 12q + 24Ωe2φ + 4Λ/H2

4
(Ha)2. (21)

Âûáîð òèïà ìîäåëè (çíà÷åíèÿ k) çäåñü íå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî äàæå ïðè
èçâåñòíûõ q, H, Ω è Λ, à çàâèñèò òàêæå îò âûáîðà âåòâè ðåøåíèÿ è âåëè÷èíû e2φ.

Âî âñå ïðèâåäåííûå çäåñü ôîðìóëû äèëàòîííîé ìîäåëè ïàðàìåòð ïëîòíîñòè
ìàòåðèè (12) âõîäèò òîëüêî â êîìáèíàöèè Ωe2φ. Ñëåäîâàòåëüíî, â äèëàòîííîé
ãðàâèòàöèè âåëè÷èíà Ω ñàìà ïî ñåáå íå îïðåäåëÿåò õàðàêòåð êîñìîëîãè÷åñêîãî
ðåøåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, çíà÷åíèÿ k è q. Îïðåäåëÿþùóþ ðîëü èãðàåò ïðîèçâåäåíèå
ïàðàìåòðà Ω íà âåëè÷èíó e2φ � èíòåíñèâíîñòü äèëàòîííîãî ïîëÿ. Òàêèì îáðà-
çîì, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî â äèëàòîííîé ãðàâèòàöèîííîé ìîäåëè âîçíèêàåò áîëåå
øèðîêèé ñïåêòð ðåøåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ ÎÒÎ.
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