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Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîíñòàíòíûå ôðàãìåí-
òû ëîãèê K∗ (ñ K-ìîäàëüíîñòüþ è å¼ ¾ðåôëåêñèâíî-òðàíçèòèâíûì çà-
ìûêàíèåì¿), PDL, à òàêæå íåêîòîðûõ äðóãèõ ÿâëÿþòñÿ EXPTIME-
ïîëíûìè. Äîêàçàòåëüñòâî ñîäåðæèò îïèñàíèå äîâîëüíî îáùåé èäåè ïî-
ñòðîåíèÿ ïîëèíîìèàëüíîãî ïîãðóæåíèÿ ëîãèê â èõ ôðàãìåíòû îò n ïå-
ðåìåííûõ (è äàæå â êîíñòàíòíûå ôðàãìåíòû, êàê â ñëó÷àå K∗ è PDL).
Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ îïèñàííîé êîíñòðóêöèè ïîëó÷åíà EXPTIME-ïîë-
íîòà ôðàãìåíòîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé ëîãèê çíàíèÿ ñ îïåðàòîðîì âñå-
îáùåãî çíàíèÿ.

The main result of the paper is in that the variable-free fragments of the
logics K∗ (with K-modality and its `re�exive and transitive closure'), PDL,
and some others are EXPTIME-complete. In the proof some quite general
idea how to construct a polynomial reduction of propositional logic to its
n-variable (and even variable-free in the case of K∗ and PDL) fragment is
presented. As a corollary we obtain that the one-variable fragments of logics
of knowledge with common knowledge operator are EXPTIME-complete.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ëîãèêà, ñëîæ-
íîñòü, EXPTIME-ïîëíîòà, ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ.
Keywords: propositional dynamic logic, complexity, EXPTIME-comple-
teness, decision problem.

Ââåäåíèå. ßçûê ïðîïîçèöèîíàëüíîé äèíàìè÷åñêîé ëîãèêè PDL ïðåäîñòàâ-
ëÿåò áîãàòûå âûðàçèòåëüíûå ñðåäñòâà, áëàãîäàðÿ ÷åìó PDL è ëîãèêè, ïîäîáíûå
PDL, íàõîäÿò ìíîãî ïðèëîæåíèé â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ çíàíèÿ, â ÷àñòíîñòè, â
ðàçëè÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ êîìïüþòåðíûìè âû÷èñëåíèÿìè. Ñâîåãî
ðîäà ¾îáðàòíîé ñòîðîíîé¿ âûðàçèòåëüíîñòè ÿçûêà ÿâëÿåòñÿ âûñîêàÿ ñëîæíîñòü
äèíàìè÷åñêîé ëîãèêè: õîòÿ PDL è ðàçðåøèìà, ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ äëÿ PDL
ÿâëÿåòñÿ EXPTIME-ïîëíîé [7].

Îäíàêî çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðèëîæåíèé, êàê ïðàâèëî, íå òðåáóåòñÿ âñÿ ëîãèêà:
â ïðèëîæåíèÿõ îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ëèøü íåêîòîðàÿ å¼ ÷àñòü, ôðàãìåíò. Â ÷àñò-
íîñòè, äëÿ ïðèëîæåíèé äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ôðàãìåíòû ëîãèê â ÿçûêàõ ñ

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêòû 06�06�80380, 06�01�72555�ÍÖÍÈË è
07�06�00318.
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êîíå÷íûì (è äàæå çàðàíåå îãðàíè÷åííûì) ìíîæåñòâîì ïåðåìåííûõ. À çíà÷èò, è
ìíîãèå âîïðîñû � â òîì ÷èñëå è ïðîáëåìó ðàçðåøåíèÿ � ðàçóìíî ðàññìàòðèâàòü
íå òîëüêî äëÿ ëîãèêè â öåëîì, íî è äëÿ ïîäîáíûõ å¼ ôðàãìåíòîâ.

Äëÿ ïðîïîçèöèîíàëüíîé ëîãèêè L è íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ïîñðåäñòâîì L(n)
áóäåì îáîçíà÷àòü ôðàãìåíò ëîãèêè L, ôîðìóëû êîòîðîãî ñòðîÿòñÿ èç êîíñòàíòû
⊥ è ïåðåìåííûõ p1, . . . , pn ñ ïîìîùüþ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê ÿçûêà ëîãèêè L. Â ÷àñò-
íîñòè, L(0) � ýòî êîíñòàíòíûé ôðàãìåíò L.

Îòìåòèì ñëåäóþùåå. Âî-ïåðâûõ, õîðîøî èçâåñòíû ïðèìåðû, êîãäà ïðîáëå-
ìà ðàçðåøåíèÿ íåêîòîðîé ëîãèêè L äîñòàòî÷íî ñëîæíà, à ôðàãìåíòû âèäà L(n)
ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìû. Òàê, ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè áóëåâûõ ôîðìóë NP-
ïîëíà [6], à ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè áóëåâûõ ôîðìóë îò n ïåðåìåííûõ ïîëèíîìè-
àëüíî ðàçðåøèìà ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì n: â êà÷åñòâå ïîëèíîìèàëüíîãî àëãî-
ðèòìà, ðåøàþùåãî ýòó ïðîáëåìó, ìîæíî âçÿòü àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ïîñòðî-
åíèè òàáëèö èñòèííîñòè ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà � ñîñòîÿùèõ èç 2n ñòðîê. Àíà-
ëîãè÷íà ñèòóàöèÿ ñ ïðîáëåìîé âûïîëíèìîñòè áóëåâûõ ôîðìóë ñ êâàíòîðàìè: ýòà
ïðîáëåìà PSPACE-ïîëíà â ñëó÷àå ÿçûêà ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ïåðåìåííûõ [18],
íî íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîáëåìà äëÿ ôîðìóë â ÿçûêå ñ n ïå-
ðåìåííûìè ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî n. Ïðèìåðíî
òî æå ìîæíî ñêàçàòü è î ïðîáëåìå ðàçðåøåíèÿ íåêîòîðûõ íåêëàññè÷åñêèõ ëîãèê:
íàïðèìåð, ïðîáëåìà S5-âûïîëíèìîñòè NP-ïîëíà [12], à ôðàãìåíò S5(n) ïîëèíî-
ìèàëüíî ðàçðåøèì (äëÿ ëþáîãî n), ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ äëÿ èíòóèöèîíèñòñêîé
ëîãèêè Int ÿâëÿåòñÿ PSPACE-ïîëíîé [17], ïðè ýòîì ôðàãìåíò Int(1) ïîëèíîìèàëü-
íî ðàçðåøèì [13], ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ äëÿ ëîãèê èç èíòåðâàëà [D,Grz] ÿâëÿåòñÿ
PSPACE-òðóäíîé, ñì. [12, 20], à èõ êîíñòàíòíûå ôðàãìåíòû òðèâèàëüíî ïîëèíîìè-
àëüíî ðàçðåøèìû (äàæå åñëè ñàìà ëîãèêà ïðè ýòîì íåðàçðåøèìà). Âî-âòîðûõ, îêà-
çûâàåòñÿ, äëÿ ìíîãèõ íåêëàññè÷åñêèõ ëîãèê ñ NP-òðóäíîé2 èëè PSPACE-òðóäíîé
ïðîáëåìîé ðàçðåøåíèÿ ñëîæíîñòü ïðîáëåìû ðàçðåøåíèÿ ôðàãìåíòîâ ýòèõ ëîãèê
îò n ïåðåìåííûõ òàêæå NP-òðóäíà èëè, ñîîòâåòñòâåííî, PSPACE-òðóäíà. Òàê, NP-
ïîëíîé ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè äëÿ GLLin(1), S4.3(2), Grz.3(2) [4],
PSPACE-òðóäíîé ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè äëÿ âñåõ (ôðàãìåíòîâ) ëî-
ãèê èç èíòåðâàëîâ [K(0),K4(0)], [K(1),GL(1)], [K(1),Grz(1)], [Int(2),KC(2)] è
äð. [4, 9, 15, 16, 19].

Êàêîâà ñëîæíîñòü ïðîáëåìû ðàçðåøåíèÿ äëÿ PDL(n)? Ïîëó÷åííûå ðàíåå ðå-
çóëüòàòû ïîçâîëÿþò óêàçàòü ñëåäóþùèå âåðõíèå è íèæíèå ãðàíèöû: ââèäó [4]
ýòà ïðîáëåìà, êàê ìèíèìóì, PSPACE-òðóäíà, à ââèäó [7] îíà íàõîäèòñÿ â êëàñ-
ñå EXPTIME. ßâëÿåòñÿ ëè îíà EXPTIME-ïîëíîé? Ïîñëåäíèé âîïðîñ çàäàâàëñÿ
àâòîðó íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ, ãäå îáñóæäàëèñü ïîëó÷åííûå ðàíåå áëèçêèå ðåçóëü-
òàòû, êîòîðûå ìîæíî íàéòè â [4, 15].

Èçâåñòíî [16], ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà EXPTIME-òðóäíîñòè
ïðîáëåìû ðàçðåøåíèÿ ëîãèêè äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü êîíñòàíòíûå ôîðìóëû èëè
ôîðìóëû îò îäíîé ïåðåìåííîé, à òàêæå äâå íåçàâèñèìûå ìîäàëüíîñòè è îäíó
¾ñèëüíóþ¿ ìîäàëüíîñòü, âðîäå óíèâåðñàëüíîé ìîäàëüíîñòè èëè òàê íàçûâàåìî-
ãî îïåðàòîðà âñåîáùåãî çíàíèÿ. Ïðè ýòîì äâóõ ìîäàëüíîñòåé � îäíîé ¾îáû÷íîé¿
è îäíîé ¾ñèëüíîé¿ � äëÿ îáîñíîâàíèÿ EXPTIME-òðóäíîñòè ìîæåò íå õâàòàòü
(ïðè óñëîâèè, ÷òî PSPACE 6= EXPTIME, ñì. [16]). Öåëü äàííîé ðàáîòû � ïðåä-

2Èìååòñÿ â âèäó, ÷òî ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè ôîðìóë ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé èëè coNP-
òðóäíîé.
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ñòàâèòü ðåøåíèå âîïðîñà î ñëîæíîñòè PDL(n), à òàêæå ïîäîáíûõ ôðàãìåíòîâ
íåêîòîðûõ äðóãèõ ëîãèê ñ EXPTIME-ïîëíîé ïðîáëåìîé ðàçðåøåíèÿ. Èìåííî, íè-
æå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè â ÿçûêå ëîãèêè êîíñòàíòû ⊥, ïîëíîãî íàáîðà
áóëåâûõ ñâÿçîê è äâóõ ìîäàëüíîñòåé � ìîäàëüíîñòè 2, ñîîòâåòñòâóþùåé â øêà-
ëàõ Êðèïêå ïðîèçâîëüíîìó îòíîøåíèþ R, è ìîäàëüíîñòè 2∗, ñîîòâåòñòâóþùåé
ðåôëåêñèâíî-òðàíçèòèâíîìó çàìûêàíèþ R, � ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ ëîãèêè ÿâ-
ëÿåòñÿ EXPTIME-òðóäíîé. Ýòî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ
äëÿ êîíñòàíòíîãî ôðàãìåíòà PDL ÿâëÿåòñÿ EXPTIME-ïîëíîé ïðè íàëè÷èè âñåãî
ëèøü îäíîé ýëåìåíòàðíîé ïðîãðàììû è îïåðàöèè èòåðàöèè ïðîãðàìì, à òàêæå ÷òî
ôðàãìåíò PDL(0) íå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûì.

Îòìåòèì, ÷òî ïðèâîäèìîå íèæå äîêàçàòåëüñòâî EXPTIME-òðóäíîñòè óêàçàí-
íîé ïðîáëåìû ñîäåðæèò îïèñàíèå íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî îáùåãî ñïîñîáà ïîñòðî-
åíèÿ ïîëèíîìèàëüíîãî ïîãðóæåíèÿ ïðîïîçèöèîíàëüíîé ëîãèêè â å¼ ôðàãìåíò îò
êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ.

1. Íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôîðìóëû, êîòîðûå
ñòðîÿòñÿ èç ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ p0, p1, p2, p3, . . . è êîíñòàíòû ⊥ ñ ïî-
ìîùüþ äâóõìåñòíûõ ñâÿçîê ∧, ∨, →, à òàêæå îäíîìåñòíûõ ìîäàëüíîñòåé 2 è 2∗.
Îïðåäåëèì ¬, >,↔, 3 è 3∗ êàê îáû÷íûå ñîêðàùåíèÿ: (¬ϕ) = (ϕ → ⊥), > = (¬⊥),
(ϕ ↔ ψ) = ((ϕ → ψ) ∧ (ψ → ϕ)), (3ϕ) = (¬(2(¬ϕ))), (3∗ϕ) = (¬(2∗(¬ϕ))). Ïðè
çàïèñè ôîðìóë áóäåì îïóñêàòü íåêîòîðûå ñêîáêè, ñ÷èòàÿ ñàìîé ñèëüíîé ñâÿçêîé ¬
è äàëåå ïî óáûâàíèþ ñèëû ñâÿçûâàíèÿ � 2, 2∗, 3, 3∗, ∧, ∨, ↔, →.

Â êà÷åñòâå ñåìàíòèêè îïèñàííîãî ÿçûêà áóäåì èñïîëüçîâàòü ñåìàíòèêó Êðèï-
êå. Ïîä øêàëîé Êðèïêå ïîíèìàåì ïàðó F = 〈W,R〉, ãäå W � íåïóñòîå ìíîæåñòâî,
à R � áèíàðíîå îòíîøåíèå íà W . Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà W áóäåì íàçûâàòü ìèðà-
ìè, à îòíîøåíèå R � îòíîøåíèåì äîñòèæèìîñòè. Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ x, y ∈ W
âûïîëíåíî xRy, òî ãîâîðèì, ÷òî èç ìèðà x äîñòèæèì ìèð y.

Ìîäåëüþ Êðèïêå íàçûâàåì íàáîð M = 〈F, v〉, ãäå F � øêàëà Êðèïêå, à v �
ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîé ïåðåìåííîé íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæå-
ñòâà W . Ôóíêöèþ v áóäåì íàçûâàòü îöåíêîé ïåðåìåííûõ â ìèðàõ øêàëû F.

Ïóñòü F = 〈W,R〉 � øêàëà Êðèïêå, M = 〈F, v〉 � ìîäåëü, îïðåäåë¼ííàÿ íà ýòîé
øêàëå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç R∗ ðåôëåêñèâíî-òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå îòíîøåíèÿ R.
Äëÿ âñÿêîé ôîðìóëû ϕ è âñÿêîãî ìèðà x ∈ W îïðåäåëèì èíäóêòèâíî îòíîøåíèå
(M, x) |= ϕ:

(M, x) 6|= ⊥;

(M, x) |= pi ® x ∈ v(pi), ãäå pi � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðå-
ìåííàÿ;

(M, x) |= ϕ ∧ ψ ® (M, x) |= ϕ è (M, x) |= ψ;

(M, x) |= ϕ ∨ ψ ® (M, x) |= ϕ èëè (M, x) |= ψ;

(M, x) |= ϕ → ψ ® (M, x) 6|= ϕ èëè (M, x) |= ψ;

(M, x) |= 2ϕ ® äëÿ âñÿêîãî y ∈ W òàêîãî, ÷òî xRy, âûïîë-
íåíî (M, y) |= ϕ;

(M, x) |= 2∗ϕ ® äëÿ âñÿêîãî y ∈ W òàêîãî, ÷òî xR∗y, âûïîë-
íåíî (M, y) |= ϕ.

Èç ïðèâåä¼ííîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñâÿçîê, ââåä¼ííûõ êàê ñîêðà-
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ùåíèÿ, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå:

(M, x) |= ¬ϕ ⇐⇒ (M, x) 6|= ϕ;
(M, x) |= >;

(M, x) |= ϕ ↔ ψ ⇐⇒ (M, x) |= ϕ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
(M, x) |= ψ;

(M, x) |= 3ϕ ⇐⇒ ñóùåñòâóåò ìèð y ∈ W òàêîé, ÷òî xRy è
(M, y) |= ϕ;

(M, x) |= 3∗ϕ ⇐⇒ ñóùåñòâóåò ìèð y ∈ W òàêîé, ÷òî xR∗y è
(M, y) |= ϕ.

Åñëè (M, x) |= ϕ, òî ãîâîðèì, ÷òî ôîðìóëà ϕ èñòèííà â ìèðå x ìîäåëè M,
èíà÷å � ÷òî ôîðìóëà ϕ îïðîâåðãàåòñÿ â ìèðå x ìîäåëè M. Ãîâîðèì, ÷òî ôîðìóëà
ϕ èñòèííà â ìîäåëè M, åñëè ϕ èñòèííà â êàæäîì ìèðå ýòîé ìîäåëè; â ýòîì ñëó÷àå
ïèøåì M |= ϕ. Ãîâîðèì, ÷òî ôîðìóëà ϕ èñòèííà â ìèðå x øêàëû F, åñëè äëÿ
êàæäîé ìîäåëè M = 〈F, v〉, îïðåäåë¼ííîé íà øêàëå F, ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå
(M, x) |= ϕ; â ýòîì ñëó÷àå ïèøåì (F, x) |= ϕ. Ãîâîðèì, ÷òî ôîðìóëà ϕ èñòèííà â
øêàëå F, åñëè ϕ èñòèííà â êàæäîé ìîäåëè, îïðåäåë¼ííîé íà ýòîé øêàëå; ïèøåì
F |= ϕ.

Îïðåäåëèì ëîãèêó K∗ êàê ìíîæåñòâî ôîðìóë â îïèñàííîì ÿçûêå, èñòèííûõ
âî âñåõ øêàëàõ Êðèïêå.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ êëàññîâ ñëîæíîñòè P è EXPTIME, à òàêæå íåêîòîðûå
ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ íèìè. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïðîáëåì ðàñïîçíàâà-
íèÿ ìíîæåñòâ, ò. å. ïðîáëåì âèäà ¾x ∈ X?¿, ãäå X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî (ñëîâ).
Â ýòîì ñëó÷àå P � ýòî êëàññ ïðîáëåì, ðåøàåìûõ äåòåðìèíèðîâàííûìè àëãîðèò-
ìàìè çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îò ðàçìåðà âõîäíûõ äàííûõ, EXPTIME � êëàññ
ïðîáëåì, ðåøàåìûõ äåòåðìèíèðîâàííûìè àëãîðèòìàìè çà ýêñïîíåíöèàëüíîå âðå-
ìÿ îò ðàçìåðà âõîäíûõ äàííûõ.

Ïðîáëåìà ¾x ∈ X?¿ íàçûâàåòñÿ EXPTIME-òðóäíîé, åñëè ê íåé ïîëèíîìèàëüíî
ñâîäèòñÿ ëþáàÿ ïðîáëåìà èç êëàññà EXPTIME, ò. å. åñëè äëÿ âñÿêîé ïðîáëåìû
¾y ∈ Y ?¿ èç êëàññà EXPTIME ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ
f òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñÿêîãî y âûïîëíÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

y ∈ Y ⇐⇒ f(y) ∈ X.

Ïðîáëåìà ¾x ∈ X?¿ íàçûâàåòñÿ EXPTIME-ïîëíîé, åñëè îíà ïðèíàäëåæèò êëàññó
EXPTIME è ÿâëÿåòñÿ EXPTIME-òðóäíîé.

Áîëåå äåòàëüíî ïî âîïðîñàì, êàñàþùèìñÿ òåîðèè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè,
÷èòàòåëü ìîæåò ïðîêîíñóëüòèðîâàòüñÿ, îáðàòèâøèñü ê [8, 11, 14, 18] (îòìåòèì,
÷òî [8] èìååò ðóññêèé ïåðåâîä [1], à [18] èìååò ðóññêèé ïåðåâîä [2]).

2. Ñëîæíîñòü êîíñòàíòíîãî ôðàãìåíòà K∗. Öåëü äàííîãî ðàçäåëà ñîñòîèò
â òîì, ÷òîáû äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. Ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ êîíñòàíòíîãî ôðàãìåíòà ëîãèêè K∗ ÿâëÿ-
åòñÿ EXPTIME-ïîëíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òîò ôàêò, ÷òî ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ äëÿ K∗(0) ïðèíàäëå-
æèò êëàññó EXPTIME, ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ äëÿ ëîãèêè K∗
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ÿâëÿåòñÿ EXPTIME-ïîëíîé [7] (ñì. òàêæå [3]). Ïîêàæåì, ÷òî ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ
äëÿ êîíñòàíòíîãî ôðàãìåíòà ëîãèêè K∗ ÿâëÿåòñÿ EXPTIME-òðóäíîé. Äëÿ ýòîãî
ñíà÷àëà ñâåä¼ì ïðîáëåìó ïðèíàäëåæíîñòè ëîãèêå K∗ ê ïðîáëåìå ïðèíàäëåæíîñòè
ëîãèêå K∗ ôîðìóë ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Ïóñòü ϕ � ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà. Ïóñòü n � ÷èñëî ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðå-
ìåííûõ, âõîäÿùèõ â ϕ. Áåç îãðàíè÷åíèé îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ϕ ÿâëÿåòñÿ
ôîðìóëîé îò ïåðåìåííûõ p1, . . . , pn. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåìåííàÿ pn+1 íå âõîäèò â ϕ.
Èñïîëüçóÿ pn+1, äëÿ êàæäîé ïîäôîðìóëû ψ ôîðìóëû ϕ îïðåäåëèì ôîðìóëó ψ∗

ñëåäóþùèì îáðàçîì:
⊥∗ = ⊥;

p∗i = pi, ãäå i ∈ {1, . . . , n};
(ψ1 ∧ ψ2)∗ = ψ∗1 ∧ ψ∗2 ;

(ψ1 ∨ ψ2)∗ = ψ∗1 ∨ ψ∗2 ;

(ψ1 → ψ2)∗ = ψ∗1 → ψ∗2 ;

(2ψ1)∗ = 2(pn+1 → ψ∗1);

(2∗ψ1)∗ = 2∗(pn+1 → ψ∗1).

Îïðåäåëèì ôîðìóëó ϕ#, ïîëîæèâ

ϕ# = (pn+1 ∧2∗(¬pn+1 → 2∗¬pn+1)) → ϕ∗.

Ôîðìóëà ϕ# îòëè÷àåòñÿ îò ϕ, ïî ñóòè, ëèøü òåì, ÷òî âñå âõîæäåíèÿ ìîäàëü-
íîñòåé â ϕ çàìåíÿþòñÿ âõîæäåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ¾îãðàíè÷åííûõ¿ ìîäàëü-
íîñòåé, ãäå â ðîëè ¾îãðàíè÷åíèÿ¿ âûñòóïàåò íîâàÿ ïåðåìåííàÿ pn+1. Ñíèìàÿ ýòî
¾îãðàíè÷åíèå¿, ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëó, ýêâèâàëåíòíóþ â K∗ èñõîäíîé ôîðìóëå ϕ.
Áîëåå òî÷íî, ïóñòü ϕ#

> � ôîðìóëà, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç ϕ# ïîäñòàíîâêîé ôîðìóëû >
âìåñòî ïåðåìåííîé pn+1.

Ëåììà 2. Äëÿ âñÿêîé ôîðìóëû ϕ ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå: ϕ#
> ↔ ϕ ∈ K∗.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ. ¤

Â äàëüíåéøåì ðàññìîòðåíèå ôîðìóëû ϕ# âìåñòî ϕ äàñò íàì íåêîòîðûå ¾òåõ-
íè÷åñêèå¿ ïðåèìóùåñòâà; ýòè ïðåèìóùåñòâà ñòàíóò ïîíÿòíû íèæå. Ñåé÷àñ æå ïî-
êàæåì, ÷òî ïðèíàäëåæíîñòü îäíîé èç ýòèõ ôîðìóë ëîãèêå K∗ ðàâíîñèëüíà ïðè-
íàäëåæíîñòè âòîðîé ôîðìóëû ëîãèêå K∗.

Ëåììà 3. Äëÿ âñÿêîé ôîðìóëû ϕ èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü:

ϕ ∈ K∗ ⇐⇒ ϕ# ∈ K∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ � íåêîòîðàÿ ôîðìóëà, p1, . . . , pn � å¼ ïåðåìåííûå.
Åñëè ϕ# ∈ K∗, òî ϕ#

> ∈ K∗, îòêóäà, ñîãëàñíî ëåììå 2, ïîëó÷àåì, ÷òî ϕ ∈ K∗.
Ïóñòü òåïåðü ϕ ∈ K∗. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ# 6∈ K∗. Òîãäà ñóùåñòâóåò øêàëà

F = 〈W,R〉 è ìîäåëü M = 〈F, v〉, îïðåäåë¼ííàÿ íà ýòîé øêàëå, òàêàÿ, ÷òî (M, x0) 6|=
ϕ# äëÿ íåêîòîðîãî x0 ∈ W . Ïóñòü

W1 = {x ∈ W : x0R
∗x è (M, x) |= pn+1}.
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Çàìåòèì, ÷òî W1 � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, ò. ê. x0 ∈ W1. Íà ìíîæåñòâå W1 îïðåäåëèì
îòíîøåíèå R1, ïîëîæèâ äëÿ âñÿêèõ x, y ∈ W1

xR1y ® xRy.

Ïóñòü F1 = 〈W1, R1〉. Â øêàëå F1 îïðåäåëèì îöåíêó v1, ïîëîæèâ äëÿ âñÿêîé ïåðå-
ìåííîé p è âñÿêîãî x ∈ W1

x ∈ v1(p) ® x ∈ v(p).

Ïóñòü M1 = 〈F1, v1〉.
Èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ ïîäôîðìóëû ψ ôîðìóëû ϕ (ò. å. ïî ÷èñëó ñâÿçîê

â ψ) ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî x ∈ W1 èìååò ìåñòî ýêâèâàëåíòíîñòü

(M1, x) |= ψ ⇐⇒ (M, x) |= ψ∗.

Ñëó÷àé, êîãäà ψ = ⊥ òðèâèàëåí. Åñëè ψ = pi, òî óêàçàííàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü
âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó îïðåäåëåíèÿ îöåíêè v1.

Ïóñòü ôîðìóëû ψ1 è ψ2 òàêîâû, ÷òî äëÿ âñÿêîãî x ∈ W1 èìåþò ìåñòî ýêâèâà-
ëåíòíîñòè

(M1, x) |= ψ1 ⇐⇒ (M, x) |= ψ∗1 ;

(M1, x) |= ψ2 ⇐⇒ (M, x) |= ψ∗2 .

Åñëè ψ = ψ1 ∧ ψ2, òî äëÿ âñÿêîãî x ∈ W1 èìååì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ýêâèâà-
ëåíòíîñòåé:

(M1, x) |= ψ ⇐⇒ (M1, x) |= ψ1 è (M1, x) |= ψ2

⇐⇒ (M, x) |= ψ∗1 è (M, x) |= ψ∗2

⇐⇒ (M, x) |= ψ∗.

Ñëó÷àè ψ = ψ1 ∨ ψ2 è ψ = ψ1 → ψ2 ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ïóñòü ψ = 2ψ1 è ïóñòü x ∈ W1.
Åñëè (M1, x) 6|= ψ, òî ñóùåñòâóåò ìèð y ∈ W1 òàêîé, ÷òî xR1y è (M1, y) 6|= ψ1,

è, ñîãëàñíî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, (M, y) 6|= ψ∗1 . Íî y ∈ W1, ïîýòîìó
(M, y) |= pn+1, à ñëåäîâàòåëüíî, (M, y) 6|= pn+1 → ψ∗1 , à ò. ê. xRy, ïîëó÷àåì, ÷òî
(M, x) 6|= 2(pn+1 → ψ∗1), ò. å. (M, x) 6|= ψ∗.

Ïóñòü òåïåðü (M, x) 6|= ψ∗. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìèð y ∈ W òàêîé, ÷òî xRy,
(M, y) |= pn+1 è (M, y) 6|= ψ∗1 . Ïîñêîëüêó (M, y) |= pn+1, ïîëó÷àåì, ÷òî y ∈ W1,
è, ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, (M1, y) 6|= ψ1, à ò. ê. xR1y, ïîëó÷àåì, ÷òî
(M1, x) 6|= ψ.

Ïóñòü ψ = 2∗ψ1 è ïóñòü x ∈ W1.
Åñëè (M1, x) 6|= ψ, òî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ (ïðîñòî çàìåíÿÿ â äî-

êàçàòåëüñòâå R íà R∗) ïîëó÷àåì, ÷òî (M, x) 6|= ψ∗.
Ïóñòü òåïåðü (M, x) 6|= ψ∗. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìèð y ∈ W òàêîé, ÷òî xR∗y,

(M, y) |= pn+1 è (M, y) 6|= ψ∗1 . Ïîñêîëüêó (M, y) |= pn+1, ïîëó÷àåì, ÷òî y ∈ W1.
Ïîêàæåì, ÷òî xR∗1y. Óòâåðæäåíèå xR∗y îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç
ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

• x = y;

• xRy;
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Ðèñ. 1: Øêàëà Fm

• ñóùåñòâóþò x1, . . . , xk ∈ W òàêèå, ÷òî xRx1R . . . RxkRy.

ßñíî, ÷òî â ïåðâîì è âòîðîì ñëó÷àÿõ xR∗1y. Ðàññìîòðèì òðåòèé ñëó÷àé. Ïîêàæåì,
÷òî x1, . . . , xk ∈ W1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê, ò. å. xi 6∈ W1 äëÿ íåêîòîðî-
ãî i ∈ {1, . . . , k}. Íî òîãäà (M, xi) 6|= pn+1. Ïîñêîëüêó (M, x0) 6|= ϕ#, ïîëó÷àåì,
÷òî (M, x0) |= pn+1 ∧ 2∗(¬pn+1 → 2∗¬pn+1). Ïîñëåäíåå, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò,
÷òî (M, xi) |= ¬pn+1 → 2∗¬pn+1, è èç òîãî, ÷òî (M, xi) |= ¬pn+1 ïîëó÷àåì, ÷òî
(M, xi) |= 2∗¬pn+1, à ñëåäîâàòåëüíî, (M, y) |= ¬pn+1, ÷òî íåâîçìîæíî, ò. ê. y ∈ W1.
Òàêèì îáðàçîì, x1, . . . , xk ∈ W1, à çíà÷èò, è â òðåòüåì ñëó÷àå xR∗1y. Îñòàëîñü çàìå-
òèòü, ÷òî, ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, (M1, y) 6|= ψ1, à çíà÷èò, (M1, x) 6|= ψ.

Èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî (M, x0) 6|= ϕ, ÷òî íåâîçìîæíî, ò. ê. ϕ ∈ K∗. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ϕ# ∈ K∗. ¤

Îòìåòèì åù¼ îäíî ñâîéñòâî ôîðìóëû ϕ#.

Ëåììà 4. Åñëè ϕ# 6∈ K∗, òî ñóùåñòâóåò ìîäåëü M = 〈F, v〉, îïðåäåë�åííàÿ
íà íåêîòîðîé øêàëå F = 〈W,R〉, òàêàÿ, ÷òî M 6|= ϕ# è v(pn+1) = W .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ϕ# 6∈ K∗, òî, ñîãëàñíî ëåììå 3, ϕ 6∈ K∗, è, ñîãëàñíî
ëåììå 2, ϕ#

> 6∈ K∗, îòêóäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü äîêàçûâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ.
¤

Äëÿ âñÿêîãî ïîëîæèòåëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m îïðåäåëèì ñòàíäàðòíûì
îáðàçîì ñîêðàùåíèå 3mψ: 31ψ = 3ψ, 3k+1ψ = 33kψ. Äëÿ êàæäîãî m > 0 îïðå-
äåëèì ôîðìóëû αm è βm ñëåäóþùèì îáðàçîì:

αm = 3m2⊥ ∧ ¬3m+12⊥ ∧3(3> ∧23>);

βm = 3αm.
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Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîãî m > 0 îïðåäåëèì øêàëó Fm = 〈Wm, Rm〉, ïîëîæèâ

Wm = {a0
m, a1

m, . . . , am
m} ∪ {bm};

xRmy ® ëèáî x = ai
m, y = aj

m è i < j,
ëèáî x = a0

m, y = bm,
ëèáî x = y = bm.

Øêàëà Fm èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1; ÷¼ðíûå êðóæê�è ñîîòâåòñòâóþò èððåôëåêñèâíûì
ìèðàì a0

m, . . . , am
m, ñâåòëûé � ðåôëåêñèâíîìó ìèðó bm, îòíîøåíèå äîñòèæèìîñòè

òðàíçèòèâíî.

Ëåììà 5. Äëÿ âñÿêèõ ïîëîæèòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k è m èìååò ìå-
ñòî ñëåäóþùàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü:

(Fm, x) |= αk ⇐⇒ k = m è x = a0
m.

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â òðèâèàëüíîé ïðîâåðêå óêàçàííîãî óñëîâèÿ è ïðå-
äîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ. ¤

Îïðåäåëèì ϕ#
β êàê ôîðìóëó, ïîëó÷àþùóþñÿ ïîäñòàíîâêîé ôîðìóë β1, . . . , βn+1

â ôîðìóëó ϕ# âìåñòî ïåðåìåííûõ p1, . . . , pn+1 ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåììà 6. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü:

ϕ ∈ K∗ ⇐⇒ ϕ#
β ∈ K∗.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü ϕ ∈ K∗. Òîãäà, ïî ëåììå 3, ϕ# ∈ K∗, à ïîñêîëü-
êó ôîðìóëà ϕ#

β ÿâëÿåòñÿ ïîäñòàíîâî÷íûì ïðèìåðîì ôîðìóëû ϕ#, ïîëó÷àåì, ÷òî
ϕ#

β ∈ K∗.
Ïóñòü ϕ 6∈ K∗. Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 3, ϕ# 6∈ K∗. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò

ìîäåëü M = 〈F, v〉, îïðåäåë¼ííàÿ íà íåêîòîðîé øêàëå F = 〈W,R〉, òàêàÿ, ÷òî
ôîðìóëà ϕ# îïðîâåðãàåòñÿ â íåêîòîðîì ìèðå x0 ýòîé ìîäåëè. Ñîãëàñíî ëåììå 4,
ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî M |= pn+1. Ïîñòðîèì øêàëó, â íåêîòîðîì ìèðå êîòîðîé áóäåò
îïðîâåðãàòüñÿ ôîðìóëà ϕ#

β .
Áåç îãðàíè÷åíèé îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâà ìèðîâ øêàë Êðèïêå

F,F1, . . . , Fn+1 ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïóñòü Fβ = 〈Wβ , Rβ〉, ãäå
Wβ = W ∪W1 ∪ · · · ∪Wn+1;

xRβy ® ëèáî x, y ∈ W è xRy,
ëèáî x, y ∈ Wm äëÿ íåêîòîðîãî m ∈ {1, . . . , n + 1} è xRy,
ëèáî x ∈ W , (M, x) |= pk è y = a0

k.

Äëÿ âñÿêîé ïîäôîðìóëû ψ ôîðìóëû ϕ îáîçíà÷èì ÷åðåç ψβ ôîðìóëó, ïîëó÷àþ-
ùóþñÿ èç ψ∗ ïîäñòàíîâêîé ôîðìóë β1, . . . , βn+1 âìåñòî p1, . . . , pn+1 ñîîòâåòñòâåííî.
Èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ ïîäôîðìóëû ψ ôîðìóëû ϕ äîêàæåì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî
x ∈ W

(Fβ , x) |= ψβ ⇐⇒ (M, x) |= ψ∗.

Åñëè ψ = ⊥, òî ψ∗ = ⊥ è ψβ = ⊥, ïîýòîìó óêàçàííàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü âûïîë-
íÿåòñÿ òðèâèàëüíî.
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Ïóñòü ψ = pk, ãäå k ∈ {1, . . . , n}. Â ýòîì ñëó÷àå ψ∗ = pk, ψβ = βk.
Ïóñòü x ∈ W è (M, x) |= pk. Â ýòîì ñëó÷àå xRβa0

k. Òîãäà, ñîãëàñíî ëåì-
ìå 5, (Fk, a0

k) |= αk; ÿñíî, ÷òî òàêæå (Fβ , a0
k) |= αk, à ïîýòîìó (Fβ , x) |= 3αk,

ò. å. (Fβ , x) |= βk.
Ïóñòü x ∈ W è (Fβ , x) |= βk. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìèð y ∈ Wβ òàêîé, ÷òî xRβy è

(Fβ , y) |= αk. Çàìåòèì, ÷òî y 6∈ W . Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî y ∈ W . Òîãäà
yRβa0

n+1 (ïîñêîëüêó M |= pn+1), ïîýòîìó (Fβ , y) 6|= ¬3k+12⊥, è ñëåäîâàòåëüíî,
(Fβ , y) 6|= αk. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, à çíà÷èò, y 6∈ W . Çíà÷èò, y ∈ Wm äëÿ
íåêîòîðîãî m ∈ {1, . . . , n + 1}, è â ñèëó ëåììû 5, y = a0

k. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî,
ïî îïðåäåëåíèþ îòíîøåíèÿ Rβ , xRβa0

k òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà (M, x) |= pk.
Ïóñòü ïîäôîðìóëû χ è ξ ôîðìóëû ϕ òàêîâû, ÷òî äëÿ âñÿêîãî z ∈ W

(Fβ , z) |= χβ ⇐⇒ (M, z) |= χ∗;

(Fβ , z) |= ξβ ⇐⇒ (M, z) |= ξ∗.

Ïóñòü ψ = χ ∧ ξ, x ∈ W . Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíîñòè:

(Fβ , x) |= ψβ ⇐⇒ (Fβ , x) |= χβ è (Fβ , x) |= ξβ

⇐⇒ (M, x) |= χ∗ è (M, x) |= ξ∗

⇐⇒ (M, x) |= ψ∗.

Ñëó÷àè, êîãäà ψ = χ ∨ ξ è ψ = χ → ξ, ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ïóñòü ψ = 2χ, x ∈ W . Åñëè (M, x) 6|= (2χ)∗, òî ñóùåñòâóåò ìèð y ∈ W òà-

êîé, ÷òî xRy, (M, y) |= pn+1 è (M, y) 6|= χ∗. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ,
(Fβ , y) 6|= χβ . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ò. ê. (M, y) |= pn+1, ïîëó÷àåì, ÷òî yRβa0

n+1, îò-
êóäà ñëåäóåò, ÷òî (Fβ , y) |= βn+1. Çíà÷èò, (Fβ , y) 6|= βn+1 → χβ , è ñëåäîâàòåëüíî,
(Fβ , x) 6|= 2(βn+1 → χβ), ò. å. (Fβ , x) 6|= ψβ .

Ïóñòü òåïåðü (Fβ , x) 6|= ψβ . Òîãäà ñóùåñòâóåò ìèð y ∈ Wβ òàêîé, ÷òî xRβy,
(Fβ , y) |= βn+1 è (Fβ , y) 6|= χβ . Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî βn+1 îïðîâåðãàåòñÿ â
êàæäîì ìèðå êàæäîé èç øêàë F1, . . . Fn+1, îòêóäà íåñëîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî y ∈ W .
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, (M, y) 6|= χ∗. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
M |= pn+1, ïîëó÷àåì, ÷òî (M, y) 6|= pn+1 → χ∗, à çíà÷èò, (M, y) 6|= 2(pn+1 → χ∗),
ò. å. (M, y) 6|= ψ∗.

Ñëó÷àé, êîãäà ψ = 2∗χ, ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Òåïåðü âåðí¼ìñÿ ê ôîðìóëå ϕ#. Èç òîãî, ÷òî (M, x0) 6|= ϕ#, ñëåäóåò, ÷òî

(M, x0) |= pn+1 ∧ 2∗(¬pn+1 → 2∗¬pn+1) è (M, x0) 6|= ϕ∗. Ïîñëåäíåå, ñ ó÷¼òîì
äîêàçàííîãî âûøå, äà¼ò, ÷òî (Fβ , x0) 6|= ϕβ . Êðîìå òîãî, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
(Fβ , x0) |= βn+1 ∧ 2∗(¬βn+1 → 2∗¬βn+1), à çíà÷èò, (Fβ , x0) 6|= ϕ#

β . Ñëåäîâàòåëüíî,
ϕ#

β 6∈ K∗. ¤

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ôîðìóëà ϕ#
β

ñòðîèòñÿ ïî ôîðìóëå ϕ ïîëèíîìèàëüíî. ¤

Íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ. Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ñëåäñòâèé òåîðåìû 1, à òàêæå
êîíñòðóêöèè, èñïîëüçóåìîé â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.

Ñëåäñòâèå 7. Ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ äëÿ PDL(0) ÿâëÿåòñÿ EXPTIME-ïîëíîé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü â ÿçûêå PDL ìîäàëü-
íîñòü 2 êàê [α], à ìîäàëüíîñòü 2∗ � êàê [α∗], ãäå α � íåêîòîðàÿ ýëåìåíòàðíàÿ
ïðîãðàììà. ¤

Ëîãèêà K∗ ïîãðóæàåòñÿ íå òîëüêî â PDL, íî è â äðóãèå ëîãèêè. Â êà÷åñòâå
ïðèìåðà ðàññìîòðèì ëîãèêè çíàíèÿ ñ îïåðàòîðîì âñåîáùåãî çíàíèÿ. Ýòî ëîãèêè
ñ n îäíîòèïíûìè íåçàâèñèìûìè ìîäàëüíîñòÿìè K1, . . . ,Kn (ðàññìàòðèâàåìûìè
êàê îïåðàòîðû çíàíèÿ â ñèñòåìå ñ n àãåíòàìè çíàíèÿ), à òàêæå ñ ìîäàëüíîñòüþ C
(îïåðàòîðîì âñåîáùåãî çíàíèÿ), êîòîðîé íà øêàëàõ Êðèïêå ñîîòâåòñòâóåò òðàíçè-
òèâíîå çàìûêàíèå îáúåäèíåíèÿ îòíîøåíèé äîñòèæèìîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìî-
äàëüíîñòÿì K1, . . . , Kn; ïîäðîáíåå ñì., íàïðèìåð, [10].

Ñëåäñòâèå 8. Ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ äëÿ KC
n (0) ïðè n > 1 è äëÿ K4C

n (0) ïðè
n > 2 ÿâëÿåòñÿ EXPTIME-ïîëíîé.

Îòìåòèì, ÷òî ëîãèêà K4C
1 ýêâèâàëåíòíà ìîíîìîäàëüíîé ëîãèêå K4 â òîì ñìûñ-

ëå, ÷òî K1ϕ ↔ Cϕ ∈ K4C
1 . Ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ

äëÿ êîíñòàíòíîãî ôðàãìåíòà K4C
1 ÿâëÿåòñÿ PSPACE-ïîëíîé [4].

×òî êàñàåòñÿ ìîäàëüíûõ ëîãèê, ñîäåðæàùèõ ôîðìóëó 3> (äëÿ êàæäîé ìî-
äàëüíîñòè òèïà 3 â ñëó÷àå ïîëèìîäàëüíûõ ëîãèê), òî íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî èõ
êîíñòàíòíûå ôðàãìåíòû ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìû, ò. ê. íàëè÷èå ýòîé ôîðìó-
ëû â ëîãèêå ïîçâîëÿåò ¾ñòèðàòü¿ ìîäàëüíîñòè 2 è 3 â êîíñòàíòíûõ ôîðìóëàõ.
Òåì íå ìåíåå, äëÿ ìíîãèõ ëîãèê îïèñàííóþ êîíñòðóêöèþ ìîæíî ïðîâåñòè, èñïîëü-
çóÿ ôîðìóëû îò îäíîé ïåðåìåííîé, íàïðèìåð, ïðåäëîæåííûå â [4] äëÿ îáîñíîâà-
íèÿ PSPACE-òðóäíîñòè ïðîáëåìû ðàçðåøåíèÿ ôðàãìåíòîâ T(1), S4(1), Grz(1) è
íåêîòîðûõ äðóãèõ ëîãèê (ïðèìåíèòåëüíî ê îïèñàííîé âûøå êîíñòðóêöèè, íóæ-
íî âçÿòü îòðèöàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìóë èç [4]). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì åù¼
îäíî ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 9. Ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ äëÿ TC
n (1) ïðè n > 1 è äëÿ S4C

n (1) ïðè
n > 2 ÿâëÿåòñÿ EXPTIME-ïîëíîé.

Îòìåòèì, ÷òî ñèòóàöèÿ ñ S4C
1 àíàëîãè÷íà ñèòóàöèè ñ K4C

1 : ëîãèêà S4C
1 ýêâè-

âàëåíòíà ëîãèêå S4 â òîì ñìûñëå, ÷òî K1ϕ ↔ Cϕ ∈ S4C
1 , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ äëÿ S4C
1 (1) ÿâëÿåòñÿ PSPACE-ïîëíîé [4].

3. Ñëîæíîñòü êîíòðìîäåëåé. Îáû÷íî íàáëþäàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ñëîæíî-
ñòüþ (â ñìûñëå òðóäíîñòè â êëàññàõ ñëîæíîñòè òèïà NP, PSPACE, EXPTIME)
íåêëàññè÷åñêèõ ëîãèê è ñëîæíîñòüþ êîíòðìîäåëåé äëÿ íåïðèíàäëåæàùèõ ýòèì
ëîãèêàì ôîðìóë. Ñëåäóÿ [5], äëÿ ïðîïîçèöèîíàëüíîé ëîãèêè (ìíîæåñòâà ôîðìóë)
L îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ fL(n):

fL(n) = max
|ϕ|6 n
ϕ 6∈ L

min
F |= L
F 6|= ϕ

|F|,

ãäå |F|� ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ìèðîâ øêàëû F, à |ϕ|� äëèíà ôîðìóëû ϕ. Ôóíêöèþ
fL(n) áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé ñëîæíîñòè ëîãèêè (ìíîæåñòâà ôîðìóë) L.

Ôóíêöèÿ ñëîæíîñòè äëÿ L ïîçâîëÿåò îöåíèòü ñëîæíîñòü ïðîáëåìû ðàçðåøå-
íèÿ L. Òàê, îíà äà¼ò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü âåðõíèå ãðàíèöû íåêîòîðûõ âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ (íàïðèìåð, âðåìåíí�ûõ), çàòðà÷èâàåìûõ àëãîðèòìàìè, ðàçðå-
øàþùèìè L ïóò¼ì ïîèñêà êîíòðìîäåëåé äëÿ òåñòèðóåìûõ ôîðìóë.
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Êàê ïðàâèëî, ôóíêöèÿ ñëîæíîñòè fL(n) ïîëèíîìèàëüíà â ñëó÷àå, êîãäà L èìå-
åò NP-ïîëíóþ ïðîáëåìó ðàçðåøåíèÿ, è ýêñïîíåíöèàëüíà â ñëó÷àå, êîãäà ïðîáëåìà
ðàçðåøåíèÿ L ÿâëÿåòñÿ PSPACE-ïîëíîé. Ôóíêöèÿ ñëîæíîñòè îñòà¼òñÿ ýêñïîíåí-
öèàëüíîé è äëÿ PSPACE-ïîëíûõ ôðàãìåíòîâ âèäà L(n), ñì. [4, 15]. Ïîñêîëüêó
ôðàãìåíòû K∗(0), PDL(0), KC

n (0), K4C
n (1), TC

n (1), S4C
n (1) ñîäåðæàò PSPACE-

ïîëíûå ôðàãìåíòû � â çàâèñèìîñòè îò ëîãèêè ýòî K(0), K4(0), T(1) èëè S4(1), �
òî ââèäó [4] ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 10. Ôóíêöèÿ ñëîæíîñòè äëÿ K∗(0), PDL(0), KC
n (0), K4C

n (1),
TC

n (1), S4C
n (1), ãäå n > 1, îãðàíè÷åíà ñíèçó ýêñïîíåíòîé.

Íà ñàìîì äåëå ôóíêöèþ ñëîæíîñòè äëÿ ïîäîáíûõ ôðàãìåíòîâ ìîæíî îãðàíè-
÷èòü ýêñïîíåíòîé íå òîëüêî ñíèçó, íî è ñâåðõó, ñì., íàïðèìåð, [10]. Òåì íå ìåíåå,
äàæå ïðè, êàçàëîñü áû, îäèíàêîâûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ôóíêöèþ ñëîæíîñòè ïðî-
áëåìà ðàçðåøåíèÿ äëÿ ëîãèê òèïà K, T, K4, S4 è äð. ÿâëÿåòñÿ PSPACE-ïîëíîé,
à äëÿ ëîãèê òèïà K∗, KC

n è äð. � EXPTIME-ïîëíîé. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òî,
÷òî ôóíêöèÿ ñëîæíîñòè fL(n) ïîçâîëÿåò îöåíèòü ãðàíèöû âû÷èñëèòåëüíûõ ðå-
ñóðñîâ, çàòðà÷èâàåìûõ àëãîðèòìàìè, ðàçðåøàþùèìè L, ìû ïðèõîäèì ê âîïðîñó î
ðàçëè÷èè êîíòðìîäåëåé â ñëó÷àå PSPACE-ïîëíûõ è EXPTIME-ïîëíûõ ëîãèê. Ýòî
ðàçëè÷èå èçâåñòíî: õîòÿ ìîùíîñòü êîíòðìîäåëåé â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìîæåò áûòü ¾ïî-
÷òè îäèíàêîâîé¿ � ýêñïîíåíöèàëüíîé, � òåì íå ìåíåå, â ñëó÷àå PSPACE-ïîëíûõ
ëîãèê, âðîäå K, T, K4, S4, âûñîòà3 êîíòðìîäåëåé äëÿ ôîðìóëû ϕ ìîæåò áûòü
îãðàíè÷åíà ñâåðõó ëèíåéíîé ôóíêöèåé îò ìîäàëüíîé ãëóáèíû4 ϕ, â òî âðåìÿ êàê
âûñîòà êîíòðìîäåëåé äëÿ ϕ â ñëó÷àå ëîãèê, âðîäå K∗, PDL, KC

n , ìîæåò áûòü
îãðàíè÷åíà ñíèçó ýêñïîíåíòîé.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ôîðìóëû îò ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðå-
ìåííûõ p1, . . . , pn, ñì. [3]:

A0
n = ¬p1 →

[
2p1 ∧

n∧
i=2

((pi → 2pi) ∧ (¬pi → 2¬pi))
]
;

Ak
n = ¬pk+1 ∧

k∧
i=1

pk →

→ [
2(pk+1 ∧

k∧
i=1

¬pk) ∧
n∧

i=k+2

((pi → 2pi) ∧ (¬pi → 2¬pi))
]
,

ãäå k ∈ {1, . . . , n− 1}.
Ïîÿñíèì ¾óñòðîéñòâî¿ ôîðìóë Ai

n. Åñëè ñìîòðåòü íà íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåí-
íûõ pn, . . . , p1 êàê íà äâîè÷íîå ÷èñëî (ãäå pi ñîîòâåòñòâóåò öèôðå ¾1¿, à ¬pi �
öèôðå ¾0¿), òî êàæäóþ ôîðìóëó Ai

n ìîæíî ïîíèìàòü êàê îïèñàíèå îïåðàöèè ïðè-
áàâëåíèÿ åäèíèöû ê äâîè÷íîìó ÷èñëó, çàêàí÷èâàþùåìóñÿ íà i åäèíèö, ïåðåä êîòî-
ðûìè ñòîèò íîëü. Ðåçóëüòàò ýòîé îïåðàöèè áóäåò îïèñûâàòüñÿ íàáîðîì çíà÷åíèé
ïåðåìåííûõ pn, . . . , p1 â ìèðå, äîñòèæèìîì èç ìèðà, â êîòîðîì èñòèííà ôîðìó-

3Ò. å. ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà öåïåé, ñîñòîÿùèõ èç ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ìèðîâ.
4Ìîäàëüíàÿ ãëóáèíà ôîðìóëû � ýòî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ¾âëîæåííûõ¿ ìîäàëüíîñòåé. Áîëåå

òî÷íî, ìîäàëüíàÿ ãëóáèíà áåçìîäàëüíûõ ôîðìóë ðàâíà 0, ìîäàëüíàÿ ãëóáèíà äëÿ êîíúþíêöèè,
äèçúþíêöèè è èìïëèêàöèè ôîðìóë îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàêñèìóì ìîäàëüíîé ãëóáèíû ñîåäèíÿå-
ìûõ ôîðìóë, à íàâåøèâàíèå íà ôîðìóëó ìîäàëüíîñòè óâåëè÷èâàåò ìîäàëüíóþ ãëóáèíó íà 1.
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ëà Ai
n. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà

ϕn = ¬
(

n∧
i=1

¬pi ∧ 2∗3> ∧ 2∗
n−1∧
i=1

Ai
n

)

òðåáóåò äëÿ ñâîåãî îïðîâåðæåíèÿ ìîäåëè, ÷èñëî ìèðîâ â êîòîðîé íå ìåíåå, ÷åì 2n,
â òî âðåìÿ êàê äëèíà ôîðìóë ϕn îãðàíè÷åíà ñâåðõó ïîëèíîìîì (âòîðîé ñòåïåíè)
îò n.

Âîçìîæíà ëè àíàëîãè÷íàÿ êîíñòðóêöèÿ â ñëó÷àå K∗(n)? Äà, ïðè÷¼ì óæå ïðè
n = 0: äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ôîðìóëû (ϕn)#β . Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî ôîðìóëû,
ïîäîáíûå ϕn, ìîæíî ïîñòðîèòü è äëÿ äðóãèõ óïîìÿíóòûõ âûøå EXPTIME-ïîëíûõ
ëîãèê. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì åù¼ îäíî ñëåäñòâèå ïðèâåä¼ííîé êîíñòðóêöèè.

Ñëåäñòâèå 11. Ïóñòü L � îäèí èç ñëåäóþùèõ ôðàãìåíòîâ: K∗(0), PDL(0),
KC

n (0), K4C
n+1(0), TC

n (1), S4C
n+1(1), ãäå n > 1. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî

÷èñëà k â ÿçûêå ôðàãìåíòà L ñóùåñòâóåò ôîðìóëà ϕk, íå ïðèíàäëåæàùàÿ L
è òðåáóþùàÿ äëÿ ñâîåãî îïðîâåðæåíèÿ ìîäåëè Êðèïêå, ñîäåðæàùåé öåïü èç íå
ìåíåå ÷åì 2k ðàçëè÷íûõ ìèðîâ, ïðè ýòîì äëèíà ôîðìóë ϕk îãðàíè÷åíà ñâåðõó
íåêîòîðûì ïîëèíîìîì îò k.
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