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Ðàññìîòðåíû òðè âèäà ýêîíîìèê: îäíîñåêòîðíàÿ, äâóõñåêòîðíàÿ, òðåõ-
ñåêòîðíàÿ. Âûâåäåíû ñîîòíîøåíèÿ èõ îïòèìàëüíîãî ñáàëàíñèðîâàí-
íîãî ðàçâèòèÿ. Ïîñòðîåíû ïðîãðàììíî ðåàëèçóåìûå ìàòåìàòè÷åñêèå
ìîäåëè èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàòåëåé ýêîíîìèê. Ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëü-
íûé ýêñïåðèìåíò è ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè ïîêàçàòåëåé ôóíêöèîíèðî-
âàíèÿ ýêîíîìèê îò ôàêòîðîâ: íàëîãîâ, êðåäèòîâ, äåïîçèòîâ, èíâåñòè-
öèé, íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî ïðîãðåññà, íîðìû àìîðòèçàöèè, çàðàáîòíîé
ïëàòû, òåìïà ïðèðîñòà ðàáîòàþùèõ, çàòðàò íà ïðîèçâîäñòâî, öåí íà
ïðîäóêöèþ. Âûÿâëåíû óñëîâèÿ ðîñòà ýêîíîìèê.

The article deals with three kinds of economics: one-sector, two-sectors,
three-sectors. Ratios of their optimum balanced development have been
deduced. Programmable mathematical models of studying the parameters
of economics have been constructed. A computing experiment has been
carried out to show the dependence of their functioning on various factors:
taxes, credits, deposits, investments, scienti�c and technical progress, dep-
reciation rate, wages, rate of sta� growth, manufacture costs, prices. Con-
ditions of economy growth have been revealed.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îäíîñåêòîðíàÿ, äâóõñåêòîðíàÿ, òðåõñåêòîðíàÿ ýêî-
íîìèêà; ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýêîíîìèêè.
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Ââåäåíèå. Öåëüþ ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà êîìïëåêñíîé ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëè èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàòåëåé ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà îäíîñåêòîðíîé,
äâóõñåêòîðíîé, òðåõñåêòîðíîé ýêîíîìèê, îáîñíîâàíèå ðåêîìåíäàöèé ïî îïòèìàëü-
íîìó èõ ðàçâèòèþ.

Àêòóàëüíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòüþ êîìïëåêñíîãî ó÷åòà âñåõ ôàêòî-
ðîâ, îáóñëîâëèâàþùèõ äåÿòåëüíîñòü ýêîíîìèêè, à èìåííî òàêèõ, êàê: íàëîãè, êðå-
äèòû, äåïîçèòû, èíâåñòèöèè, íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ, íîðìà àìîðòèçàöèè,
çàðàáîòíàÿ ïëàòà, òåìï ïðèðîñòà ðàáîòàþùèõ, çàòðàòû íà ïðîèçâîäñòâî, öåíû íà
ïðîäóêöèþ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìååòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ ñîâîêóïíîñòü ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàòåëåé äåÿòåëüíîñòè ýêîíîìèê [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]. Îäíà-
êî â êàæäîé èç íèõ ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî îòäåëüíûå èç íàçâàííûõ ôàêòîðîâ, è îíè
èíôîðìàöèîííî íåñîïðÿãàåìû. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå èç ñóùåñòâóþùèõ ìîäåëåé.
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Ìîäåëü, îïèñûâàåìàÿ â [7] äîñòàòî÷íî ïðèáëèæåíà ê ðåàëüíîé ýêîíîìèêå. Â
íåé ó÷òåíû îñíîâíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ôîíäû, ðàáîòàþùèå è íå ïðåäîñòàâëÿåòñÿ
âîçìîæíîñòü ó÷èòûâàòü âëèÿíèå íà äèíàìèêó ðîñòà, íàïðèìåð, êðåäèòà, äåïîçè-
òà, íàëîãîâûõ ñòàâîê, öåí íà ðûíêå. À ýòî íåîòúåìëåìûå ôàêòîðû äëÿ ðàçâèòèÿ
ôèðìû â ñîâðåìåííîé ðûíî÷íîé ýêîíîìèêå.

Â ìîäåëè [2] èññëåäóåòñÿ äâóõñåêòîðíàÿ ýêîíîìèêà ñ öåëüþ íàõîæäåíèÿ òðàåê-
òîðèé îïòèìàëüíîãî ðîñòà êàïèòàëîâîîðóæåííîñòè íà îäíîãî ðàáî÷åãî è îòíîøå-
íèÿ çàðàáîòíîé ïëàòû ðàáîòàþùèõ ê îïëàòå êàïèòàëà â óñëîâèÿõ ñâîáîäíîé êîí-
êóðåíöèè ïðè ðàçëè÷íûõ òåõíîëîãèÿõ ïðîèçâîäñòâà. Â ìîäåëè íå ïðåäîñòàâëÿåòñÿ
âîçìîæíîñòü èññëåäîâàòü âëèÿíèå íà âûïóñê íàëîãîâ, áàíêîâñêèõ êðåäèòîâ.

Â ìîäåëè [3] èññëåäóåòñÿ òðåõñåêòîðíàÿ ýêîíîìèêà ñ öåëüþ âûÿâëåíèÿ ñáà-
ëàíñèðîâàííûõ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ïðè ôèêñèðîâàííîì ðàñïðåäåëåíèè èí-
âåñòèöèîííûõ òîâàðîâ è òðóäà. Â îñíîâó ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ïðèíÿòà ìîäåëü Ñîëîó
îäíîñåêòîðíîé ýêîíîìèêè. Â ðåçóëüòàòå óñòàíîâëåíî ¾çîëîòîå ïðàâèëî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ òðóäà è èíâåñòèöèé ìåæäó ñåêòîðàìè¿. Îäíàêî, ýòà ìîäåëü íå ïîçâîëÿåò
ðàñïðîñòðàíÿòü ¾çîëîòîå ïðàâèëî¿ íà óñëîâèÿ, êîãäà òðåáóåòñÿ ó÷èòûâàòü âëèÿ-
íèå íàëîãîâ, êðåäèòîâ, äåïîçèòîâ íà ðàñïðåäåëåíèå òðóäà è èíâåñòèöèé.

Òàêèì îáðàçîì, ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íå èìååòñÿ ìîäåëåé, ó÷èòûâàþùèõ íà-
çâàííûå ôàêòîðû. Íî òîëüêî ó÷åò èõ â ñîâîêóïíîñòè ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîëíîé
è îáúåêòèâíîé îöåíêå òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ è òåíäåíöèé ðîñòà ëþáîé èç ýêîíîìèê.
Ïîýòîìó ðàçðàáîòêà êîìïëåêñíîé ìîäåëè, ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïî-
êàçàòåëåé ýêîíîìè÷åñêîé äèíàìèêè â çàâèñèìîñòè îò óêàçàííûõ âûøå ôàêòîðîâ,
àêòóàëüíà.

1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Òðåáóåòñÿ íàéòè òðàåêòîðèþ îï-
òèìàëüíîãî ðîñòà ýêîíîìèê, ïðè êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì èõ ïðèáûëè, íàëî-
ãîâûõ ïîñòóïëåíèé â áþäæåò, ïðèáûëè áàíêà, ìàêñèìóì ïîëåçíîñòè ïîòðåáëåíèÿ
ïðè îãðàíè÷åíèÿõ â âèäå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ñîñòîÿ-
íèå îñíîâíûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôîíäîâ, çàòðàòû íà ïðîèçâîäñòâî, êðåäèòîðñêóþ
çàäîëæåííîñòü, ñîñòîÿíèå äåïîçèòíîãî ñ÷åòà ñ ó÷åòîì íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî ïðî-
ãðåññà, íîðìû àìîðòèçàöèè, çàðàáîòíîé ïëàòû, òåìïà ïðèðîñòà ÷èñëà çàíÿòûõ,
öåí íà ïðîäóêöèþ.

Ýòî çàäà÷à êîìïëåêñíàÿ, ìíîãîêðèòåðèàëüíàÿ, ñ îãðàíè÷åíèÿìè. Â ìàòåìàòè-
÷åñêèõ òåðìèíàõ îíà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Êðèòåðèàëüíûé ôóíêöèîíàë ïðèáûëè ýêîíîìèê:

T∫

0

e−δt(((p0(t)a0(t) + p1(t)(1− a0(t)))X(t)− z(t)− w(t)L(t))(1− ν(t))+

+Φ(t) + r2(t)D(t)− d(t)−H(t))dt → max
I(t),d(t)

Êðèòåðèàëüíûé ôóíêöèîíàë ñðåäñòâ îò íàëîãîâûõ ïîñòóïëåíèé:

T∫

0

e−δt((p0(t)a0(t) + p1(t)(1− a0(t)))X(t)− z(t)−

−w(t)L(t))ν(t)dt → max
0≤ν1≤ν(t)≤ν2≤1
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Êðèòåðèàëüíûé ôóíêöèîíàë ïðèáûëè áàíêà:

T∫

0

e−δt(H(t)− Φ(t)− r2(t)D(t) + d(t))dt → max
r1(t),r2(t)

Êðèòåðèàëüíûé ôóíêöèîíàë ïîëåçíîñòè ïîòðåáëåíèÿ:

T∫

0

e−δtU(X(t))dt → max
a0(t)

Îãðàíè÷èâàþùèå óñëîâèÿ:
- ïî îñíîâíûì ïðîèçâîäñòâåííûì ôîíäàì:

dK(t)
dt

= −µK(t) + I(t), K(0) = K0,

- ïî çàòðàòàì íà ïðîèçâîäñòâî:

dz(t)
dt

= g(t)(1− v(t))(p(t)X(t)− z(t)), z(0) = z0,

- ïî äåïîçèòó:

dD(t)
dt

= D(t) + d(t), D(0) = D0, 0 < r2 ≤ r2(t) ≤ r2 < 1,

- ïî êðåäèòîðñêîé çàäîëæåííîñòè:

dS(t)
dt

= r1(t)S(t) + (t)−H(t), S(0) = S0, S(t) ≤ K(t),

0 < r1 ≤ r1(t) ≤ r1 < 1,

- ïî îáúåìó ðàñõîäîâ ïîòðåáèòåëüñêîãî ñåêòîðà:

a0(t)p0(t)X(t) ≤ ψ(t),

ãäå X(t) � âûïóñê ïðîäóêöèè;
L(t)� ÷èñëî ðàáîòàþùèõ;
K(t) � îáúåì îñíîâíûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôîíäîâ;
I(t) � îáúåì èíâåñòèöèé â îñíîâíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ôîíäû;
µ � òåìï àìîðòèçàöèè;
z(t) � çàòðàòû íà ïðîèçâîäñòâî;
g(t) � ÷àñòü ïðèáûëè, ñîñòàâëÿþùàÿ çàòðàòû íà ïðîèçâîäñòâî â ñëåäóþùåì

ãîäó;
pi(t) � öåíà ïðîäóêöèè;
d(t) � ðàçìåð äåïîçèòíîãî âêëàäà;
H(t) � âûïëàòû ïî êðåäèòó;
S(t) � ðàçìåð êðåäèòîðñêîé çàäîëæåííîñòè;
(t) � ðàçìåð êðåäèòà;
D(t) � ðàçìåð ñðåäñòâ íà äåïîçèòíîì ñ÷åòå;
w(t) � ñòàâêà çàðàáîòíîé ïëàòû;
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ν(t) � ñòàâêà íàëîãà;
r2(t) � ñòàâêà ïî êðåäèòó;
r1(t) � ñòàâêà ïî äåïîçèòó;
ψ(t) � îáúåì ïîòðåáèòåëüñêèõ ðàñõîäîâ;
U(X(t))� ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè ïîòðåáèòåëÿ;
a0(t) � äîëÿ ïðîäóêöèè, èäóùåé íà ïîòðåáëåíèå.
Èç òàêîé ïîñòàíîâêè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ÷àñòíûå ìîäåëè äëÿ èññëåäîâàíèÿ,

îäíîñåêòîðíîé, äâóõñåêòîðíîé è òðåõñåêòîðíîé ýêîíîìèê, êîòîðûå ðåàëèçóþòñÿ â
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåæèìàõ ðàáîòû êîìïëåêñíîé ìîäåëè.

2. Ðåæèìû ðàáîòû ìîäåëè. 2.1. Îäíîñåêòîðíàÿ ýêîíîìèêà. Îäíî-
ñåêòîðíàÿ ýêîíîìèêà � ôèðìà, âûïóñêàþùàÿ åäèíûé ïðîäóêò. Òðåáóåòñÿ ïîñòðî-
èòü òðàåêòîðèþ îïòèìàëüíîãî ðîñòà ñ öåëüþ äîñòèæåíèÿ ìàêñèìàëüíîé ïðèáûëè
ôèðìû, áàíêà è áþäæåòà ñ ó÷åòîì íàëîãîâûõ ïîñòóïëåíèé, ñòàâîê ïî êðåäèòó
è äåïîçèòó, ïðè îãðàíè÷åíèÿõ â âèäå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþ-
ùèõ çàòðàòû íà ïðîèçâîäñòâî, êðåäèòîðñêóþ çàäîëæåííîñòü, äåïîçèò, îñíîâíûå
ôîíäû.

Ìàêñèìèçàöèÿ ïðèáûëè ôèðìû:

T∫

0

e−δt((p(t)X(t)− z(t)− w(t)L(t))(1− ν(t)) + Φ(t) + D(t)− d(t)−

−H(t))dt → max
I(t),d(t)

.

Ìàêñèìèçàöèÿ ñðåäñòâ îò íàëîãîâûõ ïîñòóïëåíèé â áþäæåò:

T∫

0

e−δt((p(t)X(t)− z(t)− w(t)L(t))ν(t)dt → max
0≤ν1≤ν(t)≤ν2≤1

.

Ìàêñèìèçàöèÿ ïðèáûëè áàíêà:

T∫

0

e−δt(H(t)− Φ(t)− r2(t)D(t) + d(t))dt → max
r1(t),r2(t)

.

Ïðè îãðàíè÷åíèÿõ:
- ïî çàòðàòàì:

dz(t)
dt

= g(t)(1− ν(t))((t)− z(t), z(0) = z0, (1)
- ïî äåïîçèòàì:

dD(t)
dt

= r2(t)D(t) + d(t), 0 < r2 ≤ r2(t) ≤ r2 < 1 , D(0) = D0,

- ïî îñíîâíûì ôîíäàì:

dK(t)
dt

= −µK(t) + I(t), K(0) = K0,

- ïî êðåäèòîðñêîé çàäîëæåííîñòè:
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dS(t)
dt

= r1(t)S(t) + Φ(t)−H(t), S(0) = S0, S(t) ≤ K(t),

0 < r1 ≤ r1(t) ≤ r1 < 1.

Òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü òðàåêòîðèþ îïòèìàëüíîãî ðîñòà ýêîíîìèêè íà îòðåçêå
[0,Ò]: (X∗(t), I∗(t), ν∗(t),K∗(t), r∗1(t), r∗2(t)).

Âûõîäû íà ìàãèñòðàëü äàþò íàì ïðàâî èç ëþáîé òî÷êè ïåðåéòè â òî÷êó, ãäå
äîñòèãàåòñÿ ýêîíîìè÷åñêèé ðîñò è óñòîé÷èâîñòü.

Óñòîé÷èâîñòü ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ìà-
òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ýêîíîìèêà íå âõîäèò â êðèçèñ áëèæàéøèå ïÿòü ëåò è äîñòè-
ãàåò ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà. Âûâåäåííîå óðàâíåíèå êàòàñòðîô èìååò òèï óðàâíåíèÿ
ñáîðêè.

Äàííàÿ ìîäåëü ïðèìåíèìà â îñíîâíîì â êðàòêîñðî÷íîì ïåðèîäå.
Ñîçäàíèå òàêîé ìîäåëè ïîìîæåò èçáåæàòü îøèáîê, âåðíî ðàçðåøèòü êîíôëèê-

òû, äîáèòüñÿ îïòèìàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû àäåêâàòíî îòðàæàþò ñâÿçè ìåæäó ôàêòîðàìè è èõ âëèÿíèå íà ïîêà-
çàòåëè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà.

2.2. Äâóõñåêòîðíàÿ ýêîíîìèêà. Â äàííîé ìîäåëè ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà
ñåêòîðà ñ ðàçëè÷íûìè òåõíîëîãèÿìè ïðîèçâîäñòâà ïðîäóêöèè. Â îäíîì èç ñåê-
òîðîâ ïðîèçâîäÿòñÿ îäíîðîäíûå êàïèòàëüíûå áëàãà (ñðåäñòâà ïðîèçâîäñòâà), à â
äðóãîì � îäíîðîäíûå ïîòðåáèòåëüñêèå áëàãà (ïðåäìåòû ïîòðåáëåíèÿ).

X1(t)� âûïóñê áëàã, èäóùèõ íà êàïèòàëîâëîæåíèÿ âî âðåìÿ t;
X2(t)� âûïóñê ïîòðåáèòåëüñêèõ áëàã.
Âåñü êîíå÷íûé ïðîäóêò ïåðâîãî (ôîíäîîáðàçóþùåãî) ñåêòîðà èäåò íà èíâåñòè-

öèè â ïåðâûé è âî âòîðîé ñåêòîðà: X1(t) = s(t)X1(t) + (1− s(t))X1(t).
Âåñü êîíå÷íûé ïðîäóêò âòîðîãî ñåêòîðà èñïîëüçóåòñÿ íà ïîòðåáëåíèå ëþäüìè,

ðàáîòàþùèìè â ïåðâîì è âòîðîì ñåêòîðàõ, îí ðåàëèçóåòñÿ íà ðûíêå ïî öåíå p:
Π(t) = pX2(t). Ïîñëå ÷åãî óïëà÷èâàåòñÿ íàëîã ïî ñòàâêå v(t).

×àñòü ïðèáûëè g(t) ñîñòàâèò çàòðàòû íà ïðîèçâîäñòâî â ñëåäóþùåì ãîäó (t+1).
Îñòàâøèåñÿ ñðåäñòâà ðàñïðåäåëÿþòñÿ íà èíâåñòèöèè, ÷àñòü èç íèõ ìîæåò áûòü
ïîëîæåíà íà äåïîçèòíûé ñ÷åò D(t) ñî ñòàâêîé r1(t). Â ñëó÷àå âçÿòèÿ êðåäèòà Ô(t),
âûïëà÷èâàþòñÿ ïðîöåíòû ïî ñòàâêå r2(t).

Òðåáóåòñÿ íàéòè îïòèìàëüíûé ïðîöåññ, ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì
êðèòåðèàëüíîãî ôóíêöèîíàëà:

- ïðèáûëè ýêîíîìèêè:

T∫

0

e−δt((p ∗A2(K2(t))α2(L2(t))1−α2)− z(t))(1− ν(t)) + Φ(t)−H(t) + r2(t)D(t)−

−d(t))dt → max
s(t),d(t)

- ñðåäñòâ îò íàëîãîâûõ ïîñòóïëåíèé:

T∫

0

e−δt(p ∗A2(K2(t))α2(L2(t))1−α2 − z(t))ν(t)dt → max
0≤ν1≤ν(t)≤ν2≤1
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- ïðèáûëè áàíêà:

T∫

0

e−δt(r1(t)S(t)− Φ(t) + d(t)− r2(t)D(t))dt → max
r1(t),r2(t)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ:
- ïî îñíîâíûì ïðîèçâîäñòâåííûì ôîíäàì ñåêòîðà ñðåäñòâ ïðîèçâîäñòâà:

K1(t)
dt

= s(t)X1(t)− µ1K1(t)

- ïî îñíîâíûì ïðîèçâîäñòâåííûì ôîíäàì ñåêòîðà ïðåäìåòîâ ïîòðåáëåíèÿ:

K2(t)
dt

= (1− s(t))X1(t)− µ2K2(t)

- ïî çàòðàòàì íà ïðîèçâîäñòâî:

dz(t)
dt

= g(t)(1− ν(t))(p ∗A2(K2(t))α2(L2(t))1−α2)− z(t))− z(t), z(0) = z0 (2)

- ïî êðåäèòîðñêîé çàäîëæåííîñòè:

dS(t)
dt

= r1(t)S(t) + Φ(t)−H(t)

- ïî äåïîçèòó:

dD(t)
dt

= d(t)− r2(t)D(t)

X1(t) = A1(K1(t))α1(L1(t))1−α1 = s(t)X1(t) + (1− s(t))X1(t)
K1(0) = K1,K2(0) = K2
ν1 ≤ ν(t) ≤ ν2, 0 ≤ s(t) ≤ 1

Òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü îïòèìàëüíûé ïðîöåññ íà [0, Ò]:

(X∗
1 (t), X∗

2 (t), s∗(t),K∗
1 (t),K∗

2 (t), r∗1(t), r∗2(t), ν∗(t)).

2.3. Òðåõñåêòîðíàÿ ýêîíîìèêà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ òðåõñåêòîðíàÿ ýêîíîìè-
êà, ñîñòîÿùàÿ èç ìàòåðèàëüíîãî, ôîíäîñîçäàþùåãî è ïîòðåáèòåëüñêîãî ñåêòîðîâ.
Ìàòåðèàëüíûé ñåêòîð ïðîèçâîäèò ïðåäìåòû òðóäà â îáúåìå X0(t), ôîíäîñîçäà-
þùèé � ñðåäñòâà òðóäà â îáúåìå X1(t). Ïðîäóêöèÿ ìàòåðèàëüíîãî è ôîíäîñî-
çäàþùåãî ñåêòîðîâ ïîòðåáëÿåòñÿ òðåòüèì ñåêòîðîì (ïîòðåáèòåëüñêèì) â îáúåìå
a0(t)X0(t) è a1(t)X1(t) ïî öåíàì p0(t), p1(t), ñîîòâåòñòâåííî. Îñòàëüíàÿ ÷àñòü ïðî-
èçâåäåííîé ïðîäóêöèè (1 − a0(t))X0(t) è (1 − a1(t))X1(t) ïîëíîñòüþ ðåàëèçóåòñÿ
íà ðûíêå ïî öåíå p2(t) è p3(t), ñîîòâåòñòâåííî. Èç ïîëó÷åííîé ìàòåðèàëüíûì è
ôîíäîñîçäàþùèì ñåêòîðàìè âûðó÷êè âîçìåùàþòñÿ ðàñõîäû íà ïðîèçâîäñòâî z(t),
âûïëà÷èâàåòñÿ çàðàáîòíàÿ ïëàòà ðàáîòíèêàì w(t)L(t).

g(t)(1− ν(t))× ((p0(t)a0(t) + p2(t)(1− a0(t)))X0(t)+
+(p1(t)a1(t) + p3(t)(1− a1(t)))X1(t)− z(t)− w(t)L(t))
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� ÷àñòü ïðèáûëè, ñîñòàâëÿþùàÿ çàòðàòû íà ïðîèçâîäñòâî â ñëåäóþùåì ãîäó.
Ïîñëå óïëàòû íàëîãà, ïðèáûëü, îñòàâøàÿñÿ â ðàñïîðÿæåíèè ïðåäïðèÿòèÿ, ðàñ-

ïðåäåëÿåòñÿ íà èíâåñòèöèè â îñíîâíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ôîíäû, äåïîçèòíûå âëî-
æåíèÿ. Áàíê âûäàåò ïðåäïðèÿòèþ â êðåäèò äåíåæíûå ñðåäñòâà (t), ïîëó÷àåò ïðî-
öåíòû ïî âûäàííûì êðåäèòàì H(t), ïðèíèìàåò äåíåæíûå ñðåäñòâà îò ïðåäïðèÿòèÿ
íà äåïîçèò d(t), âûïëà÷èâàåò ïðîöåíòû ïî äåïîçèòíûì âêëàäàì r2(t)D(t).

Òðåáóåòñÿ íàéòè îïòèìàëüíûé ïðîöåññ, ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì
êðèòåðèàëüíîãî ôóíêöèîíàëà:

- ïðèáûëè ýêîíîìèêè:

T∫

0

e−δt(((p0(t)a0(t) + p2(t)(1− a0(t)))X0(t) + (p1(t)a1(t) + +p3(t)(1− a1(t)))X1(t)−

−z(t)− w(t)L(t))(1− ν(t)) + Φ(t) + r2(t)D(t)− d(t)−H(t))dt → max
I0(t),I1(t),d(t)

- ñðåäñòâ îò íàëîãîâûõ ïîñòóïëåíèé:

T∫

0

e−δt((p0(t)a0(t) + p2(t)(1− a0(t)))X0(t) + (p1(t)a1(t) + p3(t)(1− a1(t)))X1(t)−

−z(t)− w(t)L(t))ν(t)dt → max
0≤ν1≤ν(t)≤ν2≤1

- ïðèáûëè áàíêà:

T∫

0

e−δt(H(t)− Φ(t) + d(t)− r2(t)D(t))dt → max
r1(t),r2(t)

,

- ïîëåçíîñòè ïîòðåáëåíèÿ:

T∫

0

e−δtU(X0(t), X1(t))dt → max
0≤a0(t),a1(t)≤1

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ:
- ïî îñíîâíûì ïðîèçâîäñòâåííûì ôîíäàì ìàòåðèàëüíîãî ñåêòîðà:

dK0(t)
dt

= −µ0K0(t) + I0(t), K0(0) = K0, (3)

- ïî îñíîâíûì ïðîèçâîäñòâåííûì ôîíäàì ôîíäîñîçäàþùåãî ñåêòîðà:

dK1(t)
dt

= −µ1K1(t) + I1(t), K1(0) = K1,

- ïî çàòðàòàì íà ïðîèçâîäñòâî:
dz(t)

dt = g(t)(1− ν(t))((p0(t)a0(t) + p2(t)(1− a0(t)))X0(t)+
+(p1(t)a1(t) + p3(t)(1− a1(t)))X1(t)− z(t)−−w(t)L(t))− z(t),
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z(0) = z0,

- ïî äåïîçèòó:

dD(t)
dt

= D(t) + d(t), D(0) = D0, 0 < r2 ≤ r2(t) ≤ r2 < 1,

- ïî êðåäèòîðñêîé çàäîëæåííîñòè:

dL(t)
dt

= r1(t)L(t) + Φ(t)−H(t), L(0) = L0, L(t) ≤ K(t),

0 < r1 ≤ r1(t) ≤ r1 < 1,

- ïî îáúåìó ðàñõîäîâ ïîòðåáèòåëüñêîãî ñåêòîðà:

(p0(t)a0(t)X0(t) + p1(t)a1(t)X1(t)) ≤ ψ(t).

Òðåáóåòñÿ íàéòè îïòèìàëüíûé ïðîöåññ íà îòðåçêå [0,Ò]:
(X∗

0 (t), X∗
1 (t), I∗0 (t), I∗1 (t),K∗

0 (t),K∗
1 (t), r∗1(t), r∗2(t), d∗(t), v∗(t), a∗0(t), a

∗
1(t)).

3. Cõåìà êîìïëåêñíîé ìîäåëè. Êîìïëåêñíàÿ ñõåìà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1
è âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå áëîêè:

1. Áëîê âûðàáîòêè èñõîäíûõ äàííûõ ïî ÷èñëåííîñòè ðàáîòíèêîâ ìàòåðèàëüíî-
ãî ñåêòîðà.

2. Áëîê âûðàáîòêè èñõîäíûõ äàííûõ ïî ÷èñëåííîñòè ðàáîòíèêîâ ôîíäîñîçäà-
þùåãî ñåêòîðà.

3. Áëîê âûðàáîòêè èñõîäíûõ äàííûõ ïî ÎÏÔ ìàòåðèàëüíîãî ñåêòîðà.

4. Áëîê âûðàáîòêè èñõîäíûõ äàííûõ ïî ÎÏÔ ôîíäîñîçäàþùåãî ñåêòîðà.

5. Áëîê âûðàáîòêè èñõîäíûõ äàííûõ ïî çàòðàòàì íà ïðîèçâîäñòâî.

6. Áëîê âûðàáîòêè èñõîäíûõ äàííûõ ïî êðåäèòàì.

7. Áëîê âûðàáîòêè èñõîäíûõ äàííûõ ïî äåïîçèòàì.

8. Áëîê âûðàáîòêè èñõîäíûõ äàííûõ ïî íàëîãàì.

9. Áëîê âûðàáîòêè èñõîäíûõ äàííûõ ïî çàðàáîòíîé ïëàòå.

10. Áëîê âûðàáîòêè èñõîäíûõ äàííûõ ïî ïîòðåáëåíèþ ïðîäóêöèè.

11. Öåíòðàëüíûé áëîê � áëîê îïòèìèçàöèè ïîêàçàòåëåé ðîñòà ýêîíîìèê. Ïðåä-
íàçíà÷åí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ (1), (3), (4).

12. Áëîê ôîðìèðîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ îïòèìèçàöèè.
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Ðèñ. 1: Ñõåìà êîìïëåêñíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàòåëåé
ýêîíîìèê

3.1. Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ðåøåíèå çàäà÷è íàéäåíî íà îñíîâå îïòèìèçà-
öèè àãðåãèðîâàíèÿ êðèòåðèåâ è ïóòåì ðåøåíèÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìàëüíîé
çàäà÷è. Ïðè ýòîì ïîèñê ðåøåíèÿ îñíîâûâàåòñÿ ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ïîíòðÿ-
ãèíà.

Èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîé ýêîíîìèêè îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ïðèíöèïîâ òåîðèè ãåîìåòðè÷åñêèõ ñåìè êàòàñòðîô.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ ïðîãðàììíî-ðåàëèçîâàíû â èíòåðàêòèâíîì ðåæèìå
íà ÝÂÌ.

4. Ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ýêîíîìèê. 4.1. Îä-
íîñåêòîðíàÿ ýêîíîìèêà. Ïðîâåäÿ âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò, áûëè óñòà-
íîâëåíû çàâèñèìîñòè ïîêàçàòåëåé ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ýêîíîìèêè îò ðàçëè÷íûõ
ôàêòîðîâ. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå èç íèõ, íàïðèìåð, âëèÿíèå ÷èñëåííîñòè ðàáî-
÷èõ íà âûïóñê ïðîäóêöèè, âëèÿíèå íàëîãîâîé ñòàâêè íà ïðèáûëü ôèðìû, âëèÿíèå
ðàçìåðà îñíîâíûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôîíäîâ íà âûïóñê ïðîäóêöèè.

Èñõîäíûå äàííûå:

• òåìï íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî ïðîãðåññà: A0=2,4;

• íîðìà àìîðòèçàöèè: µ0=0,09;

• ÷èñëåííîñòü ðàáîòàþùèõ: L0=460;

• ðàçìåð ÎÏÔ íà íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè: K0=160000;
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• ñòàâêà çàðàáîòíîé ïëàòû: w0=1,5;

• ñòàâêà ïî äåïîçèòó: r1=11%;

• ñòàâêà ïî êðåäèòó: r2= 19%;

• ñòàâêà ïî íàëîãó: ν=23%.

1. Âëèÿíèå ÷èñëåííîñòè ðàáîòàþùèõ íà âûïóñê ïðîäóêöèè.

Âàðüèðóÿ ÷èñëåííîñòüþ ðàáîòàþùèõ è ôèêñèðóÿ âñå îñòàëüíûå èñõîäíûå
äàííûå, ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü âûïóñêà ïðîäóêöèè îò ÷èñëåííîñòè ðàáî÷èõ
(ðèñ. 2):

Ðèñ. 2: Çàâèñèìîñòü âûïóñêà ïðîäóêöèè îò ÷èñëåííîñòè ðàáîòàþùèõ

2. Âëèÿíèå íàëîãîâîé ñòàâêè íà ïðèáûëü ôèðìû.

Âàðüèðóÿ íàëîãîâîé ñòàâêîé è ôèêñèðóÿ âñå îñòàëüíûå èñõîäíûå äàííûå,
ïîëó÷àåì âëèÿíèå íàëîãîâîé ñòàâêè íà ïðèáûëü ôèðìû (ðèñ. 3):

Ðèñ. 3: Çàâèñèìîñòü ïðèáûëè ôèðìû îò íàëîãîâîé ñòàâêè
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Äëÿ ïðåäïðèÿòèÿ âûãîäíû íåâûñîêèå íàëîãîâûå ñòàâêè, ò.ê. ïðèáûëü ôèð-
ìû ïðè íèçêèõ ñòàâêàõ áîëüøå è óâåëè÷èâàåòñÿ â êðàòêîñðî÷íîì ïåðèîäå
áûñòðåå.

3. Âëèÿíèå ðàçìåðà îñíîâíûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôîíäîâ íà âûïóñê ïðîäóêöèè.

Âàðüèðóÿ ðàçìåðàìè îñíîâíûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôîíäîâ è ôèêñèðóÿ âñå
îñòàëüíûå èñõîäíûå äàííûå, ïîëó÷àåì âëèÿíèå ðàçìåðà îñíîâíûõ ïðîèçâîä-
ñòâåííûõ ôîíäîâ íà âûïóñê ïðîäóêöèè (ðèñ. 4):

Ðèñ. 4: Çàâèñèìîñòü âûïóñêà ïðîäóêöèè îò ðàçìåðà îñíîâíûõ ôîíäîâ

4.2. Äâóõñåêòîðíàÿ ýêîíîìèêà. Èñõîäíûå äàííûå:

• Òåìï íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî ïðîãðåññà: A1=1,7; A2=1,58;

• Êîýôôèöèåíò ýëàñòè÷íîñòè ïî ôîíäàì: α1=0,28; α2=0,35;

• Íîðìà àìîðòèçàöèè: µ1=0,02; µ2=0,02;

• ×èñëåííîñòü ðàáîòàþùèõ: L1=50000; L2=350000;

• Ðàçìåð ÎÏÔ íà íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè: K1=2000000; K2=1800000;

• Öåíà íà ïðîäóêöèþ: p=3,56;

• Ñòàâêà çàðàáîòíîé ïëàòû: w1=1,3; w2=1,45;

• Ñòàâêà ïî êðåäèòó: r2=16%;

• Ñòàâêà ïî íàëîãó: ν=23%.

Âàðüèðóÿ íàëîãîâîé ñòàâêîé è ôèêñèðóÿ îñòàëüíûå èñõîäíûå äàííûå, ïîëó÷èì
çàâèñèìîñòü ïðèáûëè ôèðìû îò íàëîãîâîé ñòàâêè (ðèñ. 5):



116 ÀÑÒÀØÅÍÊÎÂÀ Í.Â., ÐÎÌÀÍÎÂÀ Î.Þ., ÑÎÁÊÎ À.È.

Ðèñ. 5: Äèíàìèêà ïðèáûëè ôèðìû â çàâèñèìîñòè îò íàëîãîâîé ñòàâêè

Ðèñ. 6: Çàâèñèìîñòü ïðèáûëè ôèðìû îò ñòàâêè ïî êðåäèòó
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Âàðüèðóÿ ñòàâêîé ïî êðåäèòó è ôèêñèðóÿ îñòàëüíûå èñõîäíûå äàííûå, ïîëó-
÷èì çàâèñèìîñòü ïðèáûëè ôèðìû îò ñòàâêè ïî êðåäèòó (ðèñ. 6).

Ìû íàáëþäàåì ñêîðåéøèé ðîñò ïðèáûëè ôèðìû ïðè áîëåå íèçêîé ñòàâêå íà-
ëîãà è ñòàâêå ïî êðåäèòó. Âïîëíå åñòåñòâåííî, ÷òî ïðåäïðèÿòèå ñòðåìèòñÿ ìèíè-
ìèçèðîâàòü ñòàâêè, ÷òîáû ïîëó÷èòü áîëüøóþ ïðèáûëü. Â íàøåì ïðèìåðå âûïóñê,
ðàçìåðû îñíîâíûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôîíäîâ è ïðèáûëü ôèðìû ðàñòóò áûñòðåå
ïðè ν=18% è r2=16%.

4.3. Òðåõñåêòîðíàÿ ýêîíîìèêà. Èñõîäíûå äàííûå:
• Òåìï íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî ïðîãðåññà: A0=2,31; A1=2,47;
• Êîýôôèöèåíò ýëàñòè÷íîñòè ïî ôîíäàì: α0=0,38; α1=0,45;
• Íîðìà àìîðòèçàöèè: µ0=0,1; µ1=0,1;
• ×èñëåííîñòü ðàáîòàþùèõ: L0=300; L1=350;
• Ðàçìåð ÎÏÔ íà íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè: K0=100000; K1=110000;
• Öåíà íà ïðîäóêöèþ ñåêòîðîâ: p0=1,9; p1=1,87;
• Ñòàâêà çàðàáîòíîé ïëàòû: w0=1,4; w1=1,2;
• Ñòàâêà ïî äåïîçèòó: r1=12%;
• Ñòàâêà ïî êðåäèòó: r2=20%;
• Ñòàâêà ïî íàëîãó: ν=24%.
Âàðüèðóÿ ñòàâêîé ïî êðåäèòó è ôèêñèðóÿ îñòàëüíûå èñõîäíûå äàííûå, ïîëó-

÷èì çàâèñèìîñòü ðàçìåðà îñíîâíûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôîíäîâ îò ñòàâêè ïî êðå-
äèòó (ðèñ. 7):

Ðèñ. 7: Çàâèñèìîñòü ðàçìåðà îñíîâíûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôîíäîâ ìàòåðèàëüíîãî
è ôîíäîñîçäàþùåãî ñåêòîðîâ îò ñòàâêè ïî êðåäèòó

Äëÿ ïðåäïðèÿòèÿ âûãîäíû íåâûñîêèå ñòàâêè ïî êðåäèòó, ò.ê. ðàçìåð îñíîâ-
íûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôîíäîâ ïðè íèçêèõ ñòàâêàõ ïî êðåäèòó áîëüøå, ÷åì ïðè
âûñîêèõ, à, çíà÷èò, âûïóñê è ïðèáûëü ïðåäïðèÿòèÿ âûøå.

Âàðüèðóÿ íàëîãîâîé ñòàâêîé è ôèêñèðóÿ îñòàëüíûå èñõîäíûå äàííûå, ïîëó÷èì
çàâèñèìîñòü âûïóñêà ïðîäóêöèè îò íàëîãîâîé ñòàâêè (ðèñ. 8):
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Ðèñ. 8: Çàâèñèìîñòü âûïóñêà ïðîäóêöèè ìàòåðèàëüíîãî è ôîíäîñîçäàþùåãî ñåê-
òîðîâ îò íàëîãîâîé ñòàâêè

Âûïóñê ïðîäóêöèè ìàòåðèàëüíîãî è ôîíäîñîçäàþùåãî ñåêòîðîâ ïðè âûñîêîé
ñòàâêå íàëîãà íà ïðèáûëü ìåíüøå, ÷åì ïðè áîëåå íèçêîé, òàê êàê íàëîãîâûå îò-
÷èñëåíèÿ ïðè ñòàâêå íàëîãà 30% áîëüøå, ÷åì ïðè ñòàâêå 23%. Âûïóñêè ïðè ñòàâêå
íàëîãà 23% è 25% ðàñòóò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, òàê êàê ïðè ðåøåíèè îïòèìèçàöè-
îííîé çàäà÷è ìû íàõîäèì îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðèáûëè íà èíâåñòèöèè â
ÎÏÔ è äåïîçèòíûå âëîæåíèÿ, ïðè êîòîðûõ ïðèáûëü ñåêòîðîâ ìàêñèìàëüíà.

Çàêëþ÷åíèå. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî ìàëûå èçìåíåíèÿ
âõîäíûõ äàííûõ (íàëîãîâîé ñòàâêè, ñòàâêè ïî êðåäèòó, ðàçìåðà îñíîâíûõ ïðîèç-
âîäñòâåííûõ ôîíäîâ íà íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, ÷èñëåííîñòè ðàáîòàþùèõ) íå
ïðèâîäÿò ê áîëüøèì îòêëîíåíèÿì ïîêàçàòåëåé êà÷åñòâà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ýêî-
íîìèêè (âûïóñêà ïðîäóêöèè, ðàçìåðà ÎÏÔ, ïðèáûëè). Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
àäåêâàòíî îòðàæàþò ñâÿçè ìåæäó ôàêòîðàìè è èõ âëèÿíèå íà ïîêàçàòåëè ýêî-
íîìè÷åñêîãî ðîñòà. Òàê, óâåëè÷åíèå íàëîãîâîé ñòàâêè ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ
ïðèáûëè ôèðìû, ðîñò îñíîâíûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôîíäîâ è ÷èñëà çàíÿòûõ ñïî-
ñîáñòâóåò óâåëè÷åíèþ âûïóñêà ïðîäóêöèè, âûñîêèå ñòàâêè ïî êðåäèòó íå ïîçâîëÿ-
þò ôèðìå íàðàùèâàòü îáúåì ÎÏÔ, à, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷èòü ôèðìå áîëüøóþ
ïðèáûëü.

Ðàçðàáîòàííûå ìîäåëè ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü âëèÿíèå ôàêòîðîâ (íàëîãîâûõ
ñòàâîê, ñòàâîê ïî êðåäèòó, èíâåñòèöèé, íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî ïðîãðåññà è äð.) íà
ïîêàçàòåëè êà÷åñòâà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ýêîíîìèê, âûáðàòü îïòèìàëüíûé ïóòü
ðàçâèòèÿ, ýôôåêòèâíî ðàñïðåäåëèâ ðåñóðñû.

Ðàçðàáîòàííûå ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ âêëàäîì â ðàçâèòèå áàçû äëÿ èññëåäîâàíèÿ
ïîêàçàòåëåé ðîñòà ýêîíîìèê ñ ó÷åòîì ñîâîêóïíîñòè ôàêòîðîâ: íàëîãè, êðåäèòû,
äåïîçèòû, èíâåñòèöèè, íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ, íîðìà àìîðòèçàöèè, çàðà-
áîòíàÿ ïëàòà, òåìï ïðèðîñòà ðàáîòàþùèõ, çàòðàòû íà ïðîèçâîäñòâî, öåíû íà ïðî-
äóêöèþ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] Àøìàíîâ Ñ.À. Ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêóþ ýêîíîìèêó. � Ì.: Íàóêà, 1984 ã.



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÏÎÊÀÇÀÒÅËÅÉ... 119

[2] Èíòðèëèãàòîð Ì. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû îïòèìèçàöèè è ýêîíîìè÷åñêàÿ òåî-
ðèÿ/ Ïåð. ñ àíãë. � Ì.: Àéðèñ-ïðåññ, 2002 ã.

[3] Êîëåìàåâ Â.À. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ýêîíîìèêà: ó÷åáíèê äëÿ âóçîâ. � Ì.: ÞÍÈ-
ÒÈ, 1998 ã.

[4] Êîíñòàíòèíîâà Ë.À. Ðîëü íàëîãîâ â ðåãóëèðîâàíèè ýêîíîìèêè. � Â êí.: Ìàòå-
ðèàëû íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ìîëîäûõ ó÷åíûõ è ñòóäåíòîâ ¾Ðåôîðìû â Ðîñ-
ñèè è ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ � 98¿, - Ì.: ÃÀÓ, 1998 ã.

[5] Îñíîâû òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ: ïîä ðåä. Êðîòîâà Â.Ô. � Ì.: Âûñ-
øàÿ øêîëà, 1990 ã.

[6] Ïåòðîâ À.À., Ïîñïåëîâ È.Ã., Øàíàíèí À.À. Îïûò ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ ýêîíîìèêè. � Ì.: Ýíåðãîàòîìèçäàò, 1996 ã.

[7] Ïåòðîâ À.À. Ýêîíîìèêà. Ìîäåëè. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò. � Ì.: Íàóêà,
1996.




