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2 + (b− yi)
2 −R
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[P (xi, yi)]
2
/
‖∇P (xi, yi)‖2
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FCOP =
n∑

i=1

[Azi +Bxi + Cyi +D]2
/[
B2 + C2 − 4AD

]2
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FCOP =
1

4R2

n∑
i=1

(
(a− xi)

2 + (b− yi)
2 −R2

)2

. !;D"
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FCraw =
n∑

i=1

[(√
(a− xi)

2 + (b− yi)
2 −R

)(√
(a− xi)

2 + (b− yi)
2 +R

)]2
. !;@"

�)�*&4�- )��?*�0���� R ≈
√

(a− xi)
2 + (b− yi)

2
�4 !;@"# )�*�.�1A

FCraw ≈ 4R2
n∑

i=1

(√
(a− xi)

2 + (b− yi)
2 −R

)2

= 4R2
n∑

i=1

d2
i = 4R2F, !;B"
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FCOP =
1

4R2
FCraw =

1
4R2

n∑
i=1

(
(a− xi)

2 + (b− yi)
2 −R2

)2

≈ F. !;E"
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K · a+H · b− a · γ = P,
H · a+G · b− b · γ = Q,
2 · P · a+ 2 ·Q · b+ γ2 = T,
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��� γ = R2 − a2 − b2#

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
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K = 1
n

n∑
i=1

(
3x2

i + y2
i

)
, G = 1

n

n∑
i=1

(
x2

i + 3y2
i

)
,

P = 1
n

n∑
i=1

xi

(
x2

i + y2
i

)
, Q = 1

n

n∑
i=1

yi

(
x2

i + y2
i

)
,

H = 2
n

n∑
i=1

xiyi, T = 1
n

n∑
i=1

(
x2

i + y2
i

)2
.
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��*M.�� �4 �����1� !;F" a � b# )�*�.�1 ��������� B6�� ���)��� ��������*&��
γA

γ4 +A · γ3 +B · γ2 + C · γ +D = 0, !;C"

��� ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

A = −K −G,
B = KG− T −H2,
C = T (K +G) − 2

(
P 2 +Q2

)
,

D = T
(
H2 −KG

)
+ 2
(
P 2G+Q2K

)− 4PQH.

!;H"


*- �1��&7���- �7�?�� �����*���- ��������� !;C" 1�0�� )���*��& �� γ4
0 # ���

γ0 =
1
n

(
n∑

i=1

x2
i +

n∑
i=1

y2
i

)
, !D="

.�� )������� � ��������MA

x4 +A0 · x3 +B0 · x2 + C0 · x+D0 = 0, !D;"

��� x = γ/γ0# ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

A0 = A/γ0,
B0 = B

/
γ2
0 ,

C0 = C
/
γ3
0 ,

D0 = D
/
γ4
0 .

!DD"

� ��?��� oBp ����4���# .�� 1���� �&M���� �*- .��*������ ��7���- ������6
��- !D;"# )�� ��.�*&��1 4��.���� x0 = 0 ������ �/�����- � �/�����- � ����1�1�
����M# �����������M,�1� 1���1�1� 5���$����*� ��� N��1 1���� �&M���� 4�6
������ ����� 2−5 �����$�� �*- �����0���- ��.����� )��-��� 10−6 ��)��&# �1�-
)�*�.����� 4��.���� x# 1�0�� ��.��*��& γ = γ0 · x P��.���- a � b ��.��*-M��-
�4 �����1� *������/ ��������� !;F" ����� ������ �)����*-���- )� 5��1�*�A

R =
√
a2 + b2 + γ. !D@"
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5�4��� 

? L �%4�� MNO ����*�0����� �����1 o;=p# � 4���1 ��4�����1� � ���?�6
��1 o;;p 5���$����*A

FTAU =
n∑

i=1

[Azi +Bxi + Cyi +D]2

[4A2 〈z〉 + 4AB 〈x〉 + 4AC 〈y〉 +B2 + C2]2
, !DB"



D= ���	�� ����� #�$	��� ����� ������� $���� "%�� ��

��� 〈z〉 = 1
n

n∑
i=1

(
x2

i + y2
i

)
# 〈x〉 = 1

n

n∑
i=1

xi# 〈y〉 = 1
n

n∑
i=1

yi# ���0� ���� /���7�M �$��6

�� )���1����� ����0�����# )�� N��1 !DB" 1���1�4������- �������.�� ?�����#
���*���.�� ��7��)������1� �)���?� 1���1�4�$�� !;D" 

? P �
� � �%�QR���B�'4@ 5�Q('4��=� 2��R��( ���?�*�� ���)������6
�����1 1�����1 �$���� )���1����� 5���$����*&��/ 4�����1����� )� �����1
�41������ -�*-���- 1���� ���1��&7�/ ��������� !'��" o;Dp �� ����7�- �?,6
����� ��4&1�1 �*- )������� � ��.����� )��1��� ����M �����M � ���� )�*���1�
!N�� 1�0�� ?��& ���������- 4��-0����� .����$� � 1�������1 )�*�" � )*�������
Y oZA

yi = �zi × �p+ ei, i = 1, n, !DE"

��� �zi =
(
1, ...zj

i , ...z
m
i

)
# �p = (p1, ...pj , ...pm) W ���4������� )���1���� ������#

(zi, yi) W ���������� iW�� ��.��# ei W �7�?�� �41�����-# �1�M,�- )� )���)�6
*�0���M ���1�*&��� ���)����*���� � ��������������.��1 ���*������1 σiA

ei ∈ N (0, σi) . !DF"


*- �)����*���- ���4������/ )���1����� �*����� ����� 1���1�1 ��11� ���6
������ ���-4�� ei# ������� � �?,�1 �*�.�� ���������.��/ �41������ ��*0��
?��& ���1������� �� �/ ����������� ���*�����-A

S (�p) =
n∑

i=1

wi · e2i ⇒ min (�p) , !D<"

��� wi = 1
/
σ2

i ���� �41������ 
R��?� ����� 1���1�1 S (�p) )������-�1 � ��*M )���4������ N���� 5���$��6

��*� )� )���1����1 �p T�� ���� �����1� ���������

∂S

∂pj
= 2

n∑
i=1

wi · ei · ∂ei

∂pj
= 0, j = 1,m, !DC"

��7���� ������� ���� ����1�� �$���� )���1����� �p∗ P��.���� 5���$����*� !D<"
� 1���1�1�# � � )�� �p∗ �*�0�� ��*�.��������� �$����� ��.����� )�������# ���
��� ��*�.���

S (�p∗) =
n∑

i=1

1
σi

(yi − �zi × �p∗)2 !DH"

���4������- ���)����*����� )� 4����� χ2 
��)�*-�����& '�� ����� N��)���1��������� �?O-��-���- ��1# .�� )�*�.��6

1�� �$���� )���1����� ���4���M��- ���*�.7�1� )� ��������M � �����1� 1�6
����1� T�� �*����� �4 ����# .�� )�� ���*����1 ��1� )���)�*�0���� !DF" '��
���4������- .�����1 �*�.��1 �?,��� 1�����# ��4����1��� 1�����1 1����1�*&6
���� )�����)���?�- !''�" � )���)�*�0����# .�� ��� ���-4�� -�*-M��- ��4���6
��1�1� �*�.����1� ��*�.���1� � ��*���1� ������1� � ���������� 5���$���
)*������� f (e)# ����-�����& )�-�*���- ���������� ��?���� e1, e2, ..., en# -�*-���-
5���$��� )�����)���?�-

L (�p) =
n∏

i=1

f (ei). !@="
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���*���� )���$�)� 1����1�*&���� )�����)���?�- 8�7��� ���*�.7�� W ���6
?�*�� )�����)���?��� W �$����� )���1����� ?���� ����� ��?�� )���1����� �p#
)�� ������1 !@=" )��1�� ���� 1����1�*&��� 4��.���� �����*&�� � ��1� 5���6
$�- )�����)���?�-# � �� *�����51 )����1�M� 1����1�*&��� 4��.���� � ����� �
��� 0� ��.��# �����������M,�- �����1� ��������� �*- �� )����� ���*-��� ���A

∂ lnL (�p)
∂pk

= 0, k = 1,m. !@;"

��7���� ������ �����1� ���� ��1 �$���� �p∗# �������# ��� ����4��� � o;Bp
�?*����� ��������1� �����-��*&�����# ���1)����.����� ���1�*&����� � N55��6
�������� 

��N��1� )���)�*�0���� � ���1�*&����� 5���$�� )*������� ���)����*���- �
!@="

f (e) =
1

σ
√

2π
exp
(
− e2

2σ2

)
!@D"

-�*-���- ���&1� ��0��1# ��� ��� ��*&�� � N��1 �*�.�� 1���� 1����1�*&���� )���6
��)���?�- )�����,����- � 1���� ���1��&7�/ ���������A

lnL (�p) = ln

(
n∏

i=1

f (ei)

)
=

n∑
i=1

ln f (ei) = −1
2

n∑
i=1

1
σ2

i

· e2i −
n∑

i=1

ln
(
σi

√
2π
)
, !@@"

lnL (�p) = −1
2

n∑
i=1

1
σ2

i

· e2i + const. !@B"

��*� �������& � !D<" �����# .�� !@B" ���& �� .�� ����# ��� 1���� ���1��&7�/
��������� 

� ��0�*���M# �*M.���� )���*�0���� � ���1�*&����� ���-4�� � ���*&��� 0�46
�� ����7����- �.��& .���� ?*������- 4�������M �41������ 7�1���1� �*� 5�6
����1� �41�����-1� �������� ������-��� ��*��� �����-,�/ ��.�� 1���� ���&
���)�������� ?�*&7�� ��*�� � 5���$����* � )������� � 4��.���*&��� )�����
��.����� �$���� )���1����� R��?� �4?�0��& N����# �*����� �.������& �41���6
��- ��*&�� �4 ��)������������� �����������# )�����-�1�� 5���$��# )������-
����*&��1 1��&7�� 4��.���- �*� ����� )����?����- �1� ����M ���M 1�0��
���*�4����&# )������- ��0��1� �41�����M �)�$��*&��� ���# 4��.���� ������6
�� �?����� � �����1 ������-��- �� )�����-�1�� ������ T��� )��/��# ��4������
��?�����1 � 9&M?���1 o;Ep# )���*�0��7�1# � ���������*&�����# �����*&�� ����
1���� ��� ���*�4�$�� ����*�0���� 9&M?��� �������- � ��������1� �?�?,���M
1����� 1����1�*&���� )�����)���?�- � 1���1���.����� ��.�� 4����- )���*���6
*��& )������ �� ��11� ��������� � !D<" � ��11� ��������/ 5���$�� ��*��� ρ (e) 
��)��& 5���$����* ?���� ���*-���& ���A

L (�p) =
n∑

i=1

ρ (ei) ⇒ min (�p) !@E"

��� ��� ��.�� ?*�4��� � )�-1��# ����-���� ����� �� )�����*�0��# �� 5���$�-
ρ (e) )�� 1�*�/ e ��*0�� ��?- ����� ��� e2# ��� � � 1����� ���1��&7�/ ���������A

ρ (e)
e→0

→ e2. !@F"
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����1����1 ��)��& ��������� )�����)���?�- �*- !@E"

∂L (�p)
∂pj

=
n∑

i=1

∂ρ (ei)
∂ei

∂ei

∂pj
= 0, j = 1,m !@<"

� )���)�7�1 ���# ����- ����� �?�4��.����

w (e) =
1
e
· ∂ρ (e)

∂e
, !@C"

∂L (�p)
∂pj

=
n∑

i=1

w (ei)
∂ei

∂pj
ei = 0, j = 1,m. !@H"

'� )�*�.�*� ��������-# ���*���.��� ��������-1 '�� !DC"# �� � 4�1����
.��*���/ ������/ ��N55�$������ �� ������� 5���$��# ������� )��/����&�- )�6
����.��*-�& �� ��0��� �����$�� )�*�.��7���- �����$������ )��$�����# ��6
4������ )��$������ 8*��.���6������69�?*��� !8�9" o;Fp# � ��0��� �����$�� ��6
����� ��)�*�-���- �4��7����� '��# �� � 5���$����*&��1� ����1� ��*� ���
����/6*�?� �)������/ ���?��0���� )� ��?��� ������/ ��N55�$������# �� 1�0��
���$�������& 8�9 )��$����� � )�1�,&M �?�.���� '��# �4-� � ��.����� �����
w0

i ≡ 1 
����� �4 ���?�*�� N55�������/ � ��.�� 4����- 7�1�)����*���- -�*-���-

������- 5���$�- �&M�� o;@p# ��4����1�- ?�������� 4� )��1������ ?���������
������-���A

wk
i =

⎧⎨
⎩
(

1 −
(

ek
i

c T
· σk

)2
)2

if |ek
i | ≤ cT · σk,

0 if |ek
i | < cT · σk.

!B="

�)����*�1 ��)��& �)��1�*&��M ������M 5���$�M o;<p )�� )������� ������ ��
5��� �����1������ 4�������- +���1 )�6)��0��1� )���)�*����&# .�� �41�����-
)���4���-��- � �7�?��1�# ���)����*����1� )� ���1�*&��1� 4����� �� ��������6
��1 ���*������1 σ# � 4����-M,�� ��.�� ���)����*��� �����1���� �� ����4��
?�*�� 7�����1 �������*� � Δ (σ << Δ)# )���)�*�0�1 ���0�# .�� ������7����
�����*W7�1 ����� (1 − ε)/ε# ��� ε q )���1��� 4�������- 


*- �)�����- 4���������� ���)����*���- ���)�*&4��1�- 1���*&M �?�*&7�/
�7�?��� !ag\jj6Ygg\g h\]Ye" �&M�� o;@pA

fε (e) = (1 − ε) · φ (e) + ε · h (e) , !B;"

��� φ (e) W ���1�*&��� ���)����*����# � h = 1/Δ W )*������& �����1������ ���6
)����*���- 

�������1 *�����51�.����M 5���$�M )�����)���?�- �*- ���)����*���- !B;"A

lnL (�p) = ln

(
n∏

i=1

f (ei)

)
=

n∑
i=1

ln
(

1 − ε√
2π · σ exp

(
− e2i

2σ2

)
+
ε

Δ

)
. !BD"

����������- � ��*M )���4������ )� ���1 )���1����1# )�*�.�1 ��������-
)�����)���?�-

∂ lnL (�p)
∂pj

=
n∑

i=1

1−ε√
2π·σ exp

(
− e2

i

2σ2

)
· ei

∂ei

∂pj

1−ε√
2π·σ exp

(
− e2

i

2σ2

)
+ ε

Δ

. !B@"
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1�0�� �/ )���������& � ���� !DC"

∂ lnL (�p)
∂pj

=
n∑

i=1

w (ei) · ei
∂ei

∂pj
, !BB"

��� �?�4��.���

w (e) =
1−ε√
2π·σ exp

(
− e2

2σ2

)
1−ε√
2π·σ exp

(− e2

2σ2

)
+ ε

Δ

. !BE"

����1 �?��4�1# )��*� ��*���- �� .��*���*& � ���1������ �� �����$� � ��*�
1� )�*�.�1 ����0���� �*- �)��1�*&��/ �����

w (e) =
1 + c

1 + c · exp
(

e2

2·σ2

) , !BF"

��� c = ε
1−ε ·

√
2π·σ
Δ  

�����*&�� Δ >> σ# )���1��� c ����*&�� 1�* ��0� )�� 1�*�1 ����7���� ���6
��*S7�1 �))�����1�$�- �)��1�*&��� ������� 5���$�� )�*���1�1 .���������
)��-��� ���4�*��& �� .�1 ���1 ���# ��7��)�1-����� ?�������� 5���$��� �&M6
�� !B=" !��� D" +�������- 5���$�- �&M�� ��)�*&4����- ���&1� .���� o<# H# ;Dp#
/��- �*����� )��.������& ���?/���1���& �,���*&���� ��?��� )���1���� cT  ���&
����1����$�� cT ∈ [3, 5] o;Dp ��� N��1 �*����� �.������&# .�� ��7���� � ���?��6
��� �41������ � ?�*&7�1� ��*�����-1� )���1 )��������- �1 �.��& 1�*��&��/ !�
�)��1�*&��� ������� 5���$��" �*� ��*���/ !� ?�������� 5���$�� �&M��" �����
���� )� ��*�.��� σ# ������� ���0� )��*�0�� )�����.��*���M �� ��0��� �����6
$��A

σ(k) =

√√√√√√√
n∑

i=1

w
(k−1)
i

(
e
(k−1)
i

)2

n∑
i=1

w
(k−1)
i
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��.�� )�4��*�* ��1 ��?���& �*���M,�� �*�����1 )������� ����0����� � ��.��1 
T��� �*�����1 ��)�*�-���- 4� )-�& �������/ 7����A

; ����/�� � �����1� ��������� $����� �-0���� 1������ �����/ ��.�� (x̄, ȳ)#

��� x̄ =
n∑

i=1

xi � ȳ =
n∑

i=1

yi 

D ��.��*���� )���1����� �����1� !;<" R��?� ��������& ��.��*���- ?�*�

)���-�� ��7���� ��.��*��& 4��.���-
n∑

i=1

x2
i #

n∑
i=1

y2
i #

n∑
i=1

xiyi#
n∑

i=1

xi

(
x2

i + y2
i

)
�

n∑
i=1

yi

(
x2

i + y2
i

)
� $��*� )� i = 1, n# � 4���1 ��.��*��& )���1���� �����1�

!;<" 

@ ��.��*���� )���1����� ��������- !D=" 

B ��7���� ��������- !D=" 1�����1 �&M���� � ��.�*&��1 4��.����1 x0 = 0 

E ��.��*���� γ# � 4� ��1 )���1����� a# b � R 

G G ��Q('4�&; ("=�5�4B 
*- ���*�4�$�� ��?�������� 1� ���)�*&4���*��&
)��$������ 8�9 ����1����1 �*�����1 )����?���A

; ��)�*����� )������� )� '�� � ������1� ��N55�$�����1� w
(k−1)
i ≡ 1# )��

k = 1 

D ��.��*���� ��������������.���� ���*�����- σ(k) )� 5��1�*� !B<"# )�����6

����*&�� ��.��*�� ������-��- �� ��.�� �� ����0����� d
(k−1)
i  

@ ��.��*���� ������/ ��N55�$������ )� 5��1�*� !B=" �*- ������� 5���$��
�&M�� �*� !BF" �*- �)��1�*&��� ������� 5���$�� 

B ��)�*����� )������� � ������1� ����1� ��N55�$�����1� w
(k)
i  

E ��.��*���� k = k + 1 � ��)�*����� )������ D# @# B )��� )���1���� ��*&$�
)�����.���� �� )��������� �41��-�&�- �?�.�� )��*� @6B �����$�� �������6
���- �)��1�*&��- �$���� )���1����� 


����� �*�����1 ?�* ���*�4���� )�� �?O�����6��������������� �?�*�.���
�*- ���*�4� �����/ I���� � KxX �g_hY�\g}� � ���� �*����� � ���?��1 �����6
5����1 
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