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P���.� � ��,���������� ��.�� ?�5����$�� ���������M,�/ ?��������,�M6
,�/�- ����/)*����/ ���5�����$�� )�� �)����*����/ 4��.���-/ )���1���� �)��6

��*-M,��� ?������� ���,���- ε = ω2

4πGρ0
!ω 6 ��*���- �������& ���,���- ���5�6

����$��# G 6 �������$�����- )����-���-# ρ0 6 )*������& � $����� ���5�����$��"
�������- � ��)���� � ��,��������/ ��7���-/ ��?�.������ ��������- �*- )���1��6
�� X # �)����*-M,��� )��-��� ���11����� ���)����*���- ��,����� ��������*&��
��� ���,���- ���5�����$� o;p 


*- ��1����.����/ ���5�����$�� ������������& �*�-��- 1��������� )�*- ��

)���1��� ���11����� X �)����*-���- ��*�.���� ηm = B2
0sin2α

8πGρ0a2
1

!B0 6 /����������

4��.���� 1�������� �����$�� � $����� ���5�����$��# a1# a3 6 �*��� ?�*&7�� �
1�*�� )�*����� N**�)����� ���,���-# �))�����1���M,��� ���*&��M )����/����&
���5�����$��# α 6 ���* ���*��� 1�������� ��� � ��� ���,���-" 

� ��?��� oDp �)����� )���4��� ��0��- ��*& )���1���� ηm �?*�4� ��.�� ?�6
5����$�� � N��� ��?�.����� )� X )���?�*� 

:�*& ��7�� ��?��� 6 )���4��& ��,���������� ��.�� ?�5����$�� �&M��������/
���������M,�/ ���,�M,�/�- )�*����) �� 4��.���-1� )���4���*- )����7�M,�6
1� �����$� �� ?�*�� .�1 �� = =C 

��� � � o;p �*- ��7���- )�����*����� 4���.� ?���1 ��)�*&4����& ���������A

Φ − Φ0 −K0

1∫
p(r)

dp

ρ̃(p)
− ε

r2
⊥
a2
1

= Π(m)(r′), (1)

BE



BF �	"��� ����� '��&��� ��
�

��� Φ = − 1
2πa2

1

∫
D

ρ̃(r′)
|r−r′|dV

′# Φ0 = Φ(x1 = 0, x2 = 0, x3 = 0)# Π(m) 6 ��*�� 1�����6

��/ ���-0����# ρ̃ = ρ
ρ0

# ρ 6 )*������& ���5�����$��# a1# a3 6 )�*���� �5������#

�))�����1���M,��� )����/����& ���5�����$��# p = P
P0

6 ����7���� ���*���-

� $�����*&��1� 4��.���M ���*���-# K0 = P0
2πGρ2

0a2
1
# r⊥ = x1e1 + x2e2# x1 = x

a1
#

x2 = y
a1

# x3 = x
a3

# D 6 �?*���& R3# � ������ ρ̃ ≥ 0 
	�������� !;" )�������*-�� ��?�� �������*&��� ��������� � )����0��� ���6

��$�� � R3 T�� �����$� δD ?���1 �����& � ���� ��41�,����� N**�)�����*&���
)����/����� o;pA

δD : x2
1 + x2

2 + x2
3 +

L∑
i,j,k

Zijkx
i
1x

j
2x

k
3 = 1 (2)

��*���� �))�����1���M,��� �5������ a1# a3 � ��N55�$����� Zijk ��/��-��-
�4 ��*���- 1���1�4�$�� 5���$����*� o;pA

Λ =
1
4π

∫
δD

ρ̃2dΩ, (3)

.�� )������� � �����1� ���������

∂Λ
∂Zijk

= 0, a1
∂Λ
∂a1

= 0, a3
∂Λ
∂a3

= 0 (4)

�����1� ��������� !;"# !B" )�������*-�� ��?�� 4�1�����M �����1� �*- ��/�06
����- a1# a3# Zijk# ρ̃ 

���������1 )*������& ���5�����$�� ρ̃ � ���� )�*���1� ���)��� P

ρ̃ =
P∑

a,b,c

ρabcx
a
1x

b
2x

c
3 (5)

��*� ��?���& P �������.�� ?�*&7�1# �� � *M?�� ���)��&M ��.�����# ���*����
�����1� ������6�����7������# ����0���� !E" �))�����1����� )*������& ���*&6
��� ���5�����$�� 

��N55�$����� ρabc � Zijk# �)����*-M,�� ��������� ���5�����$��# ��4�?&�1
�� ��11����.��� ρ(ab)c# Z(ij)k � ������11����.��� ρ[ab]c# Z[ij]k .���� ��������*&��
��� ���,���- � ?���1 �����& � ���� ��4*�0���- )� 1�*�1� )���1���� ���11�����
X # )��*�0�,�1� � ��*&���7�1 �)����*���MA

ρabc =

(
a+b
2

)
!(

a
2

)
!
(

b
2

)
!
ρa+b,c + ρ[ab]cX + ρ1(ab)cX

2,

Zijk =

(
i+j
2

)
!(

i
2

)
!
(

j
2

)
!
Zi+j,k + Z[ij]kX + Z1(ij)kX

2 (6)

P���& � ��*�� a, b, c � i, j, k -�*-M��- .����1�# � �����1�� ����& ��*�.��� ���6
�*�����-M� ������7���-1 ��11�����A ρ1(ab)c = ρ1(ba)c# ρ[ab]c = −ρ[ba]c# Z1(ij)k =
Z1(ji)k# Z[ij]k = −Z[ji]k# � ρ[20]0 ���1����1 �� �����$� 
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*- �1�M,�/�- � �����-,�1� ���1��� �$���� 1��������� )�*- )�*&����� )�
4�1��*���M )������ �1��� 1���� �$���� |Π(m)| ∼ 10−12 − 10−9 )�� ρ0 = 4 · 1014

�S�13 ��N��1� Π(m) �1��� �1��* �.������& ��*&�� )�� ��/�0����� ���11����.6
��/ ��N55�$������ ρ[ab]c# Z[ij]k 

���*���.����� ����0���� Π(m) ��?���1 � ����

Π(m) =
k

2
ηm(x2

1 − x2
2) (7)

��� k 6 )���4���*& �������� �?�����- 1��������� )�*- )�� ���*���� �� 1��������
��� 


*- ��7���- ��������- !;" 1� ��*0�� 4���& ���������� ��� ��������- ��6
���-��- P = P (ρ) � �*�.�� )�*����)� �1��1A

1∫
p

dp

ρ̃
= (1 + n)ρ̃

1
n (8)

�))�����1����1 )����M .���& !H" 1����.*���1 ������ ���)���A

(1 + n)ρ̃
1
n ∼= δ0 + δ1(ρ̃− 1) + δ2(ρ̃− 1)2 (9)

��N55�$����� δ0# δ1# δ2 ��/��-��- 1���1�4�$��� ��*�����- )����� � *����
.����� !H" � 1������ L2 ��� N��1A

δ0 =
4n(n+ 1)(n+ 2)
(2n+ 1)(3n+ 1)

, δ1 = −4n(n+ 1)(4n− 7)
(2n+ 1)(3n+ 1)

,

δ2 = − 20n(n2 − 1)
(2n+ 1)(3n+ 1)

(10)

�����7����& �))�����1�$�� n = 1.04 �������*� 4 · 10−3 
� ��7�� ��?��� o;p ��4��� ��1)*��� ��1��*&��6.��*����/ )�����11# ��)�*&6

4������ �������� �*- ��7���- !;"#!B" )�4��*-�� ������ 4���.� ��.��*���- )���6
1���� ���11����� X � ��7���M ��?�.������ ��������- �*- X A

A(e, n)X +B(e, n)X3 = ηm, (11)

��� e = a3
a1

# � N��� )���1��� -�*-���- �������� /�������������� �)*M�������� )�6
���/����� ���5�����$�� ���*& ��� ���,���- � ���0� ��� ε /��������4��� ���)��&
?������� ���,���- 

��?�.����� .*�� � !;;" ��,�������� �?*�4� ������A(e, n) = 0# ������- �)����6
*-�� 1��0����� ��.�� ?�5����$�� ek = ek(n) ��N��1� B(e, n) ��0�� ��.��*-�&
��*&�� � ��.��/ ek(n)# �� ���& Bk(n) = B(ek(n), n)# .�� 4��.���*&�� �)��,���
��.��*���- 

��7���� ��������- !;;" 1�0�� ?��& )�������*��� � )�1�,&M 5���$��

fM (λ) =
(
108 + 12

√
−12λ3 + 81

) 1
3
,

��������� ��1� � �����1� ��1��*&��� 1���1����� X~���# � ����A



BC �	"��� ����� '��&��� ��
�

X(λ) =
(

1
6
fM (λ) + 2λf−1

M (λ)
)
Xk, (11a)

λ = − A(e, n)
Bk(n)X2

k

, Xk =
(

ηm

Bk(n)

) 1
3

.

�?*�4� ��.�� ?�5����$�� ��N55�$���� A(e, n) )� �)����*���M -�*-���- 1�6
*�1 )���1����1# )� ���)��-1 �������� 1�0�� )���������& ��4*�0���� ��7���-
!;;_" � *������1 )� A(e, n) )��?*�0���� �1��1A

X = Xk

(
1 − 1

3
A(e, n)
Bk(n)X2

k

)
. (11b)

��1���1# .�� ����0���� !;;f" �)�����*��� ��*&�� )�� |A(e, n)| � η
2
3
m 

� �*�.�� ������������� �0�1��1��� ���)����*���- )*������� ��,����� 4�6
��.� � ���������M,�/ ���5�����$�-/ ��7����- )��?*�0���� ��������& ��6
)�*����� ��*���- ����������.������ ��������- �� ���/ ��.��/ ���������M,��
���5�����$�� ����41�0�� ��N��1� 
0��� o@p ���* ��*���� ���?�*&����� ���6
5�����$��A �����*&��- ��1)������ ��������- ���?������ )�����- ge �� N�������
��*0�� ?��& ?�*&7� ��*- � )*������� N������� �1��1A

g(r, x3 = 0) =
∂Φ(r, x3 = 0)

∂r
− 2εr > 0, (12)

��� r =
√
x2

1 + x2
2 

�� N������� r = re# ρ̃(re, x3 = 0) = 0 ����� ge = g(re, x3 = 0) = ∂Φ(re,x3=0)
∂re

−
2εre 

8���$�- Φ(r, x3 = 0) �)����*-���- ��1� ������ �))�����1���M,��� N**�)6
�����# ��� ��� 1� ?���1 ��)�*&4����& �� ���*���.����� )����*0���� ��� N��1
)����?��0���� �������$�����1 �*�-���1 1��� 4� )����*�1� �))�����1���M,���
N**�)����� ���� )����7����&

√
Λ(re − 1) 


4 ��7� �4*�0������ �*����� �������� �*- ��.�� ?�5����$�� ����������/
���5�����$��A

A(ek, n) = 0, ge(ek, n) > 0 (13)

����������� ��1� ��1��*&��6.��*����� ��.��*���- 5���$�� A(e, n) )���6
����*��� �� �������/ ;# D 


4 ������� ; �����# .�� ��1������ �����/ A(e, n = const)# 1 ≤ n ≤ 1.0795
)��������� ��& �?�$��� � �������*� 4��.���� 0.575 ≤ e ≤ 1 � �)����*-�� 1��0�����
��.�� ?�5����$�� )� )���1���� e# � ������/ A(ek, n) = 0 


4 ������� D �*�����# .�� ��1������ �����/ A(e = const, n)# 0.575 ≤ e ≤ 1 )���6
������ ��& �?�$��� � �������*� 4��.���� n 1 ≤ n ≤ 1.0795 � �)����*-�� 1��0�����
��.�� ?�5����$�� )� )���1���� n# � ������/ A(ek, n(ek)) = 0 

P�����1���& ge(ek, n) � ���)�4��� 4��.���� nA 1 ≤ n ≤ 1.0795 )��������- ��
������� @# �4 �������� �*�����# .�� ge(ek, n = 1) = 3.07 · 10−3# ge(ek, n = 1.0795) =
0.187 
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���
 ������� A(e, n) �� ����
���� e ��� �������	����� ���������
���������� ��������� n�
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1

n

A(e,n)

0.8

–0.15

–0.1

–0.05

0

0.05
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���� �� ��	���
���
 ������� A(e, n) �� ���������� ��������� n ��� �������	�����
��������� ����
���� e�



E= �	"��� ����� '��&��� ��
�

(e=e ,n)eg k
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���� '� ��	���
���
 ������� ge(e = ek) �� ���������� ��������� n�


4 )���������/ ��1� �$���� �����# .�� ��.�� ?�5����$�� ��,�����M� � ��6
�����*� 4��.���� )���4���*- )�*����)� 1 ≤ n ≤ 1.0795# �*- ������/ A(ek, n) = 0
� ge(ek, n) > 0 

�$������1�- ��1� ��.����& ��)�*����- �����.���� ��*���- � ��.�� ?�5��6
��$�� ���

√
Λ )�� n = 1.04 (ek = 0.756) ����� 2.42 · 10−3# ������-��� �� ��.��

N������� ���5�����$�� �� $����� � N��1 �*�.�� re = 1.00457# � )����7����&
��)�*����- �����.���� ��*���- ?���� )�������& � )����7����� � ��������-/ )�6
�-���

√
Λ(re−1) = 1.11 ·10−5# .�� ���4����� �� ������M ��.����& �))�����1�$��

)����/����� ρ̃ = 0 ��41�,����� N**�)�����*&��� )����/����&M δD �*- 4��.����
)���4���*- )�*����)� �4 ����1�������1��� )��1�0���� 1 ≤ n ≤ 1.0795 

�� ������� B )�������� ��.���� )*������&M x2 = 0 �))�����1���M,��� �5�6
����� δD � ��������� )����/����� ρ̃(r2, x2

3) = 0 �*- 4��.���- n = 1 )�� ������1√
Λ � re )����1�M� 1����1�*&��� 4��.���-# 1.17 · 10−2 � 1.0661 ��������������#

�4 �������*� 4��.���� 1 ≤ n ≤ 1.0795 

�����7����& 1����� ��7���- ��������- !;" )�� n = 1.04 � ��� �������*� 2.53 ·
10−4 %���� ��.�� n = 1.04 )����7����& ��1���� �?�����# � )����� ��4�������# ��
�������- ������ 0� )��-��� 

��������� 4�����1���� ek(n) � εk(n) = ε(ek(n)) )�������*��� �� ������� E 

8���$�- ek(n) 1�������� ��4������� �� ek = 0.575 �� ; � �������*� 1 ≤ n ≤
1.0795 � N��1 �������*� 4��.���� n εk(n) 1�������� �?����� �� εk = 0.0439 �� = 

T��� ��4�*&��� �.��& ��0�� �*- 1��*���� ���,�M,�/�- �&M��������/ )�6
*����) 
*- *M?��� 1�*��� 4��.���- ��*���� �������� ω �������- 4��.���� n �4
�������*� 1 ≤ n ≤ 1.0795 �*- �������� ε = εk(n)# � A(ek, n) = 0 

��� n > nk = 1.0795 �� �*- ����/ 4��.���� e A(e, n) � ��*& �� �?��,����-# ���
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���&-�� .���������� �����0 6����/
������
��� �����2������ ��� ��������� n = 1# ek = 0.575� <� ������� x = x1# z = 1

ek
x3�

k

n
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n
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���� =� <� ���	�
 ���	� ������� ���	������ ��	���
���
 ������� ek �� ����������
��������� n� <� 	����
 ���	� ������� ���	������ ��	���
���
 ������� εk �� ����/
������ ��������� n�
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