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� ��?��� �)����� )�*�.��� �$���� )����*&��/ 4��.���� )���1����
?������� ���,���- �&M��������/ ���,�M,�/�- )�*����) � �������*�
4��.���� )���4���*- )�*����)� 0 < n ≤ 1.1# )�� ?�*&7�/ 4��.���-/
�������� ���?�*&��/ ���5�����$�� �� ��,������� 

�[dj d`kYjZda_Zd\` [_j \fZ_d`Y] ^\g Z[Y mgjZ ZdhY YjZdh_Zd\`j \^ edhdZd`a
k_ecYj ^\g Z[Y i_g_hYZYg \^ g\Z_Zd\` g_id]dZ| \^ �Y�Z\`d_` g\Z_Zd`a i\e|Zg\6
idG GcgkYj \kYg Z[Y g_`aY \^ Z[Y i\e|Zg\idG G\Y�GdY`Z 0 < n ≤ 1.1# d` agY_ZYg
k_ecYj \^ �[dG[ jZ_feY G\`macg_Zd\`j ]d]`�Z YldjZ

�"#$%�&% '"��() )�*����)�# ���������M,�- ���5�����$�-# ������6
��� ���?������ )�����- 
*+,-./01) i\e|Zg\idG# ag_kdZ_Zd`a G\`macg_Zd\`# ag_kdZ_Zd\`_e _GGYeYg_6
Zd\` 

��.��� ���*���.����� ��7���- ��������-# ������� �)������� ���������M,��
���,�M,���- ���5�����$��# )�*�.��� ��*&�� �*- N**�)�����*&��/ 5���� ���6
������- ���������� ���0�1��1�� 0������� o;# D# @p ��� N��1 ��7���- 4����-�

��*&�� �� )���1����# �)����*-M,��� ?������� ���,���- ε = ω2

4πGρ0
!ω q ��*���-

�������& ���,���- ���5�����$��# G q �������$�����- )����-���-# ρ0 q )*��6
����& ���5�����$�� "

� 4��.���*&�� ?�*�� �*�0��1 �*�.��# ����� ��������� �)������� ���5���6
��$�M �0�1��1�� ���,�M,���- ���������M,�� 0�������# � ��� ��7���� ?����
4������& �� ��*&�� �� )���1���� ε# �� � �� )���1����� ��������- �����-��- ���6
������M,�� 1������# ��41�0����� ����� ��.��/ ���*���.����/ ��7���� ��� 
���)����*���� )*������� ����/ ���5�����$�� 1�0�� ��.��*��&# )��1��-- )��6
?*�0����� 1����� �*- ��7���- ��������� �/ �)�����M,�/ �� ����� ��������6
�- ����41�0��1 )�������& ��*���� ����������.������ ���������- �� ���/ ��.��/
���������M,�� ���5�����$�� ��N��1� 
0��� oBp ���* ��*���� ���?�*&�����
���5�����$�� q �� ����$���*&����& �����*&��� ��1)������ ��������- ���?��6
���� )�����- �� N������� geq > 0 �)�*&4�- N�� ��*���� )�� ���*�������� ������
�4 �������/ ��)����� ������ ���,�M,�/�- ���������M,�/ ���5�����$�� �? ��6
����*���� ���11����.��/ ��������*&�� ��� ���,���- ��7���� ��������-# �)���6
��M,��� ���)����*���� )*������� �&M��������� ���,�M,���- �� ��1����.�����
)�*����)�# 
0��1� oEp )���4�* ��,���������� ��.�� ?�5����$�� ���,�M,�/�-
)�*����) � �������*� 4��.���� �/ )���4���*- 0 ≤ n ≤ 0.808 

��*����)�� �?�.�� ��4���M� ���������M,�� ���5�����$��# ��������- ��6
���-��- ��,����� ������/ �1��� ��� )�*����)�A

E@
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P = Kρ1+ 1
n

��� P q ���*����# ρ q )*������&# n q )���4���*& )�*����)� 
8�4�.����� )��.���� ���������- ��.�� ?�5����$�� �&M��������/ )�*����)

)�� n > 0.808 -�*-���- ����.���� ��,����� � N������� ���5�����$�� )�� ��� ��
�)*M��������# ������- ���?/���1� �*- �����0���- ��.�� ?�5����$�� 

���0� ��������� 
0����1 ��*���� ���?�*&����� ���,�M,�/�- ���������M6
,�/ ���5�����$�� ?�*� ��)�*&4����� � ��?��� oFp# ���# )��1��-- )���$�)��*&6
�� ����� ��1��*&��6.��*����� 1����� � ���*�4������� �� �/ ������ � )�����
��1��*&��� 1���1����� X~��� ��1)*��� ��1��*&��6.��*����/ )�����11 o<p#
�)����� ����4��� ��,���������� �����.����/ ��.�� �&M��������/ ���,�M,�/�-
)�*����) � �������*� 4��.���� )���4���*- )�*����)� 0.9989 < n ≤ 1.0795 

:�*& ��7�� ��?��� q �)����*��& �?*���� ��,���������- ���?�*&��/ �&M��6
������/ ���,�M,�/�- )�*����) )� )���1���� ?������� ���,���- ε �*- 4��.����
)���4���*- )�*����)� 0 < n ≤ 1.1 

� )*������� N�������# � ?�4��41����/ ����������/ x1 = x
a1

# x2 = y
a1

# x3 =
z
a3

!a1# a3 q )�*���� �5������# �))�����1���M,��� )����/����& ���5�����$��"
�1��1A

g(r, x3 = 0) =
∂Φ(r, x3 = 0)

∂r
− 2εr, (1)

��� r =
√
x2

1 + x2
2# Φ = − 1

2πa2
1

∫
D

ρ̃(r′)
|r−r′|dV

′# ρ̃ = ρ
ρ0

# ρ q )*������& ���5�����$��# ρ0

q )*������& � $����� ���5�����$�� 
�.������# .�� Φ -�*-���- 5���$��� ��������� xk# ��*�.�M,���- �� �&M��6

�������� �������$������� )����$��*� �� ��������� 
�&M��������� �������$������ )����$��* -��� 4������ �� ���4������� ��1

�����$� ���5�����$�� ρ(x, y, z) = 0 ��� )����*�# N�� �����$� �1��� �*�0���
���# 4������-M,�� ���*���.����� ��.��*���- �� *���� �.���&# ��*� N�� �����$�
)�������*-�� ��?�� N**�)���� � � .�����1 �*�.�� �5��� � ���������� ���,���-
���5�����$��# ����� ��7���� 1�0�� �����& 4����-,�1 �� ����� �5���.�����
���������� r T**�)�����*&��- �����$� 1�0�� �1��& 1���� �*- �*�.�- ���0�6
1��1�� ���5�����$�� � �&M��������1 )��?*�0����# .�� � ��7�1 �*�.�� �� ��6
)�*�-���- 

��� � � ��?���/ oF# <p# 1� �))�����1����1 ���*&��M �����$� ���5�����$��
��41�,����� N**�)�����*&��� )����/����&M

δD : x2
1 + x2

2 + x2
3 +

L∑
i,j,k

Zi,j,kx
i
1x

j
2x

k
3 = 1.


*- �������.�� �*����/ )����/������ ��?���1 )�*����� a1 � a3 1�0�� ��N56
5�$����� Zijk ���*��& �������.�� 1�*�1�# .��?� ��)�*&4����& 1���� ��4*�0�6
��- 5���$��# 4����-,�/ �� 5��1� )����/����� ���5�����$��# � �-� +��1���6
%�����0� oCp )� ���)��-1 1�*�/ ��N55�$������ Zijk 

T�� �-�� ��)�*&4����� ��1� ��)������������ )�� ������*���� )�����11�
��1��*&��/ ��.��*���� �&M���������� �������$������� )����$��*� �# �������6
�������# 5���$�� Φ oHp 	�*���� 1�*���� Zijk ���?/���1� �*- �/���1���� ����6
�������M,�/ �-��� 
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�)�*&4�����- ��4*�0���� ��������M,�/ ��� ���*���.����/ 5���$�� � �-�
+��1���6%�����0� )� ���)��-1 ���*���.����� 5���$��# )�������*-M,�� ��41�6

,���� N**�)�����*&��� )����/�����
L∑

i,j,k

Zijkx
i
1x

j
2x

k
3 # )�4��*-�� ��1 �.���& � ��06

��� ���)��&M ��.�����# ��/���-- ��0��� .��*� .*���� ��4*�0���- �� �)����*��6
���� ��1��� .*��� �-�� +��1���6%�����0� s# �*�-��� �����$� ���5�����$�� ��
��7���� ���������# �)����*-M,�/ N�� ���5�����$�M 

��*���� N**�)����� � ��N55�$����� Zijk# ��41�,�M,�� N**�)�����*&��M
���5�����$�M# ��?���M��- �4 ��*���- 1���1�1� �������� )*������� �� N���
)����/����� T�� ��*���� 1�0�� �5��1�*������& ��������1 5���$����*� Λ =
1
4π

∫
δD

ρ̃2dΩ o<p �.������# .�� ��*�.���
√

Λ )�������*-�� 1��� )����7����� )��

4�1��� ��.��� )����/����� ���5�����$�� �� δD � ��������-/# �)����*-M,�/
���5�����$�M 

� �*�.�� ���0�1��1�� ���������� ���������M,�� ���,�M,���- ���5�����6
$�� �*� � �*�.��# ����� ���)����*���� )*������� ���5�����$�� �*�?� ��*�.�6
���- �� ��������� !�*- )�*����)� � n � 1"# ���4������� 5���$��� -�*-���-
���)����*���� ���*���- ��*�.��� )����7����� )�� 4�1��� ��.��� )����/�����
p(x, y, z) = 0 !p = P

P0
# P q ���)����*���� ���*���- ���5�����$��# P0 q ���*�6

��� � �� $�����" �� δD � ��������-/# �)����*-M,�/ ���5�����$�M# 1�0�� ?��&

��.��*��� )� 5��1�*�
√

Λ =
√

1
4π

∫
δD

p2dΩ 

� ��4�*&���� ���������� �&M��������� �������$������ )����$��* ?�* )���6
����*�� � ���� �?��*M��� � �����1���� �/��-,����- �-�� )� 1�*�1 ��N55�$���6
��1 Zijk# ��N55�$����� ��4*�0���- )�� ������/ -�*-M��- )�*���1�1� ���)���

P+s(L−2)+2 ��������� xk# k = 1, 2, 3 P���& P q ���)��& )�*���1�
P∑

a,b,c

ρ̃abcx
a
1x

b
2x

c
3#

������1 1� �))�����1�����*� )*������& ���5�����$�� ρ̃ ��?��� P �������.��
?�*&7�1# ���*���� �����1� ������6�����7������# ρ̃ 1�0�� ?��& �))�����1���6
���� ���4����1 )�*���1�1 � *M?�� ���)��&M ��.����� 

�� N������� r = re# ρ̃(re, x3 = 0) = 0 ����� �4 !;" �*�����# .��A

geq = g(re, x3 = 0) =
∂Φ(re, x3 = 0)

∂re
− 2εre (2)

8���$�- Φ(r, x3 = 0) ��.��*-���- ��1� ������ �))�����1���M,�� )����/6
����� δD# ��� N��� )����/����� 1� ?���1 ��)�*&4����& �� ���*���.����� )��6
��*0���� ��� N��1 )����7����&# � ������� 1� )����?�����1 �������$�����1
�*�-���1 1��� 4� )����*�1� �))�����1���M,�� )����/�����# �)����*-���- ��1�
���

√
Λ(re − 1) oFp 

��4��?������� � ���*�4������� � �����1� ��1��*&��� 1���1����� X~���
��1)*��� ��1��*&��6.��*����/ )�����11 )�4��*�* ��.��*��& )���1���� 1���6
1���.����� 1���*� ���,�M,���- �&M��������� )�*����)� � �?*���� 4��.����
)���4���*- )�*����)� 0 < n ≤ 1.1 

�����7����& 1����� ��7���- ��������-# �)�����M,��� ���,�M,���- �&M6
�������� )�*����)� )�� 0.9 < n ≤ 1.1# � ��� �������*� ∼ 10−4# )�� 4��.���-/
n� 1 ��.����& ��)�*&4��1��� 1����� -�*-���- ��*�.���� ∼ n2# � )�� ����*&��/
4��.���-/ ` �4 ����1�������1��� � ��?��� )��1�0���� ∼ 10−3 
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n

Le (n)

e
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0.2 0.4 0.6 0.8 1

���� �� ������ ������� eL(n)# ��������&-�� �������� ����
���� ���&�������� 	��/
-�&-���� �&����	���� ���������# ��� ������� ��������� �	�"����2� ������� �� 6�/
	����� �����	���� ��	��
 ���&�

��.����& ��)�*����- �����.���� ��*���-
√

Λ �� )�����/���� ��*�.��� ∼ 10−2 
��� )�� n � 1 ��� ���)����� � ��.����&M 1����� ��7���- 4���.�# � )�� n ∼ 1√

Λ ∼ 10−3 

���?/���1� ��1����&# .�� � ��*�.�� �� oEp# � ��7�1 )��/��� ��7���- 4���.�
� ���������M,�/ ���,�M,�/�- ���5�����$�-/# )���1��� ?������� ���,���-
ε ��.��*-���-# � ���?����1 )���1����1# �4 ���?��� ��.��*����# -�*-���- )���6
1��� �)*M�������� ���5�����$�� e = a3

a1
# ������� ���0� /��������4��� ���)��&

?������� ���,���- ���������M,�� ���5�����$�� 

�����- geq(e, n) = 0 �)����*-�� 1��0����� ��.�� eL = eL(n)# ����/# .�� )��
4��.���-/ e < eL ���?�*&��� ���,�M,���- �&M��������� )�*����)� �� ��,�6
����M� ����������� ��1� ��1��*&��6.��*����� ��.��*���- 5���$�� eL(n) )��6
���-��- �� ������� ; 

�����- eL(n) ��*�� �?*���& 4��.���� )���1����� e � n {(e, n)|0 < e ≤ 1; 0 ≤
n ≤ 1.1} �� ���A {(e, n)|eL(n) < e ≤ 1; 0 ≤ n ≤ 1.1}# �*- ������/ ��,�����M�
���?�*&��� �&M��������� ���,�M,���- )�*����)� � {(e, n)|0 < e < eL(n); 0 ≤
n ≤ 1.1}# ��� ����������/ ���5�����$�� �� ��,������� 

4 ���5��� ������� ; �����# .�� ���?�*&��� ���5�����$�� ���,�M,�/�-
�&M��������/ )�*����) )�� n � 1 ��,�����M� )�� �.��& ������� ���)��� �/
�)*M�������� 8���$�- eL(n) 1�������� ��4������� � �?*���� 4��.���� )���4�6
��*- )�*����)� 0 < n ≤ 0.897 ��� 0 < n ≤ 0.198 eL(n) ������ �������.�� ?�����
� )����1��� 4��.���- �� 0 �� 0.423# � )�� n > 0.198 N�� 5���$�- ������ �������.��
1��*���� � ��������� ������ 1����1�*&���� 4��.���- 0.623 )�� n = 0.897 
�*��#
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n

Lε
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

���� �� ������ ������� εL(n)# ��������&-�� �������� ����
���� "������� 	��-�/
��� �&����	���� ���������# ��� ������� ��������� �	�"����2� ������� �� 6�	�����
�����	���� ��	��
 ���&�

)�� n > 0.897# ��?*M�����- 1��*����� �?������ �� 4��.���- eL(n = 1.1) = 0.540 
��*�.����- � )�1�,&M ��4��?�������� ��1)*���� ��1��*&��6.��*����/ )��6

���11 4�����1���& εL = εL(n)# �)����*-M,�- �?*���& 4��.���� )���1����� ?���6
���� ���,���- �&M��������� )�*����)� ε � )���4���*- )�*����)� n {(ε, n)|0 ≤
ε < εL(n); 0 ≤ n ≤ 1.1}# �*- ������/ ���5�����$�� ���?�*&��# )��������- ��
������� D 

4 ���5��� ������� D �����# .�� )�� ���*�.���� 4��.���- )���4���*- )�*��6
��)� n �� 0 �� 1.1 �������* ��)����1�/ 4��.���� )���1���� ?������� ���,�6
��- ε �&M��������� )�*����)� �1��&7����- )��1���� � ��� ��4� ��*� �.����&
$�����*&��M )*������& ���5�����$�� ���������� �*- ���/ 4��.���� )���4���*-
)�*����)� �4 ����1�������1��� � ��?��� )��1�0����# �� N�� ?���� �4��.��&# .��
�0�1��1�� �&M��������� )�*����)� 1���� ���,��&�- � 1��&7�� ��*���� �����6
��&M )� ��������M � ���0�1��1�1� ���������1� ���5�����$�-1� )��1���� �
1.5 ��4� 

�2�'�3 "�4%5(4�5&

o;p �))�*& � T 8����� ���������- ���,�M,���- ���������� 0������� ��� �
5��� % A �*�� ��� �?,�6��/� *6��# ;H@F � @<F 
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