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ds2 = A2dt2 − B2dr2 − C2(dθ2 + sin2 θ dϕ2), !;"
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e0 =
1
A
∂t, e1 =

1
B
∂r, e2 =

1
C
∂θ, e3 =

1
C sin θ

∂ϕ ,

e0 = Adt , e1 = B dr , e2 = C dθ , e3 = C sin θ dϕ ,

α1 = e0∧e1 , α2 = e0∧e2 , α3 = e0∧e3 , ∗α1 = e3∧e2 , ∗α2 = e1∧e3 , ∗α3 = e2∧ e1 .
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(0) − 1

C2
∗ α1 ⊗ ∗α1
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C
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���������� ������.��� 4��.���-1� θ, ϕ ∈ (0, π) �� ���/ )���/ )������)�*�06
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��*�?����.��1� ��*���M A = B � �?,�1 �*�.�� ���1- �����1� ������ 1�06
�� )�����& ����M ����������& !�������� )��1�����?��4�� � M" ��)�*���.�����
���?�������# ������- ��1��1��5�� ���1� 1�����?��4�M M  
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��?���& �����*&��M ���������� r ������ ��*M �*- ��0��� )��� ���0�����6
*����/ ��.�� �����.��� �5��� � )����?����&# .��?� ��*�?����� �� ����7�*�
�������������� ��������� ��������*&�� )���?��4�����- r �→ −r  ��� N��1 ����6
M��- �����������1� � 1����.����� 5���$��# �������# ��*������� N��� ������6
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�4��.��� )���4�����M )� r"

A′|r=0 = 0 , B ′|r=0 = 0 , C ′|r=0 = 0 , C ′′|r=0 > 0 . !F"

����1����1 ��11� ��������� !@" � !B" � ��.��/ ��)��)����/�����# ��1��1��5���
R×RP2 � 4������� ���������1 r = 0 � ��0��� ������������ ����� �������������
��*��� � ��*� !F" 1� �1��1(

C ′′

B2C

)
r=0

=
(
−κ

T00 + T11

2

)
r=0

+
(
B(0)C(0)

BC
− C(0)(0)

C

)
r=0

. !<"

� �����.����1 �*�.�� 5���$�- C(r) �1��� 1���1�1 � ��.��/ ��)��)����/�����
r = 0 ��*&�� )�� (T00 + T11)r=0 < 0 # � � )�� ����7���� �*�?��� N�������.������
��*���- ��*� 1������ �� �����.����-# �� )����- .���& � !<" �����0�� ��)�*6
����*&��� .*��� � 1�0��# ���?,� �����-# ?��& )�*�0���*&��� � *M?�� 1�1���
���1��� ?�4 ����7���- ����/6*�?� N�������.����/ ��*���� � .��������# �1��6
�� ����- �����$�- �1��� 1���� �*- ���$��������� �����1���� ��7���-# �������
?���� ����1������ ��0� 
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K �%�5%B( �A(�B��'4� �5���.����6��11����.��- ��)�*���.����- ��.�� q
N�� �*�?�*&���# ���1�*���.����� ��7����# � ��*� ����� ���1����.����� ���������#
� ��)�*����� R×R

3#R
3 ≈ R

2×S
2  ��)���� )�������& �4 ��)�*���.����� ��.��

�� �5���.����� ��11������ .����$�)���?��� ��7���� )���������1 �4�1����.�6
���/ ��)�*���.����/ �)���$��# ��)��1�� )���������1 ���0�����*���- �?*�����#
��11����.��/ ��������*&�� ���*�����# )�����-� � ��/������5���� ��)�*���� 
� ������ �������# �?,�� ���*�4 o;# ;D# ;@p �*�-��- ��)�*���� �� ���1����M
)���4�����# .�� ��)�*���.����� ��.�� �� 1����1 ���*���.�� ��)�*���.����1 .�6
���$�)���?��1 ��7���-1 � .��������# ���?/���1�� ��*���- ��,���������- ��6
)�*���.����� ��.�� oB# ;B# ;Ep 1���� ?��& )�������� � ���� ��*���� !F" � !<" �*-
�����# /��- 1������ � ����������� ���*����� ��.�� !���1����� �5��� � �����*&6
��� ����������� r = 0" �� -�*-���-# ���?,� �����-# ������������ ��������*&��
)���?��4�����- r �→ −r  

���M�� ��������������� �
��������e ���� �=���A����;��������A��
 ����;
����A����
 ��A�� �(������ 
�����	��� ���������� ���������	�� ���������� ��
��
��
 �� ��������� � ���@���������� �����������@��* ��A�� �����A��� �=�;
�� ����� �
 ���* A����� ��A�� ���� �=���A����;��������A��� ��������A�����
����f �(������ �
 �=���A����;��������A���� ��������A������ ����� ��@�� ��;
��A��	 ��������A��c ���������	�� ��������� ��������A����c ��A�� 
���*�
��)�*���.����/ )���������# � )�1�,&M ������/ )�*�.�M��- �4��1��� 1�����?6
��4�-# �)�*�� �.������ �4 �����0����� ��4��*� D 

��0����& �����1� �4��1����� 4��*M.����- � ��1# .�� �*��� ��)�*���.����/
��.��# ��11����.��/ ��������*&�� ���*�����# ���������� �4�.�*�- �� )���-0�6
��� )��*����/ ���-�� *�� � ��*M.��� � ��?- 1���� �4������/ ��7���� � .�����6
���# �*- ���������M,��� ������*&���� ���*-����� )�*- � ����$���*&��1 ����6
��.����1 .*���1 ��-4& ������ � ��)�*���.����1� ��.��1� �?����0��� � ��?���
o;Fp 

��1���1# .�� ��������� ����*����- ��� M # � ������/ )����1�M� 4��.���-
���������M,�� )�*-# 1���� ?��& ��������*&��# )����*&�� ��������*&�� ��)�6
*���- ?�4� ��N��1�# � ��*�.�� �� 1����.����/ 5���$��# )���4��*&��- )�*���-
5���$�- ψ 1�0�� ?��&# ���?,� �����-# ��� .�����# ��� � ��.����� ��������*&6
�� �����*&��� )���1�����# � � ψ �→ ±ψ )�� r �→ −r  R����� � ��.����� )�6
*���� 5���$�� ��*0��# ��������������# ����*�����-�& ��*���-1 ψ ′|r=0 = 0 �
ψ|r=0 = 0  � )������7�1 �*�.�� ��.����� )�*���� 5���$�� -�*-M��- ��.���-1�
����1������ ��,���������� ���������� ����*����- Φ = (M,R,Z2) �� �����������
���))�� Z2 ���� )������-# ����1�������� � o;Fp �*- .������� �*�.�-# -�*-���-
��������*&��1 �*- �5���.����6��11����.���� ����� 

L �(3��B�&; =%��) "�3("@��% 5%Y%��% 	��?�� ��?���& ����4������.�6
���M� *���*&��M ��*�?����� B2 = 1/C# � ������� C(1) = C′√C � ��)�*�-���-
��0������ 2B(0)C(0)/B = −C 2

(0)/C !4���& � ��*�� ��.�� � 7���/ �4��.�M� .���6

��� )���4������ )� t � r ��������������" ����� ��������� !@" )����1��� ���

2CC(1)(1) + C 2
(1) − 1 = 0

� *���� ������������-A C2
(1) = 1 − μ(t)/C  � �.���1 ��*���� !F" 1� �1��1

C ′ =

√
C − μ

C
, C(t, 0) = μ(t) > 0 , C ′(t, 0) = 0 , !C"
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��� �����&
√
C − μ �.������- ���4��.��� 5���$���# )����1�M,�� )�*�0���*&6

��� !����$���*&���" 4��.���- )�� r > 0 (r < 0) ��1���1# .��

C ′′(t, 0) = μ2(t)/2 > 0.

��7���� 4���.� !C" ����

C = a
2/3
+ + a

2/3
− − μ , a± =

√
μ3 + (3r/4)2 ± 3r/4 . !H"

	�������� !E" � ��7�� ��*�?����� )����1��� ���

2C(0)(1) + C(0)C(1)/C = 0 ,

� �1��� ��������*&��� ��7���� C(0) = β(t)/
√
C  ��)������������ �4 5��1�* !H"

��.��*�1 Ċ = μ̇(2μ−C)/C �# )�*&4�-�& ��0������1 A = Ċ/C(0)# )��*�������*&��
�����1

A =
μ̇(2μ− C)

β
√
C

,
A(1)

A
= − C(1)

2μ− C
− C(1)

2C
. !;="

����������� 5��1�* !;=" � )�*�.����/ ��7� ����0���� �*- C(1) � C(0) � ����6
����� T��7����� !B" ���� ��-4& 1�0�� 5���$�-1� β � μA

2ββ̇/μ̇ + 1 = 0 =⇒ β2 = 2m − μ ,

��� m W )�*�0���*&��- )����-���- ������� ���*�4 )���4�����# .�� ?�4 )�����
�?,����� 1� 1�0�1 �.����& 5���$�M μ(t) .����� � �)����*����� �� R# ��� ���
��������� 1����1�1� μ(0) = 2m � ����1���- � ��*M )�� t→ ±∞ %M?�� ��7����
� �����1 ��.��������1 )��������1 5���$�� μ(t) )��������- � ��7���M !�*�
��� .����" ���4������ ���� )��/��-,�1 )���?��4�����1 t �→ f(t) �������*--

β =
√

2m− μ � !;="# )�*�.�1

A =
μ̇ (2μ− C)√
2m− μ

√
C
, !;;"

��� �����&
√

2m− μ �.������- ���4��.��� 5���$���# )����1�M,�� )�*�0���*&6
��� !����$���*&���" 4��.���- )�� μ̇ > 0 (μ̇ < 0)# � � )�� t < 0 (t > 0) �*-
)���-��/ ��*�?����.��/ ������.���� �� μ(t) 

����1 �?��4�1# 5��1�*� !H"# !;;" � ��*�?����.��� ��*���� B = 1/
√
C )���6

����*-M� *���*&��� �����1��� ��7���� ��������� T��7����� !@" W !E"# ����*�6
����-M,�� ��*���-1 !F" �# �*�������*&��# ���1����1�� � ��)�*����� R×R

3#RP3

)��������������6���1������ 1�����?��4�- ��7���� �1��� �1��* )�� μ ≤ C <
2μ # )�N��1� � ��0��� �4 ���/ ���� � ����������� ��)�*���.����� ���?�������
�?*���& �41�����- ���������

t ∈ R , − (8/3)μ3/2(t) < r < (8/3)μ3/2(t) , θ, ϕ ∈ (0, π) !;D"

-�*-���- 1����1�*&�� ��41�0��� 
��.��*-- ���������� 4��.���- ��1)���� �����4�� � !D"# )�*�.�1 ����0����

R =
2m
C3

(2α1⊗ α1 − α2⊗ α2 − α3⊗ α3 − 2 ∗α1⊗ ∗α1 − ∗α2⊗ ∗α2 − ∗α3⊗ ∗α3) , !;@"
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������� ���)����� � ����0����1 �*- �����4�� )�����������6���1��� 2���$6
7�*&�� � �����������M,�1 �������1��������1 ?�4��� � �1��� �1��* )�� ���/
C ≥ μ > 0 ������# C → 0 )�� t → ±∞ # � �4 !;;" �*�����# .�� ��)�*���.����-
���?������& ��,������� ����.��� ��?�������� ���1-

s̄ =
∫

R

A(t, 0) dt = 2
∫ 2m

0

√
μ dμ√

(2m− μ)
= πm . !;B"

'�0�� )���)�*�0��&# .�� ��1�.����� *���*&��� �������� ��7���- -�*-M��-
�*�������1 �*�?�*&��/ ������� 1�����?��4�-A M �1��� ����4��� ��?���� � ����6
��M )�� ����4����1 �����*-�����&# ��� *���*&�� �4�1����.�� )�����������6���6
1��� 2���$7�*&��# � ��� ����4���� !)�� C > 2m" ���)����� � ��1 
*- ����4�6
��*&���� N���� �����0����- � ��*&���7��� �4�.���- ��)�*���.����� ���?�������
��1 ���?/���1� ����� 1����1�*&��� ���*���.����� )����*0���� )�*�.������ ��6
7���- 

P 
�("�4�$%'3�% 25���"D%��% 5%Y%��< � )����M �.����& ���?/���1�
����� ��-4& 1�0�� ����������1� !;D" � 7���$7�*&����1� ����������1� 

����/�� � ����������1 τ = τ(t, r) , C = C(t, r) � -��?����1 σ = τ̇C ′ − τ ′Ċ #
��� C(t, r) -�*-���- �4������� 5���$��� !H"# )������� 1������ !;" � ����

ds2 =
(AC ′)2 − (BĊ)2

σ2
dτ2− (Bτ̇ )2 − (Aτ ′)2

σ2
dC2−2

A2C ′τ ′ −B2Ċτ̇

σ2
dτdC−C 2dΩ2 .


4 ��*���- ��������*&����� ��������� A2C ′τ ′ −B2Ċτ̇ = 0 �*�����

τ̇ = pA2C ′ , τ ′ = pB2Ċ , σ = p (A2C ′ 2 −B2Ċ 2) ,

��� p W ���������M,�� 1��0���*&# � 5���$�� A, B �)����*��� ��7� ������6
����1 ����������/ ��.��*���� )�*�.�1

p =

√
(2m− μ) C 2

μ̇ (2μ− C)(C − 2m)
, τ̇ =

μ̇ (2μ− C)
√
C − μ√

2m− μ(C − 2m)
, τ ′ =

√
2m− μ

C − 2m
, !;E"

� �������������� ��������� !;E" ����

τ = 2
√

2m− μ

√
C − μ + 2m ln

(√
C − μ −

√
2m− μ√

C − μ +
√

2m− μ

)
. !;F"

T�� ����0���� )�*�.��� � �1��� �1��* )�� ��*���� 2m < C < 2μ # ������� �
�?*���� �41�����- ��������� !;D" ����*-�� ��� ��)�������M,���- ��-4��� )��6
�?*����

t ∈ (−tm, tm) , −(4/3) (2m− μ(t))3/2 + 4m (2m− μ(t))1/2
< |r| < (8/3)μ3/2(t) ,

��� tm q )�*�0���*&��� �����& ��������- μ(t) = m  � ��0��� )���?*���� ���6
�1�������1�� )���?��4������ !;F"# !H" )������� � 1������ 2���$7�*&�� � ����6
������� 5��1�

ds2 = (1 − 2m/C) dτ2 − (1 − 2m/C)−1 dC2 − C 2dΩ2 .
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t = const

C
= 0

C = 2µ
r

=
-3

m

r
=

3
m

�

�

���� �� >"����
 ����������� .C < 2μ 0 �������2� ��!���� 	 ����������� ?��������

����/�� � ����������1 ������*� (ξ, η) � 1������

ds2 = −32m3

C
exp
(
− C

2m

)
dξdη − C2dΩ2 , C = C(ξ, η) : ξη =

(
C

2m
− 1
)

exp
C

2m
,

1�0�� ���,������& ���*���.��1 �)���?�1# ������ ��,�������� )��,� ���)�*&6
4����&�- ��1)�4�$��� )���?��4�����- !;F"# !H"# � ���0� /���7� �4�������� )���?6
��4�����- �� ��������� 2���$7�*&�� � ����������1 ������*� ����.���*&���
��4�*&��� ���?�� 4�)����& � ����

(
ξ

η

)
=

√
C − μ ∓

√
2m− μ√

2m
exp

(
C ± 2

√
2m− μ

√
C − μ

4m

)
, !;<"

��� ���/��� � ��0��� 4���� �����������M� ξ � η# � �����
√
C − μ �

√
2m− μ

�.���M��-# ��� � ��7�# ���4��.��1� 5���$�-1�# )����1�M,�1� )�*�0���*&6
��� !����$���*&���" 4��.���- )�� r > 0 (r < 0) � t < 0 (t > 0) �������������� 

'�����?��4��M 1�0�� ?��& )������ ���1- �����1� ������*� � �?*���&M �46
1�����- ���������# 4������� ��*���-1� ξη > −1 � θ, ϕ ∈ (0, π) �?*���&# ������M
4���1�M� ��/����� ���������� !;D" �� ����� ������*�# )���4��� �� ��� ; ��.6
�� ��)�*���.����� ���?������� C = μ q ��)��)����/����� � ��)�*����� R×RP2

q )�������*��� ����4��1 �������*&��� )�-1�� ξ = −η � ����1 ��*��� � *M?��
)��� ��4*�.��/ ���� )�����.���� ������*�� �1��� .����� ��-4��/ ��1)������#
��1��1��5��/ R

4 '� �� )������1 5���$�� )���/��� � -���1 ���� ��*�������
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�/ ���1�4������ �# � �� 0� ���1-# �.��������� )��������- ���0� �)�*�� �.����6
��1 �)���?�1 �)����*-���- ����*-���� ��*�� !��)��1��# �4 ������$��� ����"# �
�������� ��� )�����.���- ������*�� ���� ��1��1��5�� R

4 
�(3"#$%��% ��)�*���.����� ���� -�*-���- .���4��.���� )���*�����*&���

1���*&M N*�1�������� .����$�# )����*&�� �� 1����# 4��-� � �)��# 1���� ?��&# �
)���$�)�# �)����*��� � ��1��/ N��� 1���*� ��� ��)�*���.����� /�������������
)��������������6���1������ 1�����?��4�- � �5���.����6��11����.��1 �*�.��
����� -�*-M��- �4��1��1� 1�����?��4�-1� � ��)�*���.����1� ��.��1�# ��16
1����.��1� ��������*&�� ���*����� T�� ��?*M����� -�*-���- ����1 ��0��1
��4�*&����1 � ������ ��)�*���.����/ .����$�)���?��/ ��7����# )����*&�� ���&
�?7����� �*��� ��7���� �*- ��)�*���.����/ ��.��# �?��4������/ 5����1���
5��1�� 1������# ����1���.���� ��*M.����- � �*��� ��)�*���.����/ ������ ?�4
����4���� ��?���� 

�����1��� ���� � �����# ��-4����� � �?�.��� !�� ����7�M,�� �*�?�� N���6
����.����� ��*����" ���������M,�� 1�������# ��4����M� ��� �4��1��� 1�����?6
��4�- �4 ���$�������/ .����/ ��� � ��)�*����� ��.�� R × R

3#R
3 ≈ R

2 × S
2  


��������*&��# � N��/ �*�.�-/ ��*���- !F" 1���� ��)�*�-�&�- ��*&�� �*- ��)�*�6
��.����� ��.��# � ������� ���*����� ������ )�� ����4����1 ��?���� ��*�.�����
*���*&��� ��7���� )�1����� *�.7� )��-�& ���1����M ����/ ������ � �4��1��/
��)�*���.����/ ��.�� � ��.�� 4����- ���7���� ��?*M����*- 1� �1��1 1�����?6
��4�� .����� ����# )�*��� � ��1 �1��*�# .�� ��� �����4�.����� �*� 1���� ?��&
��������.���� )����*0���# �*� ����.���M��- �� �����*-������ ��� N��1 ��)�6
*���.����� ���� ���������*&�� 1�0�� ��4���& .����$�)���?��1 1�����?��4��1#
)����*&�� ����4��� �1��� ��)�*���M $�*����� R × S

2 � �*- *M?��� )�������6
�������)���?���� ��.���- ��)�*���.����- ���?������& ���)�*�0��� � ������.��6
��� �?*���� )�� ����4����1 

��*&4�-�& -4���1 ���*����# 1� 1�0�1 �����)���������& )�*�.����� ��7�6
��� �*- �����1���� ����� �*���M,�1 �?��4�1A .����$�# )�������*-M,�- ��?��
��������-4��� ��)�*���.����� �?O��� � )����������6���1���# ��0�����- � ��.�6
4��� �� )��������������)���?��� �����*-������# ��,�����- � ��.���� ����.��6
�� )��1�0���� ��?��������� ���1���# ������� πm !� ���1����.����/ �����$�/" 
��� )���0���� ����4��� ��?���� � 1����# �41��-�1�M ���7��1 ��?*M����*�1#
�*- �������� .����$� ��,������� ?������.��� ���1- �� ��7�1� 1����M �1��6
�� ����- �����)����$�- ��)�*���.����/ ������ -�*-���- ���?�*�� �)���������
� 5�4�.����� ��.�� 4����- � ��-4� � N��1 �1����� �?��0���& ��41�0����& ��6
�*&���� ��,���������- ����/ .����$# ��)��1��# � ���� ��1��� 1������ o;<# ;Cp#
)����*&�� �����1��� �*� ��-4����� � ������*&��1 ���*-���1 )�*�1 ���� �?*�6
���� �������1 ��������1 ��1��� 1������ q �� )��-�*-�� ��?- )���������1 ��*&��
�������$������� �4��1��������- 


*- ������ � ��)�*���.����/ ��.�� �1����� �?��0���& ���0� ��������� N56
5����# ���1�����1��� � � ) o;D# ;@# ;Ep# ������ N�� ��)���� ��/��-� ��*���
4� ��1�� ������ ����&� � 4��*M.���� ��1���1# .�� �*��� 5�4�.���� �������6
��/ ��)�*���.����/ .����$�)���?��/ ��7���� 1�0�� ?��& �������.�� 7����#
)����*&�� ��7� )��������� 4���.� ��)������ �.������� �?�?,���-A ��*M.����
��*������/ ���������M,�/ )�*�� o;H# D=p# �����- ��)�*���- 1�����?��4�- Σ #
����4 �� �5���.����� ��11����� 
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o;p I � �ceeYg# � ~ �[YYeYg K_cj_edZ| _`] hceZdie| G\``YGZY] ji_GY6ZdhYSS�[|j 
IYk # ;HFD# � ;DC# i H;H 

oDp � ~ �[YYeYg yY\hYZg\]|`_hdGj �Y� �\g}# ~G_]YhdG �gYjj# ;HFD 

o@p X z X\ggdj# � z �\g`# � �cgZjYkYg �\gh[\eYj# ZdhY h_G[d`Yj# _`] Z[Y �Y_}
Y`Yga| G\`]dZd\`SS �[|j IYk �YZZ # ;HCC# � F;# i ;BBF 

oBp X z X\ggdj# � z �\g` �\gh[\eYj d` ji_GY6ZdhY _`] Z[Ydg cjY ^\g d`ZYgjZYee_g
Zg_kYejSS ~h � �[|j # ;HCC# � EF# i @HE 

oEp X �djjYg �\gY`Znd_` �\gh[\eYjA ^g\h �d`jZYd` Z\ L_�}d`a �Y� �\g}# ~J� �gYjj#
;HHE 

oFp K x_gGYe\# X �djjYg zG_e_g mYe]j# Y`Yga| G\`]dZd\`j _`] Zg_`jkYgj_feY
�\gh[\eYjSS �[|j �YZZ x# ;HHH# � BFF# i ;D<U _g�dkAag6bGSHH=C=DH 

o<p I { z\g}d` J`Zg\]cGZd\` Z\ Z\i\e\adG_e aY\`j �g\G ~]k zZc]| J`jZ \`
�\i\e\adG_e �g\iYgZdYj _`] ye\f_e zZgcGZcgY \^ zi_GY6�dhY# �gdGY# JZ_e|# X_| ;D6
DD# ;HCE# i DBH 

oCp � � �gdY]h_`# � zG[eYdG[# { X �dZZ �\i\e\adG_e GY`j\gj[diSS �[|j IYk 
�YZZ #;HH@# � <;# i ;BCFU _g�dkAag6bGSH@=E=;<

oHp 
0 ��*&5 ������������ )����-���� �����4�� ' A'��# ;HCH ��� � ���* A
� ~ �\e^ zi_GYj \^ G\`jZ_`Z Gcgk_ZcgY xYg}eY|# �`dkYgjdZ| \^ K_ed^\g`d_# ;H<D 

o;=p ~ � �jdgceYk yg_kdZ_Zd\`_e mYe]j �dZ[ �_`a6Xdeej Gcgk_ZcgYSS �g\G ;EZ[ J`Z 
K\`^ �Lda[ �`Yga| �[|jdGj _`] �c_`Zch �dYe] �[Y\g|�# X\jG\�# D==;# i @CD 
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