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����2���������. +��?&�1����� ���&���/����� ��9���� +&����� 6���8
/� ������ �+������� �? �?��6������ ��������� ��&H/���. !�?&���� �
�����2� ��������2�" � +���������&(�� �����1����2 �6����+��2 ?��8
����/�� +���.1����2 ��&� ���������� 6���/� ���-����&.���. �� ��8
���� ������ ��&�1���. ?�&(9�0 ��7��2�$�� ��9���� ��0�����. 2�8
����2 �(H����K���������/� '������6������� 6���/� ��9�H��. � ��8
+�&(6������2 7���$�� ��2+&�����0 +���2����0 

LMN OPQRN OSTUPNV TW TSXYXRQZXTR TW Q GXSG[PQS NPQ\ZXG XRGP[\XTR !SNYXTR ]XZM
TZMNS OSTONSZXN\" XR Q OSN8PTQ^N^ XR_RXZN X\TZSTOXG NPQ\ZXG UT^` X\ \TPaN^
[\XRY QR QOOSTbXVQZN QRQP`ZXGQP ZNGMRXc[N LMN OSTUPNV X\ WTSV[PQZN^ TR
ZMN WT[R^QZXTR TW ZMN ZMNTS` TW SNONQZN^ \[ONSOT\XZXTR TW PQSYN ^NWTSVQZXTR\ 
LMN dN]ZTRKeQRZTSTaXGM VNZMT^ X\ [\N^ WTS \TP[ZXTR LMN \TP[ZXTR TW
PXRNQSXfN^ OSTUPNV\ X\ WT[R^ [\XRY ZMN GTVOPNb aQSXQUPN ZMNTS  ̀

�'()"*+" ,'-*%. ��&������. �����. �+�������# ����/��� ��7��2�8
$��# +&����. 6���/�# �+����� ��&H/���.# 2���� �(H����K���������8
/� 
/0123456. RTRPXRNQS NPQ\ZXGXZ #̀ _RXZN \ZSQXR\# OPQRN OSTUPNV# NPQ\ZXG XRGP[8
\XTR\# ZMN dN]ZTRKeQRZTSTaXGM VNZMT^ 
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��&������. ��+�.1����8��7��2��������� �����.��� ?������/�� +���.1����8
�� �+������ ��&�# � ������2 +��&� +���������&(���� �����1���. �������2����
�?��6�H��. �+����� ��&H/����# +�� ����/��0 ��7��2�$�.0 g���/� ����2����8
�����. � ���2����� +��������� !+&����. ��7��2�$�." �/������.# /�� ��&H/����
+����2��� �������H 7��2� � ����/��2 �����.��� �0����� 2������& � 2�����8
�& ��&H/���� �/���H��. ���1�2��2�2�# �0 2�0���/����� �������� �+�����H��.
+����$��&�2 )��� 
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)�0���/����. +��������� 6���/� �&���H-�. � ��/�&(��2 !����+�.1����2"
�����.��� � ��&� ���������H� ��+�.1���. � ��7��2�$�� g���2 +�� ��6�������8
�2 ���9��� ��/�&(��� �����6��# +��&�1����� � ��&�# � ��2 ����+&���H��. ��8
/�&(��� ?�&(9�� +&����� ��7��2�$�� � �����������H-�� �2 ��+�.1���. ��&�
+���0���� � +��2�1���/��� �����.��� � �?&����# 6���2��2�� ��&�2# 2��&����
��2�/����. 6�2�����. $�&�����/����. +����0����( h �����$� ��&H/���. � 2�8
2��� ��� �?��6�����. �?��6�H-�. I��� +����0����� +��+������&.��� +&�������
��7��2�$�� 
�&�� ���/���?��6�� 2��.H��. 2�0���/����� �������� 2������&� �
��� /���� ��&�# ������. ������/��� ��2�/����� +����0����(H !I�� /���( ��&�
?���2 ��6����( ��&H/����2" i�� ��6����� ��6���������� � ��&� ��+�&����&(8
��0 ?�&(9�0 !+� ������� 2���# �� ��&H/���� � � ��� �����������" ��7��2�$�� �
��+�.1����# ������� ���&�����H��. �� ��/�&(��� 62��.���. �����$� ��&H/�8
��.# � ��� +���0���� � ����/��� !����-��" �����.��� :��2� ��&H/���. �/������.
6������� � ����/��2 �����.���# � ��� 7��2� � 2�2��� �?��6�����. �+����&.���.
�6 ��9���. 6���/� 

)���2���/����. +��������� 6���/� 7��2�&������. �� ������ ������ 2����8
�������� ��&�1���. ?�&(9�0 ��7��2�$�� � ����������0 ����/���� �����.��. 
�/������.# /�� �?��6������ ��&H/���. �� 2��.�� ��+�.1���� � ��7��2�$�� ��
?������/����� )������� ��&� �/���H��. �����2� ��&H# ��/�&(��� ��+�.1���.
� ��7��2�$�� �/���H��. ���������2� 

����( ������ > ������������� ��/�&(��2� �����.��H# < h +��2�1���/��2�#
D h ����/��2� �+�&(6�H��. �&���H-�� �?�6��/���. jE# FkA

• un h ������ +���2�-����# 0��������6�H-�� +���0�� �6 +������-��� (n−1)8
�� �����.��. � +��&���H-�� n8� �����.��� !u1 h ������ ��/�&(��0 +���2�8
-����# u2 h ������ ��+�&����&(��0 +���2�-����"l

• p

∇ h ��������l

• Ψq,p h �77���� ��7��2�$�� +�� +���0��� ��&� �6 �����.��. q � �����.��� p
!Ψ0,1 h �77���� ��/�&(��0 ��7��2�$��# Ψ1,2 h �77���� ��+�&����&(��0
��7��2�$��"l

• Δm,n h ��������&(��� �62������ �?m�2� +�� +���0��� �6 m8�� � n8� �����.8
���l

• σ0,n h ���6�� �������0 ��+�.1����# �+�����H-�� ����+&����� � ��&� ��8
+�.1���. +�� +���0��� �6 ��/�&(���� � n8� �����.���l

• p0,n h 2��1���&( '�����1� �&. n8�� �����.��.l

• Fm,n h ���6����. 2��� ��7��2�$�� +�� +���0��� �6 m8�� � n8� �����.���#
�����������H-�. 2��� :������l

• Γ h �����$� ��&H/���. � ����������0 ����/���� �����.��.l

• N h ���2�&( � Γl

• S1 h �?&���(# ���9��� �����$�� ������� .�&.���. ������ Γl
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 =

• S(0) h ?������/��. �?&���(# ������/����. �������2 Γ 

��� �6������ jE# Fk# +��1�� /�2 ��9��( 6���/� �&. ����/���� �����.��. � ����8
������0 +��2�1���/���� �����.��.# ���?0���2� ����� ������ ��/�&(��0 +���2�8
-���� u1 �&� �77���� ��/�&(��0 ��7��2�$�� Ψ0,1# � � ��9��( 6���/� �&. +��8
2�1���/���� �����.��. � ����������0 I���� �����.��. ��2���2# /�� ��&�������
������������ 2������&� ��&� � ��/�&(��2 �����.��� ��/�&(��� ��7��2�$�� ?�8
��� ��������� g���/� ��0�1����. ��/�&(��0 ��7��2�$�� +����� � � ������
����(� �� ����2���������. 

���������� 6���/� � ����������0 ����/���� �����.��. ��&H/��� ���������
���������.

2

∇ · σ0,2 = 0, !<"

��&���� ���1�2��2����
Δ0,2 = 0, !D"

�+����&.H-�� ������9���.# �����������H-�� +����$��&� )���

σ0,2 =
μ

2

{
(1 + β)F0,2 + (1 − β)

[(
F0,2 : I

)
F0,2 − F0,2

2
]}

− p0,2I, !@"

� ���1� ����2���/����� ������9���.

F0,2 = Ψ∗
0,2 · Ψ0,2, !B"(

1 + Δ0,n

)
= detΨ0,n, n = 1, 2, !E"

Ψ0,2 = Ψ0,1 ·Ψ1,2 , !F"

Ψ1,2 =
(
I − 2

∇u2

)−1

. !="

� ������9���� !@"

μ =
{
μM � S(0)

μB � S(1) , β =
{
βM � S(0)

βB � S(1) .

g���( μM # βM h �+����� +����.���� 2������&� 2����$�# � μB# βB h �+�����
+����.���� 2������&� ��&H/���. 

�����/��� ��&���. ��&H/�H� ��&���� �� ?������/�����

σ0,2|∞ = σ∞, !C"

� ���1� ��&���. ��+���������� ������� +���2�-���� u2 � ������� ���2�&(��0
��+�.1���� N2 ·σ0,2 �� �����$� Γ ��&H/���. i�� ��&���. 2�1�� 6�+����( � ����

[[u2]]Γ = 0, N · [[σ0,2]]Γ = 0. !J"

g���( � ��&�� ���?�� [[·]]Γ �?�6��/�H� +����-���� ��&�/��� +�� +���0��� �6 �?8
&���� S1 � �?&���( S0 !� � �6 ��&H/���. � 2����$�" /���6 ������ Γ � ��+���&����
���2�&� � I��2� ������� 
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����2����2 +��2������ 2����� �(H����K���������/� jDk � ��9���H ����2��8
�����2�� 6���/� ���/�&� +���?��6��2 ������9���.# �0��.-�� � +��������� 6�8
��/�# ����2 �?��6�2# /��?� �6?�1��( ���?0���2���� �?��-���. ���6���� � ��&�8
��. �� ���&.���� 7���$��# �0��.-�� � ��9���� 6���/�# +�� +��2������ 2�����
�(H����K���������/� i�� ��1�� ���&��( +���2�# /�� � ��6�&(���� ��+�&����.
���6����0 �+���$�� � +����� /���� &������6������0 ���������# ��9��2�0 ��
��1��2 9��� 2�����# +�.�.��. 7���$�� �&�1��� ���������# ������� +�����/�8
��� ����62�1�� ?���� +��������������( ���&���/���� 
&. ��+�&����. ����0
+���?��6������ ��+�&(6��2 �����2� ��2�&(����K�I&� j=k � ��&� I��� �����2�
�&. +���6��&(���� �����?������ ���6��� ������� ����� T �+�����&��� ��1������

T−1 =
1

detT

[
T2 − (T : I)T +

1
2
(T : I)2I− 1

2
(
T2 : I

)
I
]
. !<>"

�?�6��/�2

Ψ2,1 = I− 2

∇u2 , !<<"

����� ������9���� !=" 2�1�� ?��( 6�+����� � ����

Ψ1,2 = Ψ2,1
−1.

� �/���2 �����2� ��2�&(����K�I&� � ��������. ���1�2��2���� +��&�����
������9���� 2�1�� 6�+����( � ����

Ψ1,2 =
[
Ψ2,1

2 − (Ψ2,1 : I)Ψ2,1 +
1
2
(Ψ2,1 : I)2I − 1

2
(
Ψ2,1

2 : I
)
I
]
. !<D"

�+�&(6������ ������9���� !<<"# !<D" �2���� !=" +�6��&.�� 6�+����( +�������8
�� 6���/� � ����# �� �����1�-�2 ����$���&(��0 ���+���� ���6���� � 7���$��#
�0��.-�0 � ��9���� 

��� ��9���� ��+�&(6����. 2���7�$��������� 2���� �(H����K���������/�
jDk ��.6��� I�� � ��2# /�� +�� +��2������ ��2���7�$���������� 2����� �(H��8
��K���������/� �� ��1��2 9��� 2�����# ���2� +������# ��6������ ���?0���2���(
��9���. &������6������� 6���/� � 2���&.2� �+�������# 6����.-�2� �� ������8
���# � ��9���� ����� 6���/� ���&���/����2� 2�����2� 6���������&(�� � ��/�8
���� ��/�&(���� +��?&�1���. ��?������.

u(0)
2 = 0 , p

(0)
2 = 0.

��� ��?��� ��/�&(���� +��?&�1���. � ����2 ���� &������6������. 6���/�
�&. (i+1)8�� +��?&�1���. +�� +��2������ 2���7�$���������� 2����� �(H����K
���������/� 2�1�� ?��( 6�+����� �&���H-�2 �?��6�2A

2

∇ · L
{
û(i)

2 , p̂
(i)
2

}
= f (i) , !<@"

∇ · û(i)
2 = h(i), !<B"

[[û(i)
2 ]]Γ = 0, !<E"
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 J

N ·
[[
L
{
û(i)

2 , p̂
(i)
2

}]]
Γ

= Q(i) , !<F"

L
{
û(i)

2 , p̂
(i)
2

}∣∣∣
∞

= σ∞ − σ
(i)
0,2

∣∣∣
∞
. !<="

� ������9���.0 !<@"K!<=" L{u, p} h &������� �+������ �&���H-��� ����A

L{u, p} = μ(1 − β)(∇ · u)I + μ(∇u + u∇) − pI;

û(i)
2 # p̂

(i)
2 h +�+����� � ��9���H �� (i + 1)82 +��?&�1����# +��&� ��0�1����.

������0 I�� +��?&�1���� �+����&.���. +� 7��2�&�2

u(i+1)
2 = u(i)

2 + û(i)
2 , p

(i+1)
2 = p

(i)
2 + p̂

(i)
2 . !<C"

��2���2# /�� �?-�� ��� &������6������� ������� 6���/�# ��9��2�� �&. ��18
���� +��?&�1���.# ���� � ��� 1� ��6&�/�� &�9( 7���$�� � +����0 /���.0 ����8
����� � �����/��0 ��&���� �������2 7��2�&� �&. ��0�1����. I��0 7���$��A

f (i) = − 2

∇ · σ(i)
0,2 ,

h(i) = detΨ(i)
2,1 − 1 ,

Q(i) = −N · [[σ(i)
0,2]]Γ,

���

σ
(i)
0,2 =

μ

2

{
(1 + β)F(i)

0,2 + (1 − β)
[(

F(i)
0,2 : I

)
F(i)

0,2 − F(i)
0,2

2]}− p
(i)
0,2I ,

F(i)
0,2 = Ψ(i) ∗

0,2 · Ψ(i)
0,2 , Ψ(i)

0,2 = Ψ0,1 ·Ψ(i)
1,2 ,

Ψ(i)
1,2 =

[
Ψ(i)

2,1

2 −
(
Ψ(i)

2,1 : I
)

Ψ(i)
2,1 +

1
2

(
Ψ(i)

2,1 : I
)2

I − 1
2

(
Ψ(i)

2,1

2
: I
)

I
]
,

Ψ(i)
2,1 = I − 2

∇u(i)
2 .


&. ��9���. &������6������� 6���/� ��+�&(6�H��. ��2+&������ +����$��&�
��&�����K)��0�&�9��&� jCk ����� ���/����0 7��2�&# ������� ��H� ��9����
I��� 6���/� �&. ��������� ��&H/���.# ����2����� � j<# Fk ��� ���/���0 ��+�&(8
6����. �+�$��&�6��������. �����2� ���&���/����0 ��/��&���� �� i�) jEk 

��+���� �0���2���� 2����� �(H����K���������/� +�� ��9���� ������0 6�8
��/ �&. ���6�&������0 �����2 ��������� I&&�+��/������ ��+�# � ������2 ����8
�.��. ����2�������2�� 6���/� � ���$�����$�� ��+�.1����# ���&�������# � /���8
�����# � ��?��� �  ��9�&��� j@k � ?�&�� +�6���� ��?��� ���� 1� ������ jBk
��2�/���# ������# /�� /��&����. �$���� �0���2���� 2����� 6���������&(�� �686�
�&�1����� �$���� ���2� �+�������# �?������� �+������� &������6������� 6���8
/� 

?& �";@'>9%9+ #%,)"9-*

�� �������0 +�������� ��6�&(���� ���/���� �&. �&�/�. μB/μM = 2# βB =
βM = 1 +�� ��������2 ��/�&(��2 �����1���� � ��+���&���� ��� yA (σ0,1)11 =
(σ0,1)12 = 0# (σ0,1)22 = p# p/μM = 1.5 ��/��&��� E +��?&�1���� 
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�� ��� < +�������� ���+����&���� ��+�.1���. σ0,222 ���&( ��� y ����+�&�8
�����.# /�� $���� ��&H/���. ���+����� � ��/�&�2 ��������� n���6 R �?�6��/��
������ ��&H/���. � ����/��2 �����.��� 3�7�� <KE ���6���H� ��2��� +��?&�8
1���� ��2���2# /�� +��&����� ��� +��?&�1���. 2�&� ��6&�/�H��.# /��# ����2�#
�������&(������ � �0���2���� 2����� 


&. ��������. �� ��� D +���6��� ���&���/��. 6�����2���( �&. ��9���. I���
1� 6���/� 2�����2 2�&��� +���2���� jF# <k !��/��&��� +����� ��� +��?&�1�8
��." �����# /�� &������� +��?&�1���� 2����� 2�&��� +���2���� ���+����� �
+����2 +��?&�1����2 2����� �(H����# � ��&������� ��9����# +�&�/����� 2�8
����2 2�&��� +���2����# �������/�� 2�&� ��&�/����. �� ������� +��?&�1���.
2����� �(H���� 

���� �� �	���������� �	�������� σ22 
��� ��� y �� �	 ��!�"# ����������$ %���	
&�����	 '�()*�

�� ��� @# B +���6��� I+H�� ��������0 ��+�.1���� � 2����$� �� �� �����$�
� ��&H/����2 !��� @ h ���/�� 2�����2 �(H����# ��� B h ���/�� 2�����2 2�&���
+���2����" %����. &���. �� I��0 �������0 ������������� ������� ��&H/���.
� ����/��2 �����.��� n�������� +��?&�1���� �� ��� @ �� +���6���# � � ��� 2�8
&� ��&�/����. �� +.���� ��2���2# /�� ��&������� ��9����# +�&�/����� 2�����2
2�&��� +���2����# ?&�6�� � �����2� +��?&�1���H 2����� �(H���� 

�� ��� E +���6��� 7��2� ������� ��&H/���. � +��2�1���/��2 � ����/��2
�����.��� �� ������� �6�?��1��� /������( ������� %����. &���. �����������8
�� 6������2� ������� ��&H/���. � ����/��2 �����.���# � ?�&�� ������ &����
!�+&�9��. � +���������" �����������H� ������� ��&H/���. � +��2�1���/��2
�����.��� !� 2�2��� ��� �?��6�����."# �+����&����2� +� ��6�&(����2 ���/����
�&. ��6&�/���� /��&� +��?&�1���� 2�����2 �(H���� n�������� +��?&�1����
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�� ������� �� +���6���# � � ��� 2�&� ��&�/����. �� +.���� 
������$# �� ��� F# = +���6��� ���+����&���� �&����0 ��+�.1���� σ1 � σ2

�?&�6� ��&H/���. 
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���� 0� �	���������� ,�	
��,� �	�������� σ2 
��� � 
���!�����

��������&.�� ������� ��+��� � ��2# .�&.���. &� +�&� ��+�.1���� �� ��&H8
/���� ���������2 
&. �&�/�. &������� �+������� �����������( ��+�.1����
� I&&�+�����&(��2 ��&H/����# ��0��.-�2�. � ?������/�� +���.1����� 2����8
$�# .�&.���. 0���9� �6������2 7����2 j<<k 
&. ��������0 6���/ ��&�������
�+������� I��� ��+��� ����2����� � jJ# <>k 5���# /�� +��2������ +��?&�1����0
2������ �� +�6��&.�� ���( ��/��� ����� �� I��� ��+��� ������ �6 ��� <# F# =
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2�1�� �����(# /�� �&. /��������� � +.���� +��?&�1���� +�&� ��+�.1���� ��
��&H/���� ?&�6�� � ���������2� 

� 6����9���� ������� +������7� ��2���2# /�� �&. 2������&�� ��+� )���
��9���� 6���/ � +&����� ��7��2�$�� �� 6������ �� ��������� β I��0 2������&��
jEk !6� ���&H/����2 ��+�.1����# �������H-�0 � ��+���&����# +��+������&.���2
� +&������� ��7��2�$��" ��I��2� ��6�&(����# +���������� 6���( �&. �&�/�.
βM = βB = 1 !� � �&. 2������&� ���&����"# ����� �&. 2������&� )��� +��
+���6��&(��0 6��/���.0 βM � βB 

�A�,-: '�9"#%9@#+

j<k g�����2�� � ) � �6��2��&�.��� �+����0 ��&H/����# ��6����H-�0 � +���8
������&(�� �����1����2 ��&� +�� ����/��0 ��7��2�$�.0oo ������� ����8
����� ���������������� ������������ ����. ����&����. 2���2����� D>>F 
p B!D<" ��+ @ h � FEK== 

jDk ���������/ ' � # ���&�� � � :���$����&(��� ���&�6 8 ) A �����# <JCB 8
=ED � 

j@k ��9�&�� �  )���� �(H���� � �?�?-����� ��9���. ��&������0 ���������
I&&�+��/������ ��+�oo 
��&��� �� ���� 8 <JE@ 8 J<# p F 8 � <DF@8<DFF 

jBk ��9�&�� �  ����&.�����( ��9���. I&&�+��/����0 ��������� � �����2 h
) A �����# <JCF h DB> G 

jEk '���� � � # g�����2�� � ) �&����� 6���/� 2������������ ��&�1���. ?�&(8
9�0 ��7��2�$�� )����� ��9���. ) A :�62��&��# D>>D D=D� 

jFk '���� � � # ��&���� � � # g�����2�� � ) # ���9���� � � ��6����� ��7��8
��� +�� ����/��0 ��7��2�$�.0 ��2+(H������ � 7�6�/����� 2���&�������� 
h ) A :�62��&��# D>>= h @JD � 

j=k '��(� �  ��&������. �����. �+������� h ) A �����# <JC> h E<D � 

jCk )��0�&�9��&� �  ��������� �������� 6���/� 2���2���/����� ������
�+������� h ) A �����# <JFF h =>C � 

jJk 3��&���?  * :�6�/���� ��&������� ��&H/���� � &������8�+����� �����
!+&����. 6���/�" oo 6�����. �� )�0����� �������� ��&� D>>> p E � =D 

j<>k n����0 � : �����&(�� 6�2�/���� � 6���/� i9�&?� oo 6�����. �� )�0�8
���� �������� ��&� <JJB p B � B=KE> 

j<<k i9�&?� 
1 ��������&(��. �����. ���&���$�� h ) A 6����&(���� ���8
�������� &���������# <JF@ h DB= � 


