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� ����(� ����2���������. �?�?-���� ��6�&(����# +�&�/������ � ��9��
+������-�� ��?��� )� +���6����2# /�� �����. Tf = Th(ω, 0, 1, <,
+, f(x), F (x)) .�&.���. ��6��9�2��# ��2��������.# /�� ��1��. 7��8
2�&� I�����&����� I�6�����$��&(���# ��&� f h I77������� ���&���8
�����. �� �&�1����2 7���$�.# � F h I77������� +������/����. ��8
+��7���$�. �� f  

�R ZMN OQONS ]N YNRNSQPXfN ZMN SN\[PZ ]MXGM ]Q\ N\ZQUPX\MN^ XR T[S OSNaXT[\
QSZXGPN �N ^NVTR\ZSQZN ZMN ZMNTS` Tf = Th(ω, 0, 1, <,+, f(x), F (x)) X\
^NGX^QUPN QR^ NaNS` WTSV[PQ X\ Nc[XaQPNRZ ZT QR NbX\ZNRZXQP TRN# XW f X\ QR
N�NGZXaNP` Q^^XZXTR8GTRRNGZN^ W[RGZXTR# QR^ F X\ ZMN N�NGZXaNP` ONSXT^XG
M`ONSW[RGZXTR WTS f  

�'()"*+" ,'-*%. ���72����� ��2�����# ��+��7���$�.# I77�������
+������/����. ��+��7���$�.# ���&��������. �� �&�1����2 7���$�. 
/0123456. xNVNRTa�\ QSXZMVNZXG# M`ONSW[RGZXTR# N�NGZXaNP` ONSXT^XG M`8
ONSW[RGZXTR# Q^^XZXTR8GTRRNGZN^ W[RGZXTR 

8& �*"7" �"

���72����� ������&(��0 /���& � ����2 �&�1����2 ��6��9�2�# ��� +���6�&
) ����?����� � <JDJ ���� �&��?���/����. �����2� (ω, 0, 1, <,+) � �� �����. h
���72����� ����?������ 

� ' ��2���� ���9���& ���72����� ����?������ 7���$�.2�# ���&��������2�
�� �&�1����2# � ����6�&# /�� ����. �����. ��6��9�2�# ��&� ���&�������� I77��8
����� ���2���2� 7���$��# I77������� ���&��������0 �� �&�1����2# .�&.H��.
cx# ��� c h ���������# �&� x!

��9 ��6�&(��� .�&.���. �?�?-����2 ��6�&(����� � ' ��2����� � ��6�&(�����
��?��� jBk �&. ���������� �&���� 7���$�� )� ��?��&.�2 � �����2� (ω, 0, 1, <,
+, f) ��+��7���$�H F �� f # ��� f h 7���$�.# ���&��������. �� �&�1����2# �
+���6����2# /�� ��&� F +������/�� +� 2���&H p �&. &H?��� ������&(���� p# ��
�����. ����� �����2� .�&.���. ��6��9�2�� 
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�&�� ��H�� ����/��� ����/����� ?���� a# b# c#    !��62�1��# � �������2�"
?���� �?�6��/��( $�&�/��&����� ��������� 

*���������� < !� ' ��2����"� :���$�. W ��6������. ������������" �� ���%���/
��# ��&� ��� ����&�����.�� �&���H-�2 ��&���.2A

< f +������/�� +� 2���&H n �&. ���0 n ∈ ω# n � 2l

D �&. ��.��� ��������/����� ����/��� ��22�

S(x) =
∑
i

(αif(x+ βi))

��-������� ����� δ ∈ ω# /�� &�?� S(x + δ) > f(x) �&. ���0 x ∈ ω# &�?�
S(x+ δ) < −f(x) �&. ���0 x ∈ ωl

@ f ������ ��6������� 

*���������� D !� ' ��2����"� :���$�. W ��6������. 011������� ������������"
�� ���%�����# ��&� ��������� � +�����0 !<" � !D" ��0��.��. I77������� 

���2���2� ����0 7���$�� .�&.H��. cx# x!# ��� c − ������&(��� /��&� !���8
������" 

����( Th(ω, 0, 1, <,+) h ���72����� ����?������ 
�?���2 � I�� �����H ���
����0 ����2�����0 7���$����&(��0 ��2��&� f � F  ��&�/����H �����H ?���2
�?�6��/��( Tf  

g��/����2 +������ 7���$����&(���� ��2��&� ?���� 7���$�.# ���&��������.
�� �&�1����2 f # � ������� h ��+��7���$�. �� f  

*���������� @� �+����&�2 7���$�H F /���6 f �&���H-�2 �?��6�2A

F (0) = F0, F (x+ 1) = f(F (x)),

��� F0 h ��������. ��������� �+����&����H ����2 �?��6�2 7���$�H ?���2 ��8
6����( �����1(��2��" �� f  

*���������� B� ,���2 �������(# /�� ��+��7���$�. F �� f .�&.���. 011�������
�������3��"# ��&� �&. &H?��� ������&(���� p 7���$�. F +������/�� +� 2���&H
p# ��/���. � ���������� ����2����# � +������2# ������� �+����&.���. I77�������
+� p 

g�2���2# /�� � ������ Tf �+����&�2� !�2 jD# Bk" �&���H-�� ��2��&�A ���
������&(��� /��&�# +�������� ��&�2���� Qi(x)# �2��1���� �� ��������� � $�&�8
/��&����� ��&���� �� ��������� )� ?���2 ��+�&(6����( ���1� ��/������# �����
��� �2��� �2��& �&. ������&(��0 /���& 

���1� �+����&�2� �?������ 7���$��A

f−1(x) = b ⇐⇒ f(b) � x ∧ f(b+ 1) > x,

F−1(x) = b ⇐⇒ F (b) � x ∧ F (b+ 1) > x.

��&� f(0) = m > 0, �� ?���2 �/����( f−1(n) = 0, ��� n < m 
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�?��&���� � ������ �+����&�2�0 ��2��&�� �� ���&�/����� ����6���&(��0
��62�1������# +�I��2� � ��&(���9�2 2� ?���2 ��&H/��( ��� I�� ��2��&� � ������
��������� 

)� +����2���������2# /�� ��&� �����H Tf = Th(ω, 0, 1, <,+, f, F )# ��� F I78
7������� +������/��# �?������( +��������2� ��&�2���� � �?�����2� 7���$�8
.2�# �� ��1��. 7��2�&� ?���� I�����&���� ?������������ i�� ?�����������.
7��2�&� �������. +� ��0����� I77�������# ��&� ���&�������� I77������� 


�&��# +� &H?�2� ���2��2� +���&�1���H 2� 2�1�2 ��/��&��( ��� �����8
������� 6��/����# �# �&�������&(��# 2� 2�1�2 ��1� ��2�� +����&��( �&. &H?���
?������������� +���&�1���. 


����� ��6�&(��� .�&.���. ?�&�� �?-�2# /�2 ��6�&(���# +�&�/����� � ��?���
jBk# ��� ��� �� �������(�. � ?�&�� 9�����2� �&���� 7���$��# � �������# ��+��8
2��# �0���� 7�������& ������&(�� +���6��(# /�� ��+��7���$�. F �� x! ?����
I77������� +������/��� 

L& B'�$� %J�D :*% 9-#-* * 9"-#�� Tf

���1�� ����� ����1�2 �����&(�� &�22 

 ���� <� 'H?�. ���&��������. �� �&�1����2 7���$�. f(x) ������ �� 2��&�����#
/�2 &H?�. &������. 7���$�.# ��/���. � ���������� x 

4���
����	����� � ����(� j@k ?�&� +���6���# /�� &H?�. 7���$�.# ���&��������.
�� �&�1����2# ������ �� 2��&�����# /�2 7���$�. I��+������ ���1� 2� 6���2# /��
7���$�. I��+������# ��/���. � ���������� x# ������ ?������ /�2 &H?�. &������.
7���$�. 

 ���� D� ��&� 7���$�. f ���&������� �� �&�1����2# � F h ��+��7���$�. �� f #
�� �&. &H?�� ��������� h ����� ����������� f(F (x + 1) + h) � 3 × f(F (x) + h),
��/���. � ���������� x 

4���
����	����� ��&� f h 7���$�. ���&��������. �� �&�1����2# �� ��-�������
����� δ# /�� f(x+ δ) � 3 × f(x) !�2 j@k" 

��&(6�.�( &�22�� <# +�&�/��2# /�� f(F (x)) � F (x) + δ �� ���(

f(F (x+ 1) + h) = f(f(F (x)) + h) � f(F (x) + h + δ) � 3 × f(F (x) + h).

 ���� @� ��&� f h 7���$�.# ���&��������. �� �&�1����2# �� �&. &H?�� �������8
�� a ��-������� ��������� da# ����. /�� f−1(x× a) � f−1(x) + da 

4���
����	����� 
���# f(u− 1) � x � f(u) �&. ���������� u �����

f−1(f(u− 1)) � f−1(x),

� � u � f−1(x) + 1 � ����(� j@k ?�&� +���6���# /�� �&. &H?�� ��������� a
��-������� ��������� d# ����. /�� f(u + d) � a × f(u) ����� f−1(f(u + d)) �
f−1(a × f(u))# � � u+ d � f−1(a × f(u)) �� �����# +�&�1�� da = d + 1#

f−1(x× a) � f−1(f(u) × a) � u+ d � f−1(x) + 1 + d = f−1(x) + da.
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 ���� B� ��&� 7���$�. f ���&������� �� �&�1����2# F h ��+��7���$�. �� f #
u1 > u2 � f(F (u1) + e) < cf(F (u2) + k) �&. ��������0 �������� c#e#k# �� u2 ��
+�����0���� ��������� ��������� 

4���
����	����� ��� ��� f(F (u1) + e) < cf(F (u2) + k)# ��

f−1(f(F (u1) + e)) � f−1(cf(F (u2) + k)).

��&(6�.�( &�22�� @# +�&�/��2

F (u1) + e = f−1(f(F (u1) + e)) � f−1(cf(F (u2) + k)) � F (u2) + k + dc,

��� dc h ��������� �6 &�22� @ 

���# F (u1) > F (u2)# 6��/�� F (u1) � F (u2+1) = f(F (u2)) � F (u1) < F (u2)+k1#

��� k1 = k + d − e ��&�/��2# /�� F (u2) + k1 � f(F (u2)) 
6 &�22� < �&�����#
/�� F (u2) ������/��� ��������� ����������# �&�������&(��# u2 �� +�����0����
��������� ��������� 

 ���� E� ��&� f h 7���$�.# ���&��������. �� �&�1����2# � ��-������� ����� v#
/��

1
2
× af(v − 1 + k1) < k � 1

2
× af(v + k1),

��� a, k, k1 h ���������# �� I�� v ����������� 

 ���� F� ��&� f h 7���$�.# ���&��������. �� �&�1����2# � F h ��+��7���$�.
�� f # � ��-������� ����� v# /��

1
2
× af(F (v + e − 1) + h) < k � 1

2
× af(F (v + e) + h),

��� a, k, e, h h ���������# �� I�� v ����������� 

��+��( ����1�2 ���� �6 �&����0 �����2 � ������ Tf  

5������ <� ��&� 7���$�. f ���&������� �� �&�1����2 � ��+��7���$�. F �� f
+������/�� +� 2���&H p �&. &H?��� ������&(���� p# �� � ������ Tf &H?�. 7��8
2�&� I�����&����� I�6�����$��&(��� 7��2�&�# 2����$� ������� .�&.���. ?�&����
��2?���$��� +��������� ��&�2���� � ��������� ��22 ����

d +
∑
v

(avf(F (v + fv) + e) + bvf(v + kv) + cvv) !<"

��� a, b, c, d, f, e, k h ���������# � v h +���2����� �6 7��2�&� 

4���
����	����� ��9� 6���/� h +����2�����������(# /�� 7��2�&�

¬(∃x1, . . . , xn)φ !D"

I�����&����� I�6�����$��&(���# ��&� φ h ?�����������. 7��2�&�# +��/�2 +��
I��2 +���?��6������ 2����$� 7��2�&� �� ���.�� ��1���� ��2 ���� ,���2 ��8
&��( I�� �����$��� +� ��&�/����� ���������# ���.-�0 +��&� 6���� ����$���. 

6��/�&(�� ?���2 �/����(# /�� φ .�&.���. ���mH��$��� +��������� ��&�2����
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� ��������� ��22 ���� !<" ���1� �/����2# /�� +�� +��������2 ��&�2���� ���.�
��&(�� ���2� ����A

x+ b, f(x) + c, f(F (x+ h) + e) + d

i���� &���� ��?��(�. !�2 jDk" 
���1�� ����� !�2 j@k"# ��2���2# /�� ��&�2���( /��&� f(u) 6������ �� ��&�2�8

��� u# �� ���( Qi(f(u)+a) I�����&����� ?�&���� ��2?���$�� 7��2�& ����Qj(u+b)
�&. ��������0 j � b � ��������0 &������0 ���������� �&. u ���1� Qi(F (u)+ e)#
� ��&� ����# /�� F (u) +������/�� +� 2���&H p �&. &H?��� ������&(���� p# I�8
����&����� ?�&���� ��2?���$�� 7��2�& ���� Qj(u + b) �&. ��������0 j � b �
��������0 &������0 ���������� �&. u 


�&��# 7��2�&� ����Qi(f(F (u)+e)) I�����&����� ?�&���� ��2?���$�� 7��2�&
���� Qj(F (u) + e) �&. ���������� j � ��������0 &������0 ���������� �&. F (u) 

�-� �����&(�� ������&(��0 6�2�/����A

< ��&� x � y � f(y) < ax �&. ��������� ��������� a# �� x �� +�����0����
��������� ��������� b 

D ��&� x � y � f(F (y + e) + k) � ax# �� x �� 2�1�� +�����0����( ���������
��������� b 

@ ��&� x � y � f(F (y + e) + k) � af(x)# �� x �� 2�1�� +�����0����( ���������
��������� b 

��+��( � ��� &H?�. 7��2�&� .�&.���. ?�&���� ��2?���$��� +��������� ��&�8
2���� ���� Qi(u+ a) � ��������� ��22 ���� (1) 

��&� �&. ������8�� xi �6 7��2�&� (2) /&��� ����� f(xi + k) � f(F (xi + e) + h)
�� �����/�H��. � �����������0 �6 φ# �� ������� �&. I���� xi ���&.���. ��/�� ���
1�# ��� � ���72����� ����?������# +��/�2 +�� I��2 +���?��6������ 2����$�
7��2�&� �� ���.�� ��1���� ��2 ���� !�2 # ��+��2��# jDk" 

��+��( 2� 2�1�2 �/����(# /�� �&. ���0 xi �2����. /&�� f(xi + k) �&� /&��
f(F (xi+ e)+h) ,�6 ������/���. �?-����� 2�1�� �/����(# /�� +���2����� �6 !D"
�+��.��/��� �&���H-�2 �?��6�2A

x1 > x2 > · · · > xn.

�/����2 ���1�# /�� ����� I��0 +���2����0 ��� �����0 ����� I���� 2�1�� ��8
?��(�. � +�2�-(H ����2������. ��6&�/��0 �&�/��� � �?m�������. �0 � +�2�-(H
��6mH��$�� ����. �+���$�. �� ���&�/�� ��&�/����� ��������� +���� ��1��� �6
����( +�&�/����0 7��2�& 

�������2 ��1��� ����������� �6 φ � ����

rk � sk � tk, !@"

��� ��22� sk �����1�� ��&(�� �&����2�� � +���2����2� xi# � ��22� rk � tk ����0
�&����2�0 �� �����1�� ������/���H-�� /&�� rk# 2�1�� �/����(# ���( ������# �
��/����� ���� ������ 2�1�� �6.�( 0 ���0�.. �����$� tk 2�1�� ������������( 

��?���2 ����� ���0 �&����2�0 ���0 sk 2����2�&(��� +� ��&�/��� !?�6 �/�8
�� ��I77�$����� +���� ��2�" i�� ��62�1�� ���&��( � +�2�-(H ����2������.
��6&�/��0 �&�/��� � �?m�������. �0 � +�2�-(H ��6mH��$�� 



BB �� 
	�� �
�


��&� ���( �����&(�� ���������0 2����2�&(��0 !��+��2��# � �&�/�� f(x1) =
f(F (x2))"# �� ��6(2�2 &H?�� �6 ��0 	2��1�2 ��� ����������� (3) �� ��I77�$����
���# /��?� ��I77�$����� +�� I��2 �&����2�2 ���&� ���������2� ����( σ h
�&����2�� � ��I77�$�����2 +� �?��&H���� ��&�/��� 

����( s′k h ������� ��22� sk !?�6 σ" �&����2�� σ 2�1�� �2��( ���� �6 �����A
af(xi + k) �&� af(F (xi + e) + d)# i = 1, . . . , n# ��� a � 1 �&����� ��2����(# /��
�&����2�� σ �� 2�1�� �2��( ��� xi# i = 1, . . . , n# ��� ��� 2� ���6�&�# /�� �&. ���0
xi �2����. /&�� f(xi + k) �&� /&�� f(F (xi + e) + h)# ��# ��&� ?� σ �2�� ��� xi# 2�
+�&�/��2A

xi � f(xi + k) �&� xi � f(F (xi + e) + h).

� �?��0 �&�/�.0# ���&���� ���&����2 � ��/�&� ����6���&(���� 6�2�/���.2 !D" �
!@"# xi �� +�����0���� ��������H ��������� 


���# ��62�1�� ��� �����$��A

< σ +� 2���&H +�����0���� ��1��� s′k �� 2���� /�2 � ��� ��6�#

D σ +� 2���&H 2��(9� 2s′k �&. ���������� k 

�"#*+E ,'@)%E. |σ| � 2|s′k| �&. ���0 k 
����� �&. ��1���� sk �2��2 �$����

1
2
σ � sk � 3

2
σ.

!�" ����( σ = af(xi + k) 

��?���2 rp h 2����2�&(��� �6 ���0 rk# � tq h 2���2�&(��� �6 ���0 tk 

)� 6���2 /��# ��&� f h 7���$�.# ���&��������. �� �&�1����2# �� ��-�������
����� δ #/�� f(x+ δ) � 3 × f(x) !�2 j@k" 

��&� �������

(∃u)
(
rp � 1

2
× af(u+ k) ∧ 3

2
× af(u+ k + 1) � tq

)
,

��# +�&�1�� xi = u# ?���2 �2��(

rk � rp � 1
2
× af(u+ k) � sk

�

tk � tq � 3
2
× af(u+ k + 1) � sk.

��&�/�&�# /�� !@" ��+�&���� �&. ���0 k �&�������&(��# 6�2���� xi �� u#
���������( 7��2�&� !D" �� �62�����. 

��&� 1� ������ u ���# ��

(∀u)
(
rp � 1

2
× af(u+ k) → tq <

3
2
× af(u+ k + 1)

)

�&�� ��62�1�� ��� �����$��A



����������
� 
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!Q"
1
2
× af(k − 1) < rp 

����� 7��2�&� !D" I�����&����� �����A

(∃u)
(

1
2
× af(u− 1 + k) < rp � 1

2
× af(u+ k)∧

∧ ¬(∃x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)
∨

xi∈{u−δ,...,u+δ}
φ

)
.

�� &�22� F ����� u ��&(�� ���� ��� xi � u− δ − 1 �2��2

sp � 3
2
× af(xi + k) � 3

2
× af(u − δ − 1 + k) � 1

2
× af(u + k − 1) < rp,

��� xi � u+ δ + 1 �2��2

sq � 1
2
× af(xi + k) � 1

2
× af(u + δ + 1 + k) � 3

2
× af(u + 1 + k) > tq.

����2 �?��6�2# � � ��2# � � �����2 �&�/�� 7��2�&� φ &�1�� 

!U"
1
2
× af(k − 1) � rp 

����� 7��2�&� !D" I�����&����� �����A

¬(∃x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)
∨

xi∈{0,...,δ}
φ,

+���2� /�� +�� xi � δ + 1 �2��2

sq � 1
2
× af(xi + k) � 1

2
× af(δ + 1 + k) � 3

2
× af(1 + k) > tq.

�� ���( � I��2 �&�/�� 7��2�&� φ &�1�� 

!�" ����( σ = af(F (xi + e) + h) 

��?���2 rp h 2����2�&(��� �6 ���0 rk# � tq h 2���2�&(��� �6 ���0 tk 

��&�

(∃u)
(
rp � 1

2
× af(F (u+ e) + h) ∧ 3

2
× af(F (u+ e + 1) + h) � tq

)
,

��# +�&�1�� xi = u# ?���2 �2��(

rk � rp � 1
2
× af(F (u+ e) + h) � sk

�

tk � tq � 3
2
× af(F (u+ e + 1) + h) >

3
2
× af(F (u+ e) + h) � sk.



BF �� 
	�� �
�


��&�/�&�# /�� !@" ��+�&���� �&. ���0 k �&�������&(��# 6�2���� xi �� u#
���������( 7��2�&� !D" �� �62�����. 

��&� 1� ������ u ���# ��

(∀u)
(
rp � 1

2
× af(F (u+ e) + h) → tq <

3
2
× af(F (u+ e + 1) + h)

)

�&�� ��62�1�� ��� �����$��A

!Q"
1
2
× af(F (e − 1) + h) < rp

����� 7��2�&� !D" I�����&����� �����A

(∃u)
(

1
2
× af(F (u+ e − 1) + h) < rp � 1

2
× af(F (u+ e) + h)∧

∧ ¬(∃x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)
∨

xi∈{u−1,u,u+1}
φ

)
.

�� &�22� = ����� u ��&(�� ���� ��� xi � u − 2# +�&(6�.�( &�22�� D#
�2��2

sp � 3
2
× af(F (xi + e) + h) � 3

2
× af(F (u− 2 + e) + h) �

� 1
2
× af(F (u− 1 + e) + h) < rp,

��� xi � u+ 2# +�&(6�.�( &�22�� D# �2��2

sq � 1
2
×af(F (xi+e)+h) � 1

2
×af(F (u+2+e)+h) � 3

2
×af(F (u+1+e)+h) > tq.

����2 �?��6�2# � � ��2# � � �����2 �&�/�� 7��2�&� φ &�1�� 

!U"
1
2
× af(F (e − 1) + h) � rp

����� 7��2�&� !D" I�����&����� �����A

¬(∃x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)
∨

xi∈{0,1}
φ,

+���2� /�� +�� xi � 2# +�&(6�.�( &�22�� D# �2��2

sq � 1
2
×af(F (xi+e)+h) � 1

2
×af(F (2+e)+h) � 3

2
×af(F (1+e)+h) > tq.

�� ���( � I��2 �&�/�� 7��2�&� φ &�1�� 



����������
� 
����� Tf = Th(ω, 0, 1, <, +, f(x), F (x)) B=

�9-#-E ,'@)%E. |σ| < 2|s′k| �&. ���������� k 
��?���2 � sk ������ +� ��&�/��� �6 �&����2�0 !?�6 �/��� ��I77�$����� +���� ��8
2�" ��&� 2����2�&(��0 �&����2�0 ?�&� �����&(��# �� ?���2 ������ 2����2�&(8
��� 	2��1�2 I�� �&����2�� �� ��I77�$����# ������� ���.& +���� ��2 ��&�/��8
��� �&����2�� +� �?��&H���� ��&�/��� ?���2 �?�6��/��( τk ����( c h ��������.
��22� 2���&�� ���0 ��I77�$������ �6 s′k# �� ���( ��������. ��������� �����
+�&�/��2A

σ < cτk.

�&����2�� τk 2�1�� �2��( ���� �6 �����A bf(xj + k)# bf(F (xj + e) + h) �&� bxj #
j = 1, . . . , n# ��� b � 1 ����2����2 ��� �&�/�� �&. τk � +���1�2# ��� � ��1��2 �6
��0 2�1�� �2��(9��( ��&�/����� ��������� � 7��2�&� !D" 

< σ = af(xi + k), τk = bf(xj + k1).


2��2A
f(xj + k1) � f(xi + k) � af(xi + k) < cbf(xj + k1),

f(xj + k1) � f(xi + k) <
cb

a
f(xj + k1),

f−1(f(xj + k1)) � xi + k � f−1

(
cb

a
f(xj + k1)

)
.


�&��# +� &�22� @# +�&�/��2A

xj + k1 � xi + k � f−1(f(xj + k1)) + d,

xj + k1 � xi + k � xj + k1 + d,

����� +�&�/��2# /�� xi 2�1�� +����2��( ����/��� ��&�/����� 6��/����A

xj + k1 − k, . . . , xj + k1 − k + d,

� 2�1�� �2���� xi +��������( I�� 6��/���.# �?m������ +�&�/����� 7��2�&�
��6mH��$��� 

D σ = af(xi + k), τk = bf(F (xj + e) + h) 

��&� � ����28�� sl �����1���. /&�� f(F (xi+e)+h)# �� +�&�/��2 f(F (xi+e)+
h) � f(xi+k) �# ���&���� ���&����2� � ��/�&� ����6���&(���� 6�2�/���H !@"#
xi �� +�����0���� ��������H ��������� ��&� 1� �� � ����2 sl �� �����1���.
/&�� f(F (xi + e) + h), �2��2A

f(F (xj + e) + h) � f(xi + k) � af(xi + k) < cbf(F (xj + e) + h),

f(F (xj + e) + h) � f(xi + k) <
cb

a
f(F (xj + e) + h),

f−1(f(F (xj + e) + h)) � xi + k � f−1

(
cb

a
f(F (xj + e) + h)

)
.


�&��# +� &�22� @# +�&�/��2A

F (xj + e) + h � xi + k � f−1(f(F (xj + e) + h)) + d,



BC �� 
	�� �
�


F (xj + e) + h � xi + k � F (xj + e) + h + d,

����� +�&�/��2# /�� xi 2�1�� +����2��( ����/��� ��&�/����� 6��/����A

F (xj + e) + h − k, . . . , F (xj + e) + h − k + d

� 2�1�� �2���� xi +��������( I�� 6��/���.# �?m������ +�&�/����� 7��2�&�
��6mH��$��� 

@ σ = af(xi + k), τk = bxj , j � 1.

��62�1�� ��� �&�/�.A

!Q" bxj � af(xi + k) 

2��2A

bxj � af(xi + k) < cbxj ,

��� ��� � ��/�&� ��9��� ����6���&(���� 2� ���6�&�# /�� �&. ���0 xj
�2����. /&�� f(xj+k1) �&� /&�� f(F (xj+e)+h)# �� � ����28�� sl (l �= k)
�����1���. /&�� f(F (xj + e) + h) �&� f(xj + k1) 
��&� � ����28�� sl (l �= k) �����1���. /&�� f(F (xj+e)+h)# �� +�&�/��2

f(F (xj + e) + h) � f(xi + k),

af(xi + k) � cbxj ,

f(F (xj + e) + h) � cb

a
xj ,

�# ���&���� ���&����2� � ��/�&� ����6���&(���� 6�2�/���H !D"# xj ��
+�����0���� ��������H ��������� 

��&� � ����28�� sl (l �= k) �����1���. /&�� f(xj + k1)# �� +�&�/��2

f(xj + k1) � f(xi + k),

af(xi + k) � cbxj ,

f(xj + k1) � cb

a
xj ,

�# ���&���� ���&����2� � ��/�&� ����6���&(���� 6�2�/���H !<"# xj ��
+�����0���� ��������H ��������� 

!U" bxj > af(xi + k) 

2��2A

xj � af(xi + k) < bxj .


�&�� ����2������. ���&���/�� �&�/�H !Q" 

B σ = af(F (xi + e) + h), τk = bxj .

��62�1�� ��� �&�/�.A
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!Q" bxj � af(F (xi + e) + h) 

2��2A

bxj � af(F (xi + e) + h) < cbxj ,

��� ��� � ��/�&� ��9��� ����6���&(���� 2� ���6�&�# /�� �&. ���0 xj
�2����. /&�� f(xj + k1) �&� /&�� f(F (xj + e1) + h1)# �� � ����28�� sl
(l �= k) �����1���. /&�� f(F (xj + e1) + h1) �&� f(xj + k1) 
��&� � ����28�� sl (l �= k) �����1���. /&�� f(F (xj+e1)+h1)# �� +�&�/��2

f(F (xj + e1) + h1) � f(F (xi + e) + h),

af(F (xi + e) + h) � cbxj ,

f(F (xj + e1) + h1) � cb

a
xj ,

�# ���&���� ���&����2� � ��/�&� ����6���&(���� 6�2�/���H !D"# xj ��
+�����0���� ��������H ��������� 

��&� � ����28�� sl (l �= k) �����1���. /&�� f(xj + k1)# �� +�&�/��2

f(xj + k1) � f(F (xi + e) + h),

af(F (xi + e) + h) � cbxj ,

f(xj + k1) � cb

a
xj ,

�# ���&���� ���&����2� � ��/�&� ����6���&(���� 6�2�/���H !<"# xj ��
+�����0���� ��������H ��������� 

!U" bxj > af(F (xi + e) + h) 
2��2A

xj � af(F (xi + e) + h) < bxj


�&�� ����2������. ���&���/�� �&�/�H !Q" 

E σ = af(F (xi + e) + h), τk = bf(xj + k).


2��2A

f(xj + k) � f(F (xi + e) + h) � af(F (xi + e) + h) < cbf(xj + k).

��&� � ����28�� sl (l �= k) �����1���. /&�� f(F (xj + e1) + h1)# �� +�&�/��2

f(F (xj + e1) + h1) � f(F (xi + e) + h),

af(F (xi + e) + h) � cbf(xj + k),

f(F (xj + e1) + h1) � cb

a
f(xj + k),

�# ���&���� ���&����2� � ��/�&� ����6���&(���� 6�2�/���H !@"# xj �� +��8
���0���� ��������H ��������� 



E> �� 
	�� �
�


��&� 1� �� � ����2 sl �� �����1���. /&�� f(F (xj + e1) + h1), �� +�&�/��2#
/��

f(xj + k) � f(F (xi + e) + h) � f(F (xi + e) + h) <
cb

a
f(xj + k).

���H�� �&�����

f−1(f(F (xi + e) + h)) < f−1

(
cb

a
f(xj + k)

)
�

f−1(f(xj + k)) � f−1(f(F (xi + e) + h)).

��&(6�.�( &�22�� @# +�&�/��2

F (xi + e) + h < f−1(f(xj + k)) + d � xj + k � F (xi + e) + h,

F (xi + e) + h − d < xj + k � xj + k � F (xi + e) + h,

+�&�/�&�# /�� xj 2�1�� +����2��( &�9( 6��/���. �� ����6��

[F (xi + e) + h − d − k;F (xi + e) + h − k] ,

�� ���( �2���� �������� +� xj 2�1�� ��+����( ��6mH��$�H 7��2�& 

F σ = af(F (xi + e) + h), τk = bf(F (xj + e1) + h1).


2��2A
f(F (xj + e1) + h1) � f(F (xi + e) + h)

�
af(F (xi + e) + h) < cbf(F (xj + e1) + h1).

��&� xj + e1 < xi + e# ��# ���&���� &�22� B# xj �� +�����0���� ���������
���������# ��&� xj + e1 > xi + e# ��# ���&���� &�22� B# xi �� +�����0����
��������� ���������# ��&� 1� xj + e1 = xi + e# �� � ��/����� xj ��6(2�2
xi + e − e1 


���# 2� �?���&��(# /�� � +����2 �&�/�� ��&�/����� I&�2������2�0 ���������
2�1�� �2��(9��(# ��?��&.. ����� �������� ��-���������. +���� ����$����2# �
�� �����2 h ��������( �0 ��&�/�����# ��+�&(6�. �2���� ��������� ��6mH��$�H 

��������� <� ��&� f h I77������� ���&��������. �� �&�1����2 7���$�.# � ��8
+��7���$�. F �� f I77������� +������/��# �� +��������. � �����2� < I77��8
����� 

��+��( ����1�2 �&����H �����2� ��9�� ��?��� 

5������ D� ����( f h ���&��������. �� �&�1����2 7���$�. � ��+��7���$�. F
�� f +������/�� +� 2���&H p �&. &H?��� ������&(���� p ����( Tf = Th(ω, 0, 1, <
,+, f(x), F (x))# ����� ��&� �����H Tf �?������( +��������2� ��&�2���� � �?���8
��2� 7���$�.2� �&. f � F # �� � �?���-����� ������ &H?�. 7��2�&� ?���� I�8
����&����� ?������������ 7��2�&� 



����������
� 
����� Tf = Th(ω, 0, 1, <, +, f(x), F (x)) E<

4���
����	����� )� � +������-�� �����2� ��������&�# /�� ��&� f ���&�������
�� �&�1����2 � ��+��7���$�. F +������/�� +� 2���&H p �&. &H?��� ������&(8
���� p# �� � ������ Tf &H?�. 7��2�&� I�����&����� I�6�����$��&(��� 7��2�&� 

��2 ����&��( ����6��(# /�� 7��2�&�

(∃x1, . . . , xn)φ !B"

I�����&����� ?������������ 
,���2 ����6����( I�� �����$��� +� ��&�/����� ��������� 
i�� ����6���&(���� +�/�� � ��/����� +�����.�� ����6���&(���� +������-��

�����2�# � ��2 &�9( ��&�/��2# /�� � �&�/�� 1 ���2� tk � rk �����1�� ��&(��
��������� � ���?����� +���2����� 

� �&�/�� !�" 2� 2�1�2 � ��/����� +���2����� u �6.�(

f−1

(
2rp
a

)
− k �&� f−1

(
2rp
a

)
− k − 1.

� �&�/�� !�" 2� 2�1�2 �2���� +���2����� u �6.�(

F−1

(
f−1

(
2rp
a

)
− h

)
− e �&� F−1

(
f−1

(
2rp
a

)
− h

)
− e − 1.

��������� D� ��&� f h I77������� ���&��������. �� �&�1����2 7���$�.# � ��8
+��7���$�. F �� f I77������� +������/��# �� � ������ Tf # �?���-����� +������8
��2� ��&�2���� � �?�����2� 7���$�.2� �&. f � F # &H?�. 7��2�&� I�����&�����
?������������ 7��2�&�# ������. �������. +� ��0����� I77������� 

�%:'()" �"

)� ��������&�# /�� ��&� f h I77������� ���&��������. �� �&�1����2 7���8
$�. � ��+��7���$�. F I77������� +������/��# �� � ������ Tf &H?�. 7��2�&�
I�����&����� ?������������ 7��2�&�# ������. �������. +� ��0����� I77�������#
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