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� ��2��0 ?����������� +��0��� � ��������/����2 6���/�2 +���&�1��
����� 2���� ��������6�$�� �+�������� ���+����&���.# ���������� ��
+���$�+�# ��6�����2 �+���$�+�2 ���&������������ �����2��������8
���� +��2������ +���&�1������ 2����� � 6���/� �������&(���� �$���8
����. +���2����� ?���2��&(����# +������������� � ���2�&(���� ���8
+����&���� 

� RN] VNZMT^ ZT \ONGXW` QR : ;=>?=> ^X\ZSXU[ZXTR ]MNR [\XRY ZMN �Q`N\
QOOSTQGM X\ OSTOT\N^ UQ\N^ TR ZMN GTR\X\ZNRG` OSXRGXOPN LMX\ OSXRGXOPN
X\ SNWNSSN^ ZT Q\ ZMN @?AB>BCDA@E ;=>A@>;<D# \XRGN XZ Q\\[VN\# TR ZMN TRN
MQR^# ZMN [RXWTSVXZ` TW ZMN : ;=>?=> ^NR\XZXN\ QR^ ZMN PXtNPXMTT^ W[RGZXTR
TW ZMN OQSQVNZNS QR^# TR ZMN TZMNS MQR^# ZMN Nc[QPXZ` TW ZMN WSNc[NRG` QR^
�Q`N\ OTXRZ N\ZXVQZN\ LMN RTZXTR\ TW ZMN _^[GXQP qX\GMNS ZMNTS` QSN [\N^
ZT ^NZNSVXRN ZMN GPQ\\ TW ZMN : ;=>?=> ^X\ZSXU[ZXTR\ LM[\# ]N OSTOT\N ZMN
GTR\X\ZNRG` OSXRGXOPN [RXW`XRY ZMN WSNc[NRG #̀ �Q`N\# QR^ _^[GXQP QOOSTQGMN\
TW VQZMNVQZXGQP \ZQZX\ZXG\ LMN VNZMT^ X\ [\N^ ZT \TPaN ZMN OSTUPNV TW
XRZNSaQP N\ZXVQZXTR\ TW ZMN GPQ\\X_GQZXTR NSSTS OSTUQUXPXZ` XR aQSXT[\ \ZQZX\8
ZXGQP VT^NP\ !UXRTVXQP# OTP`RTVXQP# {TX\\TR QR^ RTSVQP" 

�'()"*+" ,'-*%. 2���2���/����. ����������# ��������&(��� �$���8
����� +���2�����# ?���������� +��0��# �+������� ���+����&���� 
/0123456. : ;=>?=> ^X\ZSXU[ZXTR# �Q`N\ QOOSTQGM# GTR\X\ZNRG` OSXRGXOPN#
XRZNSaQP N\ZXVQZXTR 
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�������. ��������( +��2�����. ?����������� +��0��� �&. +�&�/���. �������
�� ������ ��������/������ I��+���2���� ������� � ���?0���2���� ��������6�$��
�+�������� ���+����&���. 

��� ��&�/�� � ���&�������&. ��6�&(����� ���&���/��0 I��+���2�����# +��8
����2�0 �����# ��62�1�� ��+�&(6������ ���� �&� ����� 2����� ���������&���.
�+�������� ���+����&���. � ��2��0 I2+���/������ ?����������� +��0��� ��� ��8
�������� ���6����0 �����0 ����� ��62�1����� ��� � I��0 �&�/�.0 �?�/�� +��8
?���H� � +����&��� ,����� !��� ��6���H� ���1� +���$�+�2 ���������.������
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�&� 6�����2 ���������/���� ��������. '�+&���"# ������� �������&�����# /�� ��8
&� ��/��� �� �6������ � +���2���� θ# � �� �62��.���. �� ����/��2 �������&�# �� �
��/����� �+�������� ���+����&���. +����2�H� �����2����� � <JBC � � 
1�78
7���� ���9���& +����&�� ,�����# +���&�1�� � � ����1���������� �+�������
���+����&���� �&. ���6�������� +���2���� θ !� +&������(H# +��+��$����&(���
���������2� ����H �� �+����&���&. ��7��2�$������ 2����$� :�9���"# ������
I��� +��0�� +��2��.���. � 2�1�� +�������( � ����2 ��6�&(����2 &�9( � �&�/��
+�&�?������/��� �?&���� �62�����. θ j<E# <<k 


6������ � ������ �+���?� ��������6�$�� �+�������� ���+����&���.# ����8
������ �� ��+�&(6������ +���$�+� ���2��(9�� ��7��2���������# +��.��� ��?m8
�������� ����.������# 7���$�� +�&�6�����# ������. � � � j@k ������ +��2������
�0 ���(2� ������/��� � jDk ����2������H��. 2����� +���2����/������ �$���8
����. +&�������� ����.�������l �2� 2�1�� ���+�&(6����(�. �&. ���������&���.
�+�������� ���+����&���. 

� ������ ��?��� +���&������. ����� +���$�+ ��������6�$�� �+�������� ���8
+����&���. ���6������� ��&�/��� θ# �+����&.H-�� ���+����&���� Pθ(ξ) �&�/��8
��� ��&�/��� ξ# 6��/���. ������� ��?&H��H��. � ��������/����2 I��+���2���� 
����$�+ ������� � ���6���� !<" ���������� ������������� �&. ������ ��������8
/����� 2���&� �&���� Gc ��62�1��0 �+������0 ���+����&����# +���2����6�8
������� ����/��2����2 +���2����2 γ � !D" 2����� ��0�1����. 6��/���. γ +�
��6�&(����2 ��������/������ I��+���2���� 


����� +���$�+ 2� ?���2 ��6����( ����2���� ���������������# +����&(��
�� +�&�����# � ����� �������# ������+����( �+������0 +&�������� � 7���$��
+�����+���?�. +���2���� θ# � � ������ h ��������� ��� �&����/����� /��������
� ?���������� ��/�/��0 �$���� ���?������ ���&����������� ���0 ���6����0 ��8
��� +�������&.���. �+�&�� �����������2 g�2���2# /�� +������������ /��������
� ?���������� �$���� +��2��.���. � 2���2���/����� ���������� +�� ����2����8
��� 2���2�����0 ��/�/��0 �$���� � ��0�1����. �����������H-��� � � ���2����
?&���+��.����� �+�������� ���+����&���. ��� �+����&���� �&���� �+������0
���+����&���� Gc ��+�&(6�H��. +��.��. 7���$��&(��� ������ � :�9��� ��8
��2 �?��6�2# +���&����2�� +���$�+ ���&����������� �?m����.�� �&����/�����
/��������# ?���������� � 7���$��&(��� +��0��� 2���2���/����� ���������� 

��&�/����� �� ������ ���6������ +���$�+� �+������� ���+����&���� �+����8
&.�� �+�����������# ������� � ��+�&(6����. �&. +�&�/���. ��������/����0 ��9�8
���# � ��9�� ��?��� h �&. ��������&(���� �$�������. ���6�������� +���2����
θ 


����� +�0�� � ��/�&� ?�& +���&�1�� ?�6 �?��������. � jBk � ��6��� 6���2 �
jE# Fk 

<& �-)") -" � � 9"#*%'> -" -J" �*% �" A%#%$"9#-* #%,A#"7"'" �E ,'@�
)%E +G *"'�)� 


����� ��6��& ����� ��+�2�����&(��8�+����/��� 0������� g���( ���1� ?�8
��� +�������� ��1��� �&. ��&(���9��� �+����&���� ��+�.1������ ��������&(8
�� ��������� ��������/����� 2���&� ��2������ �+������0 ���+����&���� ���
���+����&����� +��.��. � ���&�� 2���� ?��( ������� � j<# C# <<# <D# <Bk 
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����2����2 2���&( +������� ��?���# ��.6����H � ����������2 ��?&H�����2
��� �&�/����2 I&�2����2 ξ# +����2�H-�2 6��/���. � X � ��.6����H � ���
+���2����6������H ��������/����H ���������

(X , B(X ), P) g���( B(X ) h σ8
�&��?�� ��?���� �� X # � P = {Pθ(ξ), θ ∈ Θ} h +���2����/����� ��2������
���+����&���� �� (X , B(X ))# ��� Θ h ����/��2����� +����������� �62�����.
+���2���� θ 

��� +��������� n I&�2�������0 I��+���2����� !��?&H�����"# �?��6����. ��8
�������

(Xn, B(Xn), Pn) Xn# ��� �6������# ��6���H� ��?���/��2 +�������8
����2 i�� 2��1����� �����62�1��0 6��/���� ��������/����0 �����0# +�&�/��8
��0 � 0��� ��+�&����. n ��6�����2� +���������0 �����/��0 ��?&H����� ���
�&�/����� ��&�/���� ξ ��������/����H ��������� 2� ?���2 ��6����( +� ��+�
���+����&���. ξ !?���2��&(��.# +�����������.# ���2�&(��. � � � " 


�&�� 2� +�&����2# /�� Θ ⊆ R � X ⊆ R# ��� � +����&.H-�2 ?�&(9������
+�����/����0 6���/ :���$�� ���+����&���. 2� ?���2 �?�6��/��( +��+����2�#
� �����������H-�� +&������� !� ��+�������2 �&�/��" �&� 7���$�� ����.������
!� ���������2 �&�/��" h ����/��2� ?����2�A ��� pθ(ξ) ���( +&������( ���+��8
��&���. Pθ(ξ) 

� ��2��0 /��������� +��0��� �����2 ��/�/��H �$���� ���6�������� ���������
6��/���. θ∗ 
6������# /�� +�� �� �/��( 1�����0 ������/���.0 2����2� �0���8
9�2�� ��������/����2� ��������2� �?&����� �$���� θ̂L 2����2�&(���� +�����8
+���?�. !~�8�$����"# �+����&.�2�. ���

θ̂L = argmax
θ∈Θ

L(θ, x) = θ̂L(x) ,

��� Θ h 6�2������ 2��1����� Θ# � L(θ, x) ∝ pθ(x) h 7���$�. +�����+���?�.
+���2���� θ �&. �����0 x = (x1, . . . , xn) ∈ Xn ⊆ R

n �

L(θ, x) =
n∏
i=1

pθ(xi) .

,���2 ��&�� +���+�&����( ��-���������� ��������&(��� �?&���� �&. θ � ���� ��8
�����&� J(η) = (θ−(x, η), θ+(x, η)) ∈ Θ# ��� η h ��I77�$���� ������. 	��6����
�� ��&�/��� η � 7���$����&(��H 6�����2���( �����$ �������&� ?���2 ������
�+�����( � ��+�&(6����( �?�6��/���� |J(η)| = (θ+ − θ−) �&. �&��� �������&�
J(η) 

����2����2 ������ 2������� +��������. ���2�������0 !���?�&�� ��&�����8
��0"# 7���$��&(��0 � ?���������0 ��������&(��0 �������&�� ���������� ����8
/��9�0 ��������&(��0 �������&�� 2� ����2�������( �� ?���2# +����&(�� � ?�&(8
9������ +�����/���� ��1��0 �&�/��� ��� ���+���H� � ���2�������2� 

� �&�/��# ����� Pθ(ξ) h ��+�������� ���+����&����# +���������  "E$% -*�
,:�G ��������&(��0 �������&�� �������� �� �&���H-�2 �����1����� 

�9*"#F7" �"& 6�������%��� 3�� (x1, . . . , xn) 7 ��)���� �
 ������������
 �
����������" 1(��2��" ������������
 F (ξ | θ) = Pθ(ξ)� 6(��	 1(��2�
 q(x1, . . . ,
xn | θ)

<" ���������� � ��%��" ��3�� θ ��������� (θ1, θ2)� �����%����� θ∗� � �
��%��" ��3�� ��)���3���� ������������ Xn = R

n� 
� ����!3������ ��
/
��%��� ��F	 ���%����� ����
�������" ���� G�
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D" ���������� � ��������� ()����� ��� ��
������� �� θ �
@" ����� 1(��2�! ������������
� �� 
����
�(! �� θ�

H��� (q1, q2) 7 ��������� ��
 �������� P { q1 < q < q2 | θ } = η� �� ��� ��������

��3���� ��������� θ� ������ θ∗� ��F���
 θ− � θ+ I��� θ− < θ+J (�������"

q(x1, . . . , xn | θ) =

{
q1

q2

�(�����(!�� � (θ−, θ+) 7 100η/���2�����" ���������	��" �������� ��
 θ∗�

g���( .���# /�� ��&� 7���$�. q(x1, . . . , xn | θ) ������ 2��������# �� �������&
(q1, q2) �+����&.���. ����6��/�� 

����( 7���$�. ���+����&���. ��������� ��/�/��� �$���� θ̂ ���( F (t | θ) 
����� � ��/����� q(x1, . . . , xn | θ) 2�1�� �6.�( F (θ̂ | θ) i�� 7���$�H ��6�8

��H� ���2�������2 ��������&(��2 ���+����&����2 ���������� θ̂ � ��/����� θ̂
2�1�� �6.�( ~�8�$���� θ̂L 
&. �� 7���$�� ���+����&���. F (θ̂L | θ) ��&���. ��8
��&.������ <" K @" � ��9�+���������2 �����1����� ��+�&�.H��. +�/�� �� ���0
���������0 �&. +������� �&�/�.0 
�&��# �?�/�� ����2������H� $�����&(���
�������&��# +���.� �2���� q1 � q2 ��&�/��� P � 1 − P # ��� 0.5 � P < 1 
����� η ?���� ����.�(�. 2P − 1 � �����$� θ−, θ+ ���2�������0 �������&��
JN (2P − 1) = (θ−, θ+) �+����&.�(�. ��� ��9���. ���������

F (θ̂L | θ) =

{
P,

1 − P.
!<"

��&� Pθ(ξ) h ���������� ���+����&����# �� +�� �+����&���� ��������&(��0
�������&�� ��6����H� ���+����&�������# ��.6����� � ��������2� �����������8
2�# +�.�&.H-�2��. � !<" �2���� �������� 
&. ��.��. I��0 ���+����&��������
I77������� +���2 �����2�6�$��# 6��&H/�H-���. � ��?��&���� � ����������
�&�/����� ��&�/��� �����2���� ���+����&����� ��+�������� ���# /��?� +�&�8
/����. ��22� �2�&� ?� ��+�������� ���+����&���� � ��6�&(���� �����2�6�$��
��������&(��� �������&� ��1� �����/���H��.�# �� +�.�&.H��. ��� ���+����&�8
��.# +� ����2� �6 ������0 �+����&.H� ���0�HH# � +� �����2� ��1�HH �����$�
�������&� J(η) 


�&�� 2� ����2����2 +��.��. U�7@J�%'> -E ������ � :�9���# +�� I��2
7���$��&(��� ��������&(��� �������&� ?���2 ���1� ��6����( 7�9�������2� 
��&� � ��������/����� ���������

(X , B(X ), P) � +���2����/����2 ��2������
{Pθ(ξ), θ ∈ Θ}# ��� X ⊆ R � Θ ⊆ R 7���$�. ���+����&���. F (t | θ) �����8
����� s �?����� � �����2 θ ���# /�� F ∗(t | θ) = 1 − F (t | θ)# ����2�������2�.
��� 7���$�. �� θ �?&����� ��������2� 7���$�� ���+����&���.# F ∗ ��6���H�
1��(2���	��� �������������� +���2���� θ � ����� � ��/����� s ��+�&(6����.
�������/��. ����������# ���6����� ��&���. �?�/�� ��+�&�.H��. 
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 C<

����2 �?��6�2# � ��/����(H �� 2�&(��+&��������� ��������� 7���$��&(���
���+����&���� +�&�/����.# ����� 7���$�. +�����+���?�. L(θ, x) ����2������8
���. ��� 7���$�. �� θ !� 6���( θ �����+��� ��� �&�/����. ��&�/���" ��I��2�
7���$��&(��� ��������&(��� �������&� ��6���H� ���1� �������&(��2� �$��8
��2� 2����2�&(���� +�����+���?�. 

� �&�/��# ����� Pθ(ξ) h ��+�������� ���+����&����# �����$� θ− � θ+ 7���8
$��&(���� �������&� �+����&.H� ��9����2 �����2�A⎧⎪⎨⎪⎩

F (θ+ | x, γ) − F (θ− | x, γ) = η ,

f(θ+ | x, γ) = f(θ− | x, γ) ,

��� h(θ | x, γ) h ��+�������. ���2���&(��. +&������( �+������������ ���+����8
&���. 	��6����� ��9� ��&���. �?�/�� 6�+�����H� ��2+������A �����$� θ−, θ+

�������&� �+����&.H��. ��� ��9���. ��������� !<"# ��� � &���� /���� ����� 7�8
��$��&(��. 7���$�. ���+����&���. F (θ | x, γ) 

��&� Pθ(ξ) h ���������� ���+����&����# �� ��6����H� �� 1� ���+����&����8
���# /�� � � /�������2 �&�/�� g���( ���1� +�.�&.H��. ��� ���+����&���. �&.
�+����&���. ���0��� � ��1��� �����$ �������&� ��1��� 

�������2 ��+��( � ����2������H I"E",-*,:-!- +��0��� � +��������H �����8
��&(��0 �$���� ����+�&�1�2# /�� 6���� �&��� {G(θ | γ), γ ∈ Γ} �+������0
���+����&���� +���2���� θ � 7���$�.2� ���+����&���� G(θ | γ)# ��� γ h ����/8
��2����� +���2��� �6 ��������� �?&���� Γ ����� �+����������� ���+����&����
H(θ | x, γ) +���2���� θ ��0��.� �6 ������9���.

dH(θ | x, γ) ∝ L(θ, x) · dG(θ | γ) . !D"

���H��# � /��������# �����# /�� �+������. 2��� 2�1�� � �� ?��( ����.�������� 
i��2 ������ +�&(6�H��. �� +�������# ��?���. � ��/����� �+�������� � � ����)/
�������� ������������
# 6������2�� ������$���&(��� +&������(H# �������& ��
������� +� ���2� +����������� ?������/�� !��+��2��# +&������( +����.��� ��
R" ����� ��?�� ��62�1��# ��&� +�&�/����� �+����������� ���+����&���� ���6�8
�����. ��?�������2# /��# �+��/�2# +�&�/����. �������/�� /���� 


����� �+���? +��2�����. ����?�������0 ���+����&���� ������� � �&���H-�2
jCk 
�+�&(6�H� ��?�������� �+������� ���+����&����# 6����.-�� �� ����������
+���2���� α �� ��6�&(����2 ��������/������ I��+���2���� ����.� �+��������8
��� ���+����&���� � 6���2 ��0��.� ��� +����&(��� 6��/���� +�� ����2&���� α �
��������2� +����&(��2� 6��/���H n���� +�&�/����� +����&(��� ���+����&����
+���2���� θ ���6������. ��?�������2# ��1� ��&� �2� �� ������������� �������
��?�������� �+������� ���+����&���� 

����( ������+����( �����62�1��0 �+����������0 ���+����&���� �?��6��� 2��8
1����� H = {H(θ | x, γ), x ∈ Xn, γ ∈ Γ} )� �/����2 7���$�� �6 H ��77����8
$����2�2� � ������ �������2� +� θ# /�� �2��� 2���� +�/�� �&. ���0 +�����/����
��1��0 �&�/��� 

	��?�� ��?����( �+������� ���+����&���� �6 �+�$��&(�� +���?������� �&.
������ ��������/����� ��������� ��2������ ���+����&���� G = {G(θ | γ), γ ∈ Γ}#
� �2���� �6 � � ��+�.1����0 ��2����� ���+����&���� ��2������ ���+����&����
G ��6������. ����
%����� ����"����� ��������+ ������������" ��������&(��



CD ����� �
�


��������/����� 2���&�
(X , B(X ), P) +�&�/���. ��������/����0 �����0 x ∈ X #

��&� +�� ��?��� � ��/����� �+�������� ���+����&���. G = G(θ | γ0) ∈ G +��
&H?�2 �?m�2� ��?���� � &H?�0 ��?&H�����0 � I��+���2���� 6��/���.0 �&�8
/����� ��&�/��� �+����������� ���+����&���� H ���1� +�����&�1�� G# � � 
H = G(θ | γ(x, γ0) 

��&�/�� � ������ ��������/����� 2���&� ��+�.1������ ��2������ �+������0
���+����&���� ��.6��� � ��-����������2 �&. ��� �������/��� ���������� 7����8
�������� ��62������� �&. &H?��� �?m�2� ��?���� � 6�2�������(H �����������8
H-��� ��2������ ��������&(�� �2��1���. ���&����� �6��/���# /�� �&. &H?�0
θ ∈ Θ � γ1, γ2 ∈ Γ ��-������� γ3 ∈ Γ �����# /��

g(θ | γ3) ∝ g(θ | γ1) · g(θ | γ2)

!�&. 7���$�� ���+����&���. I�� �6��/���# /�� ��-������� �����������H-�. �����8
��" 

� ���H �/����(# �������/��� ���������� ���6������ ��+�# �2�H��. &�9( !+��
��+�&����� ��������0 ��&���� ����&.������" � � � 0����������+ ���+����&�8
���# �&. ������0 �2��� 2���� +�������&����

Pθ(ξ) = a(θ) · b(ξ) · exp
[ k∑
i=1

gi(θ)hi(ξ)
]
.

������/���� ��+�&(6��2�� ���+����&���. .�&.H��.# ��� +����&�# I��+�������8
2� 
��&H/����2 .�&.���. �����2����� ���+����&����A ��� �� I��+�������# +�8
���&(�� �&. ���� �� ��+�&�.���. ���� �6 �+�2.����0 ��&���� ����&.������ !6�8
�&H/�H-���. � ��2# /�� +��2��1����� X # �&. �������� pθ(ξ) > 0 �� 6������ ��
6��/���. θ ∈ Θ" � ��1� ���2. �����2����� ���+����&���� �2��� �������/��H
���������� 

��������� ����2 �?��6�2 +��.��� ��+�.1������� ���+����� � ���&��������8
��(H � �2��&� j<Dk ��2����� ���+����&���� ξ � θ# � �&��� G ?���� �����1��(
7���$��&(��� ���+����&���. θ ��+�.1����2� ?����# ��+��2��# ��2������ ?���8
���+����&���� ��������&(�� ?���2��&(��� � ����$���&(��8?���2��&(��� �����8
���/����� 2���&��# ��22�8���+����&���� ��������&(�� +������������ � I��+����8
$��&(��� 2���&��# ��2������ ������������0 � ���0��������0 ���+����&���� ��8
���� ��������&(�� �����2����0 �� (0, θ) � (θ1, θ2) 2���&�� �������������� � � � 

,���������� ��/�/��� �$����� θ̂B ��&�/��� θ∗ +�� ��������/��� 7���$��
+����( L(θ∗, x) ?���� 2���2���/����� �1������ μH = μH(x, γ) �+������������
���+����&���. )� ������/�2�. ����2�������2 �2���� ����0# ��+�&(6��2�0 �
+����&.H-�2 ?�&(9������ +�����/����0 �&�/��� 7���$�� +����( � �/����(# /��

θ̂B = μH = θ̂B(x, γ) .

g�2���2# /�� +�� 7���$�� +����( L(θ∗, x) = |θ∗ − x| �$����� ?���� 2������
�+������������ ���+����&���. ��&� +�� ���2���&(��� �+����������� +&�������
���+����&���. h(x) 7��2�&(�� +���.�( L(θ∗, arg max

x
{h(x)}) = 0 � L > 0 ���8

/�# �� θ̂B ?���� ���+����( � �$����� +� ������(�( ������������" ����
������ 
,���������. �$���� �������� 6��/���. ���2�&(���� ���+����&���. +�� ���2�&(8
��2 �+����������2 ���+����&���� ?���� ����.�(�. �+����������2� ������2� +��
&H?�� ��+��&�� 7���$�� +����( ���� L(|θ∗ − x|) 
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��������� �"�������� �� ������ ����"���


 C@

,���������� ��������&(��� �������&� +�&�/�H� ���1�# ��� � ��������&(��8
�������&(��� � 7���$��&(��� �����.0# � � ��+�&(6�. �����2� ���� !<"# ��� �
&���� /���� ����� 7���$�. �+������������ ���+����&���. H(θ | x, γ) ���1�
�������. �+�����&���2 ��� ���6����� ��������&(�� �&�/�.# ����� Pθ(ξ) h ���8
������� ���+����&���� 

��&� � ��/����� �+�������� +���.�( �����2����� !+��+��$����&(��� dθ" ���8
+����&����# �+����������� ���+����&���� ?���� ���+����( � 7���$��&(��2# � ?��8
�������� �������&� !�0 � I��2 �&�/�� ?���2 �?�6��/��( J(x, η, γ) �&� JB(η)" h
� ���2�������2� � 7�9�������2� 

L& �#� J�A ,-!'%,-*%  -,9�

����$�+ ���&����������� ��&H/��� � ��?. ��� 2�2���� ������ !��<" ��.6�� �
�+����&����2 �&���� Gc = {G(θ | γ), γ ∈ Γc}# �6 �������� ��?���H��. �+�������
���+����&���. 


&. ������ ��������/����� 2���&�
(X , B(X ), P) ����2����2 ��+�.1����� ��8

2������ �+������0 ���+����&���� G = {G(θ | γ), γ ∈ Γ}# � ������0 Γ ⊆ R
k 

��2���2# /�� �?�/�� G ��&H/��� � ��?. �&��� ��������0 �+�$��&(��0 ��+��8
�����0 ���+����&���� {G(θ | γ), γ ∈ Γ0} !���2�&(���# ?���8# ��22�8 � � � "# �����8
/�H-�0�. � 2���2���/����� ����������# � 6�2������ Γ0 ���( Γ 

� ������ �������# �&��� G# �/������# �����1�� ��� 7���$��&(��� ���+��8
��&���. {F (θ | γ), γ ∈ Γf ⊆ Γ} ������ ��������/����� 2���&� � �?&���( Γf
������������� ���2 ����2 ���+����&���.2 

����� ��2+����� ������� γ = (γ1, . . . , γk) �6 Γf �2�H��. +����2�H-�� ���8
������� 6��/���. ������# ��+��2��# �2����. ��2+������# �����������H-�. /��8
&� ��+������ n )� ?���2 7��2�&(�� �/����( ��62�1��2 6��/���� n = 0 �
+�&�1�2 ��� ���������� ���������� ������� γ ∈ Γf ��+�������2� � �������8
����H-�0 �?&���.0 ������/���� 
�&�� +���6����2 6�2������ �����������H-��
�?&���� +���2�����# ��&H/�. � ����2������. ����?�������� �+������� ���+��8
��&���. � ��6�&(���� ������ ���9�����. +�&�/��2 ����6��/�� �+����&����H �?8
&���( Γc ����H# /�� Γf ⊂ Γc ⊆ Γ 

�+����&.�2�� �?&���(H Γc ���+����&���. �?��6�H� � G +���&���# �������
2� ��6���2 ������������� ����"����� ��������+ ������������" ��������&(��
������ ��������/����� 2���&� 

��8A ����� Gc 
��
���
 ������������� ����"����� ��������+ ������������"
{G(θ | γ), γ ∈ Γc} ���������	�� ��������3����" ������

(X , B(X ), P)�
��&�/����� +� 7��2�&� ,����� �+����������� ���+����&���� H ?���2 6�+�8

�����( � ���� H(θ | x, γ1)# ��� γ1 = γ(x, γ0) ���.���# /�� ��&� Hc h �&���
�����62�1��0 �+����������0 ���+����&����# +�&�/��2�0 � ��2��0 ������ ���8
�����/����� 2���&�# �� Hc ⊆ Gc 

5��� ���1�# /�� �&��� Gc �����1�� ��� ���+����&���.# +&������� ������0
+��+��$����&(�� 7���$�.2 +�����+���?�. +���2���� θ +�� �����62�1��0 ��8
������0 ��0���� +���6��&(���� /��&� I&�2�������0 I��+���2�����A

dG(θ | γ) ∝ L(θ, x), x ∈ Xn, n = 1, 2, . . . .



CB ����� �
�


��������&.���.# /�� ����� ��?�� �&���� Gc ��������� ����1��� �+�$�7��� ���8
�����/����� 2���&� 

������ 2�2��� !��D" +���$�+� ���&����������� ���6����� �+���? ��0�1����.
+���2���� γ# ��������6���H-��� �+������� ���+����&���� �&. ������ 6���/� �
��&���.0 ��?&H�����0 ��6�&(����� ��������/������ I��+���2���� �� �+����&.��#
/�� +���2��� γ ��0�����. ��� ��9���� �+��2�6�$������ 6���/�

��<A | J(x, η, γ) | → max , θ̂L(x) = θ̂B(x, γ) , γ ∈ Γc�

� �&�/�� ���������. ��9���.# �/����2# /�� � �����0 ��&���.0 +���$�+ ���&�8
���������� ��+��2���2 �?&���( Xc ⊆ Xn � ������� ��9���� 6���/� !��D" ��8
-�������# ��6���2 �)����	! ������������ +���$�+� ���&����������� ��� ���8
&����0 +���+�&�1���.0 ��������&(�� ������� �+����������0 ���+����&���� ��8
9����# �/������# ?���� �����������2 

����( x ∈ Xc � ������� ��9���� γ∗ 6���/� !��D" ��� �+����&�� +&�������
�+�������� g(θ | γ∗)# � �+������������ h(θ | x, γ∗) ���+����&���� ��&�/��� θ#
�?��+�/���H-�� ���?�&(9�H ��&�/��� ��������&(��� �?&���� +�� ��&���. ���+�8
����. ��/�/��0 �$����# +�&�/����0 � ��2��0 /��������� � ?����������� +��0���� 
i�� +�6��&.�� �����1���(# /�� � ���&����0 +���+�&�1���.0 ������������( !6��8
/���� ��I77�$����� ������." �+�����&������ ��&H/���. θ∗ ∈ J(x, η, γ∗) ?����
�� 2���� η +�� &H?�0 γ � x ��&�/����� ��������&(��� +����&� θ−, θ+ � ��2
�������& Jc(η) = J(x, η, γ∗) ?���2 ��6����( �������������� 5���# /�� ��&�/�8
�� ���&���������� ��������&(���� �������&� ?���� �� ?�&(9� �����������H-���
�&����/������ J(η) 

������ +��2�����. +���&����2��� +���$�+� 2���� ?��( ��������� ��6��1�8
���# ��.6����� � ��2# /�� /���� �$������2�� +���2���� .�&.H��. ���6������2�#
�� 7�����������2� !���&�/����2�"# � +�I��2� +�� �0 ��0�1����� +��2���2�
&�9( �&����/����� /�������� 2����� ������# ��&� +�����1����(�. � � ���?m��8
�������� +��0��� � ��������/����0 6���/�0 �$�������. !�/����(# /�� �+�������
���+����&���� .�&.���. 2���� ��9��� ��6����."# �� +��2������ ?����������� +��8
0��� .�&.���. �+��������2 j<>k 

��2���2# /�� � ���&��������� ��������&(��� +����&� 2���� ���+����( � +�&�8
/����2� �����$����� � ������ �������# � ��������0 �&�/�.0 +��2������ +���8
$�+� ���&����������� +������� � �����-���H ��������&(��0 �������&�� ��1�
����2������ �����������H-�� +��2��� 

?& �-!'%,-*%  -" � 9"#*%'> -" -J" �*% �" A%#%$"9#% I� -$�%'> -!-
#%,A#"7"'" �D

����2����2 +��2������ +���&�1������ +��0��� �� +��2��� 6���/� �������&(8
���� �$�������. ���6������� ����.������ /��&� ��+�0�� m � n ��+�����.0 ,��8

��&&�A Bim(n, p) =
(
n

m

)
pm(1 − p)n−m 

����( ��&�/��� ξ# +����2�H-�. 6��/���. > �&� <# �2��� ���+����&����

P{ξ = t | p∗} = Bit(1, p∗) = (p∗)t (1 − p∗)1−t; p∗ ∈ (0, 1) , t ∈ {0, 1} ,
��� p∗ h ���6������.# �� 7�����������. ��&�/���# �&. ������� ���?����. +�����8
��( �������&(��H �$���� ��� �?�/��# 2� �����+�������2 < � > ��������������
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 CE

��� +�.�&���� �&� ���������� ���������� �&�/������ ��?���. X � �����2 I��8
+���2���� ����( � ��6�&(���� +��������. n ����0 I&�2�������0 I��+���2�����
+�&�/��� ��?���� x = (x1, . . . , xn) � ����2�������2�2 �&�/��

X = {0, 1}, B(Xn) h ?�&��� �&��?�� n82����0 ����/��0 ��?����,

θ = p∗ = p, Θ = (0, 1) ⊂ R .

�?�6��/�2 /���6 x̄ ��?���/��� ������� (1/n)
n∑
i=1

xi :���$�. ���+����&���.

x̄ ���(

P{x̄ � m/n | n, p} =
m∑
i=0

(
n

i

)
pi(1 − p)n−i = I1−p(n−m, m+ 1) =

= 1 − Ip(m+ 1, n−m) ;
0 � m � n , n = 1, 2, . . . ,

��� Ip(a, b) h ��+�&��. �87���$�.�# ������. �+����&��� �&. +�&�1���&(��0 +�8
��2����� a � b g�2���2# /�� � ��9�2 �&�/�� 7���$�. ���+����&���. x̄ .�&.���.
��+�������� � ������ 2�������� �?���H-�� +� p = θ 

����( +�� +��������� n I&�2�������0 ��+������ ��?���� X ��?&H��&��(
m ��6 ����� 7���$�. +�����+���?�. L(p, x) ��&�/��� ξ ���(

L(p, x) = pm(1 − p)n−m ,

� ~�8�$����� p̂L ��&�/��� p ?���� .�&.�(�. ��?&H������ 6��/���� ��&�/��� x̄A

p̂L = x̄ =
m

n
.


6������# /�� I�� �$���� .�&.���. ���2�-�����# I77�������� � �����.��&(���# �
���2�-����. 7���$�. �$���� V̂{p̂L} �� ���+����� ���(

V̂{p̂L} =
m (n−m)
n2 (n− 1)

. !@"

�����&(�� ���+����&���� ξ ���������# � ��2��0 �&����/������ /���������
+��0��� ��������&(��� �������&� J = (p−, p+) � ��I77�$�����2 ������. η =
2P −1 �������H-�� 6��/���� p∗ �+����&.H��. ��� ��9���. �&���H-�0 ������8
��� j<kA {

Ip+(m, n−m+ 1) = 1 − P,

Ip−(m+ 1, n−m) = P.
!B"

��+�.1����2 ��2������2 �+������0 ���+����&���� ?���� 2��1����� �8���8
+����&���� G = {Ip(a, b) | γ ∈ Γ}# ��� γ = (a, b) � Γ = R>0 × R>0 � 2���2���/�8
���2� �1�����.2� � ���+����.2�

μI =
a

a+ b
, σ2

I =
ab

(a+ b)2(a+ b+ 1)
.

������ *
�'
.
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�&�/�� a = b = 1 ������������� 6���( �����2����2� ���+����&���H �� (0, 1) 
� ������������ � !��<" �&��� Gc �&. ������ 6���/� ���( {Ip(a, b) | γ ∈ Γc}#

��� γ = (a, b) � Γc = R�1 × R�1 ����2 �?��6�2# +&������( ���������� �������
�+�������� ���+����&���. p +�������&.�� ��?�� �8���+����&����

g(p | a, b) =
Γ(a+ b)
Γ(a)Γ(b)

pa−1(1 − p)b−1 = Bep(a, b); !E"

p ∈ (0, 1) , γ = (a, b) ∈ Γc = R�1 × R�1 .

�&������( ����.������ �+������������ ���+����&���. ?���� ����.�(�.

h(p | x, a, b) = Bep(m+ a, n−m+ b) , !F"

� ?���������. ��/�/��. �$���� p̂B +���2���� p ���(

p̂B = μH =
m+ a

n+ a+ b
.

�� +&������� �+������������ ���+����&���. !F" �����2 ���&��������� ��8
������&(��� �������& Jc(η) = (p−, p+) � ��I77�$�����2 ������. η = (P +
1)/2 (0.5 � P < 1)A ��� �����$� ���( ��9���. ���������{

Ip+(m+ a− 1, n−m+ b) = 1 − P,

Ip−(m+ a, n−m+ b− 1) = P.
!="

����2 �?��6�2# 6���/� �+��2�6�$�� !��D" 6�+��������. � ����

(p+ − p−) → max ,
m

n
=

m+ a

n+ a+ b
= p̂ , 1 � a, 1 � b , !C"

��� p+ � p− h ��9���. ��������� !=" 
������ ������/���� !��������� /�������� � ?���������� �$����" �+����&.8

�� �?&���( +��2���2���� +���$�+� ���&�����������A Xc � ������ 6���/� ���(
1 � m � n − 1 ��������������# 2� ���&H/��2 �6 ����2������. +�&��� � >8
��?���. !6�2���2# /�� � +������� ��������&(���� �$�������. I�� �&�/�� +���.��
����2�������( ����&(�� jJk" � ���6����0 �����$�0 �2��2 a = b ·m/(n−m) 

�������� �����(# /�� ��&���� (p+ − p−) → max �������&(�� t → min# ���
t h ����� 2���2�&(��� ������&(���# /�� t8. +���6�����. �� h(p | x, a, b) � ��/��
p = 0 �&� p = 1 �� ����� 0 ���H�� +�&�/��2# /�� ��9���� �+��2�6�$������
6���/� !C" ���( ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

a = 1, b =
n−m

m
, ��&� 1 � m � n

2
,

a =
m

n−m
, b = 1, ��&�

n

2
< m � n− 1.

!J"

��&�/����� ��9���� +�&����(H �+����&.�� +&������� �+�������� !E" � �+�8
����������� !F" ���+����&���� ��/�/��� �$����� p̂ ��������� 6��/���. p∗ ?����#
+��.���# ��������&(��. /������ m

n � �&. ���+����� I��� �$���� ����� 7��2�&�
!@" 
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 C=

�����$� p−(η), p+(η) ��������&(���� �������&� Jc(η) �+����&.H��. ������8
��.2� !=" 5���# /�� |Jc(η)| � |JB(η)|# +��/�2 ��������� ����������. &�9( �����
m = n/2 ��+��2��# +�� n = 10, m = 1 � η = 0.9 (P = 0.95) +� ��?&�$�2 j<k
�2��2A

JB = (0.005, 0.394) ; Jc = (0.003, 0.238) ,

� � �&��� ��������&(���� �������&� �������&��( +�/�� �� B>� !� ������&��( �
������� 0" �/������# /�� ��22����/����( +&�������� �+����������0 ���+����8
&���� +�� p̂ = 1/2 − r � p̂ = 1/2 + r# 0 < r < 1/2 +��&�/�� ��������� �&��
��������&(��0 �������&�� �&. I��0 �&�/��� �


�������� �������( +�&�/����� 6��/���� b � 2����2�&(�� +�����+���?��2 �
+���+�&�1���� 2�&��� p = m

n (m �= 0)# � � ����� 2�1�� �/����(# /�� a = 1 ���8
��2 ~�8�$���� +���2���� b ���+����&���. Bep(1, b) :���$�. +�����+���?�. �
I��2 �&�/�� ?���� �2��( ���

L(b, x) = b ·
(
1 − m

n

)b−1

.

�������� �����# /�� �� 2����2�2 ����������. +�� b̂ =
(

ln
n

n−m

)−1

 �����&(��

b = (n−m)/m# �2��2

1
b̂

= ln
(
1 +

1
b

)
=

1
b
− 1

2b2
+

1
3b3

− . . . ,

��&��# �?��-�. �.� !�2 # ��+��2��# j=k" +�&�/��2# /��

b̂ = b +
1
2

− 1
12b

− 5
24b2

− o
( 1
b3

)
,

� � b̂ ≈ b+ 0.5 0���9�� � ��/����(HA ��������&(��. �9�?�� �� +�����0���� +�&�8
+��$���� +�� b � 4 !�&� p̂ � 1/5"# /�� �������/�� �&. +�����/����0 +��&�1���� 

����2 �?��6�2# ���&��������. �$���� �&. b � ��&���.0 ���&����0 +���+�&�8
1���� ��������&(�� 2�&� ��&�/����. �� �� ~�8�$���� i�� ��&�/�� ?���� �-�
2��(9� �&. �&�� �����������H-�0 �+����������0 �������&(��0 �$���� +���8
2���� p ���.���# /�� ���&���/��� �����1����. �+�����&��� � �&. a +�� b = 1
� p̂ ≈ 1 

M& �-!'%,-*%  -" � 9"#*%'> -" -J" �*% �" A%#%$"9#-* A-'� -$�%'> -�
!- #%,A#"7"'" �D

��6�&(���� +������-��� +����� &���� �?�?-�H��. �� �&�/�� +�&���2��&(���
2���&� ���&���.. .�&.���. ���+���6���.-�� � +�� ��62������� v = 2 ����18
�����. � ?���2��&(��H 

�6	. ����!���	�

. ��,�,
�" �'�
�
 ����.�
�!��" ����
� !����
" � 
)��!�
�" ��
�-���
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:���$�. ����.������ (v− 1)82������ +�&���2��&(���� ���+����&���. �����.
7��2�&��

p (m1, . . . , mv) =
m!

m1!m2! . . . mv!
pm1
1 pm2

2 . . . pmv
v ;

pk ∈ (0, 1), k = 1, v ,
v∑
i=k

mk = m.

��+�2��2# /�� +����� 2�2���� +�&���2��&(���� ���+����&���. ���(

μk = mpk, k = 1, v ,

� 2����$� �������$�� h

C = (μij)
v−1, v−1
i,j=1 ; μii = mpi(1 − pi) !���+�����";

μij = −mpipj, i �= j .

���&��������2 ��2������2 �+������0 ���+����&���� 6���( ?���� .�&.�(�.
2��1����� Gc = {Dip̄(d1, . . . , dv−1; dv) | γ ∈ Γc} (v − 1)82����0 ���+����&����

���0&� � +���2����2� d1, d2, . . . , dv# �2�H-�0 +&������(

f( p̄ | d1, d2, . . . , dv ) =
Γ(d1 + d2 + . . .+ dv)
Γ(d1)Γ(d2) . . .Γ(dv)

v∏
k=1

pdk−1
k

� &H?�� ��/�� ��2+&���� Sv−1(x̄) � �����H ��&H � �����0 ��/��0 R
v# ��� p̄ =

(p1, . . . , pv)# γ = (d1, . . . , dv) � Γ = (R�1)v 
:���$�. ����.������ �+������������ ���+����&���. ?���� .�&.�(�. +&����8

��(H (v − 1)82������ ���+����&���. 
���0&�

Dip (m1 + d1, . . . , mv−1 + dv−1; mv + dv).

	�&���� ���+�����. ��/�/��0 /�������� � ?���������� �$���� ����.��������� ���8
���� p̄ = (p1, . . . , pv) ����

mi

m
=

di +mi

d0 +m
= p̂i , i = 1, v , !<>"

��� d0 = d1 + . . .+ dv ���H��

di = mi
d0

m
�

di
dj

=
mi

mj
, i, j ∈ {1, . . . , v} .

)� �/����2# /�� 0 < mi �&. ���0 i = 1, . . . , v !I��# �/������# ���( �?&���( +��8
2���2�2���� +���$�+� ���&����������� �&. +�&���2��&(��� 2���&�" 
�+�&(6�.
�����1����.# ���&���/��� +���������2 �&. ?���2��&(��� 2���&�# �������� +�8
��6��( !���?������ d0/m → min"# /�� ��9���� �+��2�6�$������ 6���/�# +�&�/�8
�2�� ���&���� ��D ?���� �&���H-�2 

����(
m̄ = min

i∈{1, ..., v}
{mi }
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 CJ

� ������ 2���2�2 ���&�6����. �� �������0 i1, . . . , ik ����� d0 = m/m̄ �

di =

⎧⎪⎨⎪⎩
1 , ��&� i ∈ { i1, . . . , ik } ,
mi

m̄
, ��&� i ∈ { ik+1, . . . , iv } .

��+��( ��/�/��� �$���� pi, i = 1, v � �/���2 +�&�/����0 6��/���� di ��0��.��.
+� !<>"# � �������&(��� h +� !C"# ��� +���6���.� 6�2���

p �→ pi , m �→ mi , a �→ di , b �→ d0 − di .

N& �-!'%,-*%  -" � 9"#*%'> -" -J" �*% �" A%#%$"9#% #%,A#"7"'" �D
�@%,,- %

����( �&�/����. ��&�/��� ξ ���+����&��� +� 6����� ��������# � � 

P{ξ = t | λ∗} = Pot(λ∗) =
(λ∗)te−λ

∗

t!
, t = 0, 1, . . . ,

��� λ∗ h ���6������.# �� 7�����������. ��&�/���# �&. ������� ���?����. +�����8
��( �������&(��H �$���� g�2���2# /�� 7���$�. ���+����&���. Pot(λ) .�&.���.
��+�������� � ������ 2�������� �?���H-�� +� λ = θ 

:���$�. ���+����&���. ξ +�� λ∗ = λ ���(

P{ξ � t | λ} =
t∑
i=0

λie−λ

i!
= X2(2λ, 2t+ 2) , t = 0, 1, . . . ,

��� X2(x, n) h �������& ����.������� χ28���+����&���. � n ���+��.2� ���?��� 
����2 �?��6�2 j<kA

Pot(λ) = X2(2λ, 2t+ 2) − X2(2λ, 2t) .

����( � ��6�&(���� +��������. n I&�2�������0 I��+���2����� +�&�/��� ��?��8

�� x = (x1, . . . , xn) 6��/���� ξ �?�6��/�2 m =
n∑
i=1

xi ��&�/��� m .�&.���.

�������/��� ����������� � 7���$��� ���+����&���.

P{m � t | n, λ} =
t∑
i=0

(nλ)i

i !
e−nλ, t = 0, 1, . . . .

�?�6��/�2 d = max {x1, . . . , xn} � +���( r0, . . . , rd h �?��&H���� /������
+�.�&���. /���& 0, 1, . . . , d � ��?���� x ����� 7���$�. +�����+���?�. L(λ, x)
��&�/��� ξ 6�+�9���. ���

L(λ, x) =
d∏
i=0

(λi
i !
e−λ
)ri ∝ λm exp

(−λn) = λ(m+1)−1 exp
(−λn) . !<<"
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'���� +���6��(# /�� 2����2�2 L(λ, x) +� λ ����������. �� 6��/���� x̄ = m/n#
� � ~�8�$���� �&. λ ���(

λ̂L = x̄ =
m

n
.


����. �$���� .�&.���. ���2�-����� � �����.��&(��� ���2� ����# ��&�/���√
n/λ (x̄− λ) ���2+����/���� �2��� ���2�&(��� ����������� ���+����&���� 
� ��&� ������������ ���+����&���. ξ# � ��2��0 /��������� +��0��� ���2�8

������� ��������&(��� �������&� J = (λ−, λ+) � ��I77�$�����2 ������. η =
2P − 1 �������H-�� 6��/���� λ∗ �+����&.H��. ��� ��9���. �&���H-�0 ����8
����� j<kA {

X2 (2nλ−, 2m) = P,

X2 (2nλ+, 2m+ 2) = 1 − P.
!<D"

�������2 � +��������H ���&���������� ��������&(���� �������&� �&. λ∗ 
6
!<<" �&�����# /�� {g(λ | γ), γ ∈ Γc} ���( +���&��� �8���+����&���� Gλ(a, b) �
+&������.2�

g(λ | a, b) =
ba

Γ(a)
λa−1 exp(−λb) = gλ(a, b) , λ > 0, γ = (a, b) ∈ Γc = R�1×R�0 .

� �?-�2 �&�/�� Γ8���+����&���� �+����&��� +�� +���6��&(��0 ������$���&(��0
+���2����0 7��2� a � 2��9��?� b# ��� 2���2���/����� �1������ μG � ���+��8
��. σ2

G ���(

μG =
a

b
, σ2

G =
a

b2
.

����?�������� �����2����� ���+����&���� λ �� (0, ∞) +�&�/����. ��� +����&(8
��� Γ8���+����&���� +�� a = 1 � b→ 0 

� ��9�� 6���/� +&������( ����.������ �+������������ ���+����&���. ?����

h(λ | x, a, b) = gλ(m+ a, n+ b) , !<@"

� ?���������. ��/�/��. �$���� λ̂B +���2���� λ ���(

λ̂B = μH =
m+ a

n+ b
.


6 !<<"# !<D" � !<@" �&�����# /�� �����$� ���&���������� ��������&(���� �������&�
Jc(η) = (λ−, λ+) � ��I77�$�����2 ������. η = (P+1)/2 (0.5 � P < 1) ��0��.��.
��� ��9���. ���������{

X2 ( 2(n+ b)λ−, 2(m+ a− 1) ) = P ,

X2 ( 2(n+ b)λ+, 2(m+ a) ) = 1 − P ,
!<B"

����2 �?��6�2# 6���/� �+��2�6�$�� !��D" 6�+��������. � ����

(λ+ − λ−) → max ,
m

n
=

m+ a

n+ b
= p̂ , 1 � a, 0 � b , !<E"

��� λ+ � λ− h ��9���. ��������� !<B" 
��������� /�������� � ?���������� �$���� ���6� ���� a = b ·m/n 	�&���� a �

1 �&�/�� m �= 0# /�� �+����&.� �?&���( +��2���2���� Xc 2����� ���&����������
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 J<

�$�������. 
�&��# �������� �����(# /�� ��&���� (λ+ − λ−) → max �������&(��
2����2�6�$�� ���+����� �+������������ ���+����&���. ���H�� &���� +�&�/��2#
/�� ��9���� �+��2�6�$������ 6���/� !<E" ���(

a = 1 , b =
n

m
,

� �����$� ���&���������� ��������&(���� �������&� � ��I77�$�����2 ������.
η = 2P − 1 ?���� �+����&.�(�. �6 ���������{

X2 ( 2(n+ n/m)λ−, 2m ) = P,

X2 ( 2(n+ n/m)λ+, 2m+ 2 ) = 1 − P.

��� I��2 �/������# /�� �&��� ���&��������0 �������&�� ?���� �� 100%/(m+1)
2��(9� ��������������0 ?���������0 

g�2���2# /�� � �����2 �&�/�� �������&�# +�&�/����� � ��+�&(6������2 +����8
&��� 
1�77����� !� +�&�?������/��� �?&���� �62�����. θ �+������� ���+����8
&���� �&����� +���.�( +��+��$����&(��2 dθ/θ"# ���+���H� � �&����/����2� j<<k 

����( +�&�/��� m �= 0 ������2 +�&�/����� ��2� b � 2����2�&(�� +�����+�8
��?��2 � +���+�&�1���� a = 1 �����2 ~�8�$���� +���2���� b ���+����&���.
Gλ(1, b) +�� +�&�/����2 6��/���� λ = m/n :���$�. +�����+���?�. � I��2 �&�8
/�� ?���� �2��( ���

L(b, x) = b · exp
(
−m
n
b
)
.

�������� �����(# /�� �� 2����2�2 ����������. +�� b̂ = n
m = b# � � � ��&���.0 ���8

&������ +���+�&�1���. ���&��������. �$���� �&. b ���+����� � �� ~�8�$����� 

O& � 9"#*%'> -" -J" �*% �" A%#%$"9#-*  -#$%'> -!- #%,A#"7"'" �D

����2����2 6���/� ��������&(���� �$�������. 2���2���/������ �1�����.
μ = θ ���2�&(���� ���+����&���. N(μ, σ) +�� �6������� ���+����� σ2 

g�����2�. ��I77�$�����2 ������. η � ?���2 �/����(# /�� ��6�&(����2 n
��?&H����� 6� ��&�/���� ξ ∼ N(μ, σ) .�&.���. ��?���� x = (x1, . . . , xn) ��?�8

��/��� ������� x̄ ���( (1/n)
n∑
i=1

xi �# ��� �6������# μ̂L = x̄ 

�&����/���� �����$� ��������&(���� �������&� ��0��.�# ��������.�( �� ��2#
/�� ���+����&���� x̄ ���( N(μ, σ/

√
n)# �# �&�������&(��# �&�/����. ��&�/���

(x̄ − μ)
√
n/σ �2��� ����������� ���2�&(��� ���+����&���� N(0, 1)# ���?�����

!��6����.-��" �� +���2���� μ � ��&� I����# ����2�� ��������&(��� �������&
�&. μ ���(

( x̄ − σ√
n
tη, x̄ +

σ√
n
tη ),

��� tη h ������&( �����. (η + 1)/2 ������������ ���2�&(���� ���+����&���. 
����2 �?��6�2# +�� �����2 η �&��� ��������&(���� �������&� +�&����(H �+��8
��&.���. 6��/����2 �������� ��������/���� ���&�����. σ/

√
n ���2�&(���� ���8

+����&���. ��?���/���� �������� 
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�����2 ��+��( ���&��������� ��������&(��� �������& :���$��� +�����+�8
��?�.# �����������H-�� ��������/����2 �����2 x ?����

L (θ, x) =
( 1√

2πσ

)n
exp
[
− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − θ)2
]

∝ exp
[
− n

2σ2
(θ − x̄)2

]
.

� ��&� I����

g(θ | a, b) ∝ exp
[
− a

2σ2
(θ − b)2

]
, γ = (a, b) ∈ Γc = R�0 × R.

�����&(��� 6��/���� a = 0 ������������� 6���( �����2����2� �� (−∞, +∞)
����?�������2� �+������2� ���+����&���H 

�� !D" �2��2

h (θ, | x, a, b) ∝ exp
[
−n+ a

2σ2
(θ −m)2

]
, ��� m =

nx̄+ ab

n+ a
.

����2 �?��6�2# h = N(m, σ/
√
n+ a) 

� ������������ � !��D" ��&1�� ��+�&�.�(�. ���������

μ̂B = m =
nx̄+ ab

n+ a
= x̄.

���.���# /�� ���?������ |J(x, η, γ)| → max �6��/��� 2����2�6�$�H ���+��8
��� +&������� h# �&� a → min ���H�� a = 0# ��9�+���������� ��������� ��8
+�&�.���.# +&������( �+������������ ���+����&���. h ���+����� � +&������(H
���+����&���. ��?���/���� ��������# � ���&��������� �������& h � �&����/�8
���2 

� ������ �������#

L(a, b | x) = exp
[
− a

2σ2
(x̄ − b)2

]
, a � 0,

� â = 0 .�&.���. ~�8�$����� +���2���� a 
���&���/�� +���6������.# /�� � � ���0 �����0 �&����/����0 6���/�0 �����8

��&(���� �$�������. +���2����� ���2�&(���� ���+����&���. !σ +�� �6������2
μl ���6������0 μ � σ" ���&��������� �������&� ���+���H� � +�&�/����2� �����8
$����� ����2� � ��&� I��0 +�/�� �/������0 ��6�&(����� +���+���������( +���8
&����2��� +���$�+� ���&����������� �� ?�&� 6�2�/��� ����� 

� 6��&H/���� ��2���2# /�� ��&� � ����2�������0 ��2� 2���&.0 � ��/�����
�+������� ������.�������� 2��� �6.�( +���&�1����� � 
1�77�����2 ����7��8
2������� ���+����&����# �� 2���2���/����� �1������ +�&�/������ �+��������8
���� ���+����&���. ?���� ���+����( � ~�8�$����� +���2���� ���2� ����# ?�&�
+���6���# /�� !��62�1��# +�� +���.��� ��������0 ��+�&����&(��0 �����������0
+���+�&�1����" 6��/���. �$���� +���2����� �+�������� ���+����&���.# +�&�8
/����� +� +���&����2�2� +���$�+� ���&�����������# ���+���H� �&� +�/�� ���8
+���H� � 2����2�&(�� +�����+���?��2� 

����� ����1��� �&�?���H +��6����&(����( * 
 %����&��� 6� ���62����H
+�����1�� � � � ,������ 6� $����� �����&(��$�� 
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j<k ,�&(9�� ' � # �2����� � � ��?&�$� 2���2���/����� ���������� h ) A
�����# <JC@ 

jDk ,������1�.� � � �+����&���� +&������� ����.������ ���?0���2�� �?m�2
��?���� h ) A �����# <J=< 

j@k ��&���� 
 � ,���������� +��0�� oo ����.�����( � 2���2���/����. ���8
�������A i�$��&�+���. h ) A ,�&(9�. ���������. I�$��&�+���.# <JJJ h
� @C 

jBk ����� � 
 �$���� ����1����� �&����7�$���H-�0 �&�����2�� h ) A 
6��8
��&(���� ����& 78�� �)�� )�	# D>>D 

jEk ����� � 
 ����$�+ ���&����������� � ?���������� �������&(��� �$��������
oo �����/����� ������� ��7��2����� � 2���2�����# D>>@# p D h � <B8D= 

jFk y[STa x � �RZNSaQP N\ZXVQZN\ TW ZMN GPQ\\X_GQZXTR NSSTS\ UQ\N^ TR ZMN GTR\X\ZNRG`
OSXRGXOPN oo {QZZNSR rNGTYRXZXTR QR^ �VQYN �RQP`\X\A XR ~QZMNVQZXGQP LMNTS`
QR^ �OOPXGQZXTR\ 
6� 8�� )�
� ������� o �RZNSONSXT^XGQ {[UPX\MXRY# � <B#
p @# D>>B h � @BD8@BC 

j=k 
���� � , ��?&�$� �������&�� � ������ 2���2���/����� 7��2�&� h ) A
�����# <J=@ 

jCk 
� ����� ) �+��2�&(��� ��������/����� ��9���. h ) A )��# <J=B 

jJk g��� ' ��������/����� �$�������� h ) A ����������# <J=F 

j<>k �����& ) # ��H��� � �����. ���+����&���� h ) A �����# <JFF 

j<<k �����& ) # ��H��� � ��������/����� ������ � ��.6� h ) A �����# <J=@ 

j<Dk �&�2�� � � �����. ����.������ � 2���2���/����. ���������� h ) A 
6� 
)��� ��8��# <JC@ 

j<@k '�2�� i �����. ��/�/���� �$�������. h ) A �����# <JJ< 

j<Bk 	�&�� � )���2���/����. ���������� h ) A �����# <JF= 

j<Ek �N�SN`\ � !<JF<" LMNTS` TW {STUQUXPXZ #̀ �bWTS^ �RXaNS\XZ` {SN\\ 


