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2���� +��.��� �� \&�2����0 ���++���� 2�1�� ?��( ������ � ��+���� �? ����������
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J�K 4��
�7����� Q4i

����2����2 /�����0\&�2�����] ���6����++�Q4# �+������] � mDn Q4 �����1��
\&�2���� {1, 2, 3, 4}# �+���$�. ◦ �� ������0 �+����&��� � ������������ � ��?&�$��A

1 2 3 4
1 1 3 4 2
2 4 2 1 3
3 2 4 3 1
4 3 1 2 4

������ ��?&�$� �����������]� +����2� �+������# ���&?$� u �����2� ��+��2��#
(2 ◦ 1) = 4# �� (1 ◦ 2) = 3 


�&�� 2� +������2 ���6����++� Q4i �&. ��1���� ������&(���� i > 1 ���8
$����� +��������. ���1� 6��2�������� �6 mDn ����( Q4 ���( Q41  
�+����2# /��
�&. ���������� i ���6����++� Q4i � �+���$��� ◦i �1� +�������� � �����1�� 4i

\&�2����� 
&. +��������. Q4i+1 ��+�&(6�]��. /����� ��+�� ���6����++� Q4i

� +�+���� ��6&�/��2� \&�2����2� ����( ��+�� ���6����++� Q4i �����1�� \&�8
2���� age # ��� e ∈ Q4i # � g u \�� ��2�� ��+��# g ∈ {1, 2, 3, 4} 

���6����++� Q4i+1 �����1�� ��� \&�2���� age# �+���$�. �� ������0 �+����&.8
���. ���A

(ag1e1 ◦i+1 a
g2
e2 ) = a

(g1◦g2)
(e1◦ie2).

�/������# /�� Q4i+1 ���1� .�&.���. ���6����++��# �����1�-�� 4i+1 \&�2����� 

�+�&(6�. �����] +��$�����# &���� ������( ���&( ������ ?�&(9�� ���6����++�
�� ������ 6������� Q4 

)� /���� ?���2 �+�����( ������ i +�� ��+������ �+���$�� ◦i � ���6����++�
Q4i � +����( +����� ◦# ��&� .���# � ����2 i ��l� ��/( 

������������� ���6����++� Q4i # ��� �?�/��# ��6������. ?���$�. τ : Q4i →
Q4i  ������������ ��6������. ������&(���# ��&� �&. ��� ��+�&���� τ [a] = a �&.
&]?��� a ∈ Q4i  )� ?���2 ����2�������( �+���$�] 
 �� +�����������0Q4i  ,���2
�������(# /�� (τ1 
 τ2) = τ3 ����� � ��&(�� �����# �����

(τ1[a] ◦i τ2[b]) = τ3[(a ◦i b)], �&. ���0 a, b ∈ Q4i .

j�2���2# /�� �+���$�. 
 �� .�&.���. ��������� �+����&����� �+���$��� ��
���0 +�����������0 Q4i  ��+��2��# �&. +����������� τ1 = {2, 1, 4, 3} � τ2 = {3, 2, 1,
4} �� ��-������� ����� +����������� τ3# /�� ��+�&���� (τ1
τ2) = τ3 ������ � ���8
��� ��?��� ����2���������. �� ��� 2��1����� +�����������Q4i # � &�9( ��?�&(9��
�&���# �+������� � ��6��&� @ ������ ������� �&���� �+���$�. 
 ���������# /��
���1� +���6������. � ��6��&� @ 
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���?&�2� �&. ��6��&���. �&�����TUVW( � MN+OPQRS( ?�&� �7��2�&�������
� mDn j���( +��������. �� ?�&�� �������� \�����&������ �+������ 

)� ?���2 ����2�������( ���++��� GI,J # +���2����6������� ���2. +�&�1�8
��&(��2� ������&(��2� ��&�/���2� I � J  ���++��� �������. �&���]-�2 �?��8
6�2 

����2����2 +�&��� ?������� ������ TJ ������� J  
6������# /�� TJ �2���
2J − 1 \&�2����� � 2J−1 &���(�� ����2����2 ���2+�������] ���6����++� Q4I #
�����1�-�] 4I \&�2����� H&�2����2� ���++���� GI,J .�&.]��. +��� \&�2�����
(q, t)# ��� q ∈ Q4I # � t ∈ TJ  ����2 �?��6�2# ���++��� �����1�� 4I(2J−1) \&�2����� 

�+���$�. f �� \&�2����0 ���++���� GI,J �+����&.���. �&���]-�2 �?��6�2 

• ��&� \&�2���� tl, tr .�&.]��. &���2 � +����2 �����(.2� \&�2���� t � ��8
���� TJ # �� �&. &]?�0 q1, q2 ∈ Q4I ��+�&����A

f((q1, tl), (q2, tr)) = ((q1 ◦ q2), t).

• ��&� \&�2��� t1 .�&.���. i8�2 &����2 � t2 .�&.���. (i+1)8�2 &����2 ������
TJ !��� &���� ��2���]��. +���.� �&��� ��+����"# �� �&. &]?��� q ∈ Q4I

��+�&����A
f((q, t1), (q, t1)) = (q, t2).

• �� ���0 ����&(��0 �&�/�.0# �&. &]?�0 q1, q2 ∈ Q4I � t1, t2 ∈ TJ # �+���$�.
�+����&.���. ���A

f((q1, t1), (q2, t2)) = (q1, t1).

j�2���2# /�� � ���++���� GI,J ���� � ��&(�� ���� \&�2��� ���� (q, t)# ��� t
.�&.���. �����2 ������ TJ # +���1�����. 7�����������2 \&�2����2 ���� (q1, t1)#
��� t1 .�&.���. ��2�2 &���2 &����2 ������ TJ  H��� 7��� &���� ����6������.
�����$��� +� ������ ������ TJ  

����( NI,J u ��/�&(��� ����6�� ������&(��0 /���& �&��� 4I(2J −1) �� NI,J
�����������2 �?��6�2 �+����&��� �+���$�. �&�������. ′# � ���1� ��� ���������A
0 u ��/�&� ����6��# LAST u ����$ ����6�� 

�������2 +���6��&(��� ���?��1���� ν ���++���� GI,J �� 2��1����� NI,J �
����2����2 �&��?���/����] �����2�

A = (NI,J , 0, LAST,′ , fν , a, b).

j���/� � ��6��&���� �&�����TUVW( � MN+OPQRS(7��2�&������. ��� ��62�1��
&� � +�2�-(] MN+OPQRS(8+�����22� Π ����&��( �� � ��&(�� �� �����2�# ���
6��/���� ��������� b 2�1�� ?��( +�&�/��� � +�2�-(] 7���$�� fν �6 6��/���.
��������� a 

� ������ ��?��� ����2���������. ?�&�� �6��� �&��� �������2����������0
+�����22# 2��(9�� /�2MN+OPQRS( ����2�������2�� +�����22� �� ��+�&(6�]�
�+���$�] �&�������. ′ ��� � +��1��# 2� ����2�������2 ��������� ���?��1����
ν ���++���� GI,J �� 2��1����� NI,J � ����2�������2 �&��?���/����� �����2�
����

A = (NI,J , 0, LAST, fν, a, b).
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:��� ����# /�� +�����22� Π ��+�&�.���. �� �&��?���/����� �����2� A 2� ?���2
�?�6��/��( A � Π )� ?���2 �������(# /�� �������2����������. +�����22� Π
����1��� +��.��� �� 2��1����� ����2�������2�0 �&��?���/����0 �����2# ��&�
�&. ��1���� ���?��1���. ν 2��1�����

{(a, b)|(NI,J , 0, LAST, fν, a, b) � Π}

.�&.���. ����9����2 &�������� +��.��� �� NI,J  
������&( �&��?���/����� �����2� A 2� ?���2 �?�6��/��( U(A) 
� ��?��� +���6������.# /�� ����6���&(���� ������6�2���� +��.��� �&� +��8

���&�1����� 6�������� \&�2���� +��+�&����++�# +���1�l���� �����2 6������2
\&�2����2# �������2����������2� +�����22�2� 2�1�� ?��( ������� � ����6�8
��&(���� ��-���������. ��9���. �����2� ��������� � 7������������ /�����08
\&�2������ ���6����++� 

J�L ���7�����

)� ����2�������2 ������������������� ���7����� � ����/��2 2��1�����2
+���2����0 V � ����/��2 2��1�����2 �������� C )� ���1� ������ +���+�&�8
���2# /�� 2��1����� C �����1�� ��������� 0 

������. +�����22� .�&.���. ����2 �6 +����������� �&���]-��� ����A

• x ← c# �&. &]?��� c ∈ C � x ∈ V q

• x ← y# �&. &]?�0 x, y ∈ V q

• x ← f(y, z)# �&. &]?�0 x, y, z ∈ V q

• RAND(x)# �&. &]?��� x ∈ V  

RAND(x) u \�� �������2����������� �+������# ������� +���������� +���2��8
��� x +���6��&(��� 6��/���� 

,�&�� �&�1��� +�����22� 7��2���]��. +� +����&�2A

• Π1;Π2 8 ��2+�6�$�. +�����22# Π1,Π2 8 +�����22�q

• while(T){Π} 8 �+������ $��&�# Π 8 +�����22�# T 8 ����q

• if(T){Π1}else{Π2} 8 ��&����� �+������# Π1,Π2 8 +�����22�# T 8 ���� 

� ��/����� ������ ��+�&(6�]��. �+������� ��������. ���0 +���2����0A

• x = y# �&. &]?�0 x, y ∈ V q ���� �������# ����� 6��/���� +���2����� x ���8
+����� �� 6��/����2 +���2����� yq

• x �= y# �&. &]?�0 x, y ∈ V  

��2������ ��?��� +�����22� ����������. � ��/�&(��� 2�2��� ���2��� 6��8
/���� ��1��� +���2����� ���( > 

<���;��; ���7�����; Λ ��6������. ����/��. +��&�������&(����( �+��������#
��1��� �6 ������0 .�&.���. &�?� +�����������2# &�?� �����2 �����������.
2���� �2��( ���A
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• x ← c# �&. &]?��� c ∈ C � x ∈ V q

• x ← y# �&. &]?�0 x, y ∈ V q

• x ← f(y, z)# �&. &]?�0 x, y, z ∈ V  

����� 2���� ?��( ���0 �����A

• (x = y)# �&. &]?�0 x, y ∈ V q

• (x �= y)# �&. &]?�0 x, y ∈ V  

��+�&����� &������� +�����22� +����0���� +��&�������&(�� �+������ 6�
�+�������2 � ��/�&(��� 2�2��� ���2��� 6��/���. ���0 +���2����0 ����� > 
��&� �/������� �+������ u \�� +�����������# �� ��� ��+�&�.���. 
686� \���� 2�8
��� �62����(�. 6��/���. ��������0 +���2����0 ��&� �/������� �+������ u \��
����# �� +����0���� +������� ��&���.# �+�������� � ����� ��&� ��&���� ��+�&�.8
���.# �� ��+�&����� +�����22� +����&1����.# � +�������2 �&�/�� ��+�&�����
+�����22� �������&������. �� �����2 ����� 

,���2 �������(# /�� &������. +�����22� ��+�&�.���. �� ��������� �����2�
A = (U, f, C)# ��&� ��+�&�.]��. ��� �� �+������� ��&� 1� ��+�&����� +�����28
2� 6����/������. �� ����28&�?� ����� �686� ����# /�� ��&���� ����� &�1��# ��
?���2 �������(# /�� �����. &������. +�����22� �� ��+�&�.���. �� ������ �����8
2� 

���������
������; ����;��; ���7�����; Θ ��6������. +��� (Λ, P )# ��� P u
\�� ����/��� 2��1����� +���2�����# � Λ u \�� &������. +�����22� � 2��1�����2
�������� C ∪ P  

��+�&����� Θ 6������ �� 6��/����# +���������0 ��+�&(6��2�2 +���2����2
P  ��&� 6��/���. +���2����� �+�����]��. 7���$��� ϕ# �� +��$��� ��+�&����.
���&���/�� ��+�&����] �?�/��� &������� +�����22�# 6� ��2 &�9( ���&]/���8
�2# /�� +�� ��+�&����� +����������. +���2����� ���������� +���2���� p ∈ P
+���2����� +�����������. 6��/���� ϕ(p) �����. � ��2# /�� Θ ��+�&�.���. � ����8
����� �&��?���/����� �����2� A 7���$��� ϕ# 2� ?���2 +����( A � (Θ, ϕ) 

6� ��#?3�9#090�5 ���X1Y4�33� 3#4#%9�0���� Q4i

����2����2 /����� +����������� τN , τC , τL, τR ���6����++� Q4 ������������
�+����&.]��. ���A

• τN u +����������� {1, 2, 3, 4}# ������&(��. +����������� Q4q

• τC u +����������� {2, 1, 4, 3}q

• τL u +����������� {3, 4, 1, 2}q

• τR u +����������� {4, 3, 2, 1} 
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'���� +�������(# /�� ������ 2��1����� +����������� �?��6��� /�����0\&�8
2�����] ���2+�������] ���6����++� R4 � �+���$��� 
# �+����&����� � ��6��8
&� D < j��/���. �+���$�� 
 � R4 �?��6�]� �&���]-�] ��?&�$�A

τN τC τL τR
τN τN τL τR τC
τC τR τC τN τL
τL τC τR τL τN
τR τL τN τC τR

!<"

����1�2# /�� ���2+�������] ���6����++� Ri4 +����������� ���6����++� Q4i

2�1�� +�������( �&. &]?��� +�&�1���&(���� i > 1 

�#�4#?� /� ��
 ��?��7� i > 1 ��?�� ��������	 ������������C ���
�7�����
Ri4 ������������ Q4i ����C� ���

K� Ri4 �����?�� ������ F������� τ iN , τ
i
C , τ

i
L, τ

i
R � �����������; �� ��: �����>

E��; 
� 
��������; ��"��E�; @KBI

J� ������������ τ iC �����?�� E��� ����� ����

����
����	����� 
����$��� +� i 

&. i = 1 � ��/����� R1

4 ��6(2�2 +���������] ��9� R4 3��&�2 �&��� D �&.
τ1
C 2�1�� ?��(# ��+��2��# $��& (1, 2)# ��� ��� τ1

C [1] = 2 � τ1
C [2] = 1 

����( ���6����++� Ri4 �1� +�������� ����� \&�2���� Ri+1
4 �+����&.]��. +�

�&���]-�� 7��2�&�A

τ i+1
X [age] = ag

τ i
X [e]

, X ∈ {N,C,L,R}, age ∈ Q4i+1 .

�������� < '���� 6�2����(# /�� �+���$�. 
 +�� +���0��� �� i � i+ 1 ��0���.8
���. 
��������&(��# +���(

(τ iX 
 τ iY ) = τ iZ , �&. ��������0 X,Y, Z ∈ {N,C,L,R}.

����� �&. &]?�0 ag1e1 , a
g2
e2 ∈ Q4i+1

(τ i+1
X [ag1e1 ] ◦ τ

i+1
Y [ag2e2 ]) = (ag1

τ i
X [e1]

◦ ag2
τ i

Y [e2]
) = a

(g1◦g2)

(τ i
X [e1]◦τ i

Y [e2])
=

= a
(g1◦g2)

τ i
Z [(e1◦e2)]

= τ i+1
Z [a(g1◦g2)

(e1◦e2)] = τ i+1
Z [(ag1e1 ◦ ag2e2 )].

�&�������&(��#
(τ i+1
X 
 τ i+1

Y ) = τ i+1
Z .

�������� D ����( �&. τ iC \&�2���� (e1, e2) ���6����++� Q4i �?��6�]� $��&
�&��� D ����� �/������# /�� (age1 , a

g
e2) ?���� $��&�2 �&��� D �&. τ i+1

C � Q4i+1 �&.
&]?��� g ∈ {1, 2, 3, 4} 
��������&(��#

τ i+1
C [age1 ] = ag

τ i
C [e1]

= age2 ;

τ i+1
C [age2 ] = ag

τ i
C [e2]

= age1 .
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�+����2# /�� �������2����������. +�����22� Π �� 2��1�����2 +���2����0
V � 2��1�����2 �������� C ��+�&�.���. �� ��������� �&��?���/����� �����2�
A ����� +� �����2� +��$���� ��+�&����. &���� +�������( +���2����6������]
&������] +�����22� Θ = (Λ, P ) � ���?��1���� ϕ �����# /�� A � (Θ, ϕ) 

���������� Θ � ϕ +����0���� +� �&���]-�2� �&�����2� � ��/�&� +��������.
+��&�������&(����( Λ +���� � 2��1����� +���2����� P +���� �/����2 ���1�#
/�� 2��1����� +���2����0 &������� +�����22� Λ ���( V # 2��1����� �������� u
C ∪P  ���������� +����0���� �� ��1��2 9��� ��+�&����. +�����22� Π +� �&�8
��]-�2 +����&�2A

• ��&� �� ����-�2 9��� � +�����22� Π ��+�&�.���. �����2����������� �+�8
����� +����������.# �� � Λ 6�������. ������ �+������q

• ��&� �� ����-�2 9��� � +�����22� Π ��+�&�.���. �+������ RAND(x)# +��8
������]-�� ��������� 6��/���� v +���2����� x# �� ��?������. ���������
�����&(��� +���2��� p !�� �����1�-���. � �1� +���������2 2��1����� +�8
��2����� P " � ��?��&.���. � P q ���?��1���� ϕ ���+����&.���. �� +���2����
p 6��/����2 v# ���2� �&���2�# ϕ(p) = vq � Λ 6�������. �+������ x ← pq

• ��&� �� ����-�2 9��� � +�����22� Π +����0���� +������� ���������� �����
!�&. $��&�� � ����&����"# �� � �&�/�� ���/��� +������� !���� �������"# ��
��?��&.���. � Λ# � �&�/�� �����/��� +������� !���� ���6�&�. &�1��2"# � Λ
6�������. ����# +������+�&�1��� �����2� 

�/������# /�� +���������. ����2 �?��6�2 Θ = (Λ, P ) ?���� ��+�&�.�(�. ���?��8
1����2 ϕ �� A 

����� ���1� � �&���]-�� �����1����� 

�#�4#?� 2� ����	 ������������������
 ���7����� Π ������
���
 �� ��7�"��>
������; ������� A� ����	 ���������
��������
 ����;��
 ���7����� Θ = (Λ, P )
� ϕ : P → U(A) ��������� �� :��� F��7� ���������
 ���E�����;� ��������; ��>
��� H�7��� ���� ��
 ��7�"��������; ������� A′ ���������� ����� ���"��?����
ϕ′ : P → U(A′)� ��� A � (Θ, ϕ′)� �� ���7����� Π ��?� ������
���
 �� ��7�"��>
������; ������� A′�

����
����	����� ��� ��� Θ ��+�&�.���. �� A′# �� � � +�����22� Π ?���� ��8
+�&�.�(�. � �� ��+�&�.�(�. ��/�� �� 1� ����� � � ��� 1� 2�2��� ���2���# /�� �
�� A# ����2 �?��6�2# +�����22� Π ���&��� ���&(�� 1� 9����# ���&(�� ��� ���&�8
&� �� A j��/���.# ��������2�� �+�������2 RAND# ��62�1��# ?���� �����2�#
�� �� �����# /�� ?�&� �������2�# ��������. �������2�# �� /�� ?�&� &�1��2�#
��������. &�1��2� H�� ����������� ��+�&����� Θ �� A′ 

�&�������&(��# A′ � Π 
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)� ����2�������2 �������2����������� +�����22� ��������� Ω = (f (2), 0,
LAST, a, b) )� ����2�������2 +���6��&(��� ?���$�� ν : GI,J → NI,J � �������8
����]-�� �2 �&��?���/����� �����2� ��������� ΩA

A = (NI,J , fν , 0, LAST, a, b),

��� fν �?��6 7���$�� f ���++����# �����������]-�� ν# a, b ∈ NI,J u +���6��&(���
��������� )� ����6����2 �&���]-�] �����2� 

�#�4#?� 6� ��
 ��?��; ������������������; ���7����� Π ��?�� ��������	
����C ������� ��������; U ��
 ���
�7���� RI4� ��� �
 ������������
 ������

�����; ������� � ����; �
 F��: ���
�7���� �������� ��� Π �� ����?��� ���
>
��� �� ���?����� ��7�"��������: ������ A�

�#�4#?� 7� ��
 ��?��; ������������������; ���7����� Π ��?�� ��������	
����C ������� ��������; U ��
 ���
�7���� RI4� ��� �
 ������������
 ������

�����; ������� � ����; �
 F��: ���
�7���� �������� ��� Π �� ����?��� ��
���?����� ��7�"��������: ������ A� ��� b ��������?�� ���7��������� ��>
��?�M����� 0�

����
����	����� 
&. ���6����++� Q4I +������2 �����������]-�] �� ���2+�8
������] ���6����++� +����������� RI4 ���# ��� \�� �+����� � ��6��&� @ ����(
\&�2���� qa, qb ∈ Q4I 6���]� $��& �&���� D � τIC ∈ RI4 

�������2 ���?��1���� ν : GI,J → NI,J �&���]-�2 �?��6�2 ��?���2 �����
\&�2��� (qa, t) ∈ GI,J # /�� t .�&.���. ��2�2 &���2 &����2 � ������ TJ  �+����&�2
ν((qa, t)) = 0 j���2 +������2 \&�2��� (qa, t′) = f((qa, t), (qa, t))# 6���( t′ u \�� �&�8
��]-�� !� +��.��� �&��� ��+����" &��� ������ TJ  �+����&�2 ν((qa, t′)) = LAST  
��� ����&(��� \&�2���� GI,J �+����&�2 +���6��&(��2 �?��6�2 ����� �+����8
&���� ν +�6��&.�� ���&��( ���# /��?� ��������� 0, LAST ����&� ��62�1����(
+�����22� +�+���( ��&(�� �� &���(. ������ TJ  

j�7�������2 +���������� ���?��1���� ν � ����2����2 2��1����� A �6 |NI,J |2
�&��?���/����0 �����2A

A = {(NI,J , 0, LAST, fν, a, b)|a, b ∈ NI,J}.

����2����2 ��� ��6&�/��0 \&�2���� ���++���� GI,J A ga = (qa, r) � gb = (qb, r)#
6���( r u �����( ������ TJ  

H�� \&�2���� ��6&�/�� � +�\��2�# ��&� +�����22� Π ����1��� +��.���# ��
��� ��&1�� ��+�&�.�(�. ����� �� ����� �6 �&��?���/����0 �����2

Aab = (NI,J , 0, LAST, fν, ga, gb) �&� Aba = (NI,J , 0, LAST, fν, gb, ga).


�+����2# ��� ��+�&�.���. �� �����2� Aab 
�� +��$���� ��+�&����. +�����22� Π �� �����2� Aab +������2 +���2����8

6��������] &������] +�����22� Θ = (Λ, P ) � ���?��1���� ϕ : P → NI,J #
��+�&�.]-�� �� �� Aab ����( &������. +�����22� Λ ������� �6 s �+��������
!Λ = λ1, λ2, . . . , λs" ��� ��� 1�# ��� � ��0����. +�����22� Π# ��+�&(6��� n +���8
2����0 


&. +����&1���. ����6���&(���� ��2 +����?����. �����&(�� �+����&���� 
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	34#�# #01# /� ��������� ���������� ��� ������ ���������� �� i �� k
@i � kB ��
������
 �����?���� �� ������� ���������
 ���7����� Λ� � ����>
��; ������
C��
 ��������� λi, . . . , λk� 4�� �������� ��?��; ��������; �����>
��� ����E������� � ��������; �������; ������ TJ � ��������� ����E���������;
� �������; t ∈ TJ �� i �� k �� "���� �"�
�����	 t[i, k]�

	34#�# #01# 2� �� "���� 7������	� ��� ������ ������� j ��������?�� ��>
������� t[i, k]� ���� i � j � k� �����; A��� �"�
�������
 ���G j ∈ t[i, k]�

	34#�# #01# 6� �� "���� 7������	� ��� ��������� t[i, k] � t′[i′, k′] ��������>
C��
� ���� ���������� ����; ������ ������� j� ��� j ∈ t[i, k] � j ∈ t′[i′, k′]�

�� +��$���� ��+�&����. Aab � (Θ, ϕ) +������2 2��1����� �������&��

Υ = {t[i, k]|t ∈ TJ , 0 � i � k � s},

����&�����.]-�� �&���]-�2 ��������2A

V" �6 ����# /�� � 2�2��� j ��+�&����. +�����22� Λ �� �����2� Aab 6��/���� ����8
����� +���2����� x ����� 6��/���] \&�2���� (q, t) ���++���� GI,J # �&�����# /��
��-������� �������& t[i, k] ∈ Υ# �����# /�� j ∈ t[i, k]q

Q" �&. ��1���� t ∈ TJ � �&. &]?�0 ���0 �������&�� t[i1, k1], t[i2, k2] ∈ Υ ��+�&8
���� &�?� i1 � k1 < i2 � k2# &�?� i2 � k2 < i1 � k1 

���������� 2��1����� Υ +����0���� � ��� \��+� 
�����; F��� N 
���������� 
&. ��1���� 2�2���� ���2��� 0 � i � s � �&.

��1��� +���2����� x ∈ V ����2����2 6��/����# ������� +����2�&� �����. +���8
2����. +�� ��+�&����� Aab � (Θ, ϕ) 
�+����2# \�� 6��/���� ����� ��������2�
\&�2���� (q, t) ���++���� GI,J  ����� ��?���2 �������& t[i, i] �� 2��1����� Υ 

�?��&.�2 ����� �������&� �&. ��1���� 2�2���� ���2��� i � �&. ��1��� +���8
2����� x 

�����; F��� N �������
�E�
� ������.�2 �&���]-�� +���?��6�����. �� ��0
+�� +��� 0��. ?� ���� �6 ��0 2�1�� ?��( +��2����� �� 2��1����� Υ 

< ��&� �&. ���������� t ∈ TJ �������& t[i1, k1] ∈ Υ +����������. � �������&�2
t[i2, k2] ∈ Υ# �� �?� \�� �������&� ���&.]��. �6 2��1����� Υ# � �0 �?o���8
����� u �������& t[min(i1, i2),max(k1, k2)] ��?��&.���. � Υ 

D ��&� �&. ���������� t ∈ TJ ��-�����]� �������&� t[i1, k1], t[i2, k2] ∈ Υ#
�����# /�� k1 + 1 = i2# �� �?� \�� �������&� ���&.]��. �6 2��1����� Υ#
� �2���� ��0 ��?��&.���. �������& t[i1, k2] 

'���� 6�2����(# /�� ��1��� +���?��6������ 2��1����� Υ �2��(9��� ��&�/�����
�������&�� � ��2 �� <# � ��� ��� �?-�� /��&� �������&�� ����/��# �� \�� +��$�����
�?.6���&(�� ����������. � � 2�2��� ��������� � +�&�/����2� 2��1����� Υ ��&(6.
?���� +��2����( �� ���� �6 +���?��6������ 

����2 �?��6�2# +��&� ���0 \��+�� +��������. 2� +�&�/�2 2��1����� Υ# ���8
�&�����.]-�� ���?0���2�2 ��2 ��������2 
��������&(��# ��+�&����� ��������
V" ����������� +����� \��+# ����� ��1��� 6��/���� ��1��� +���2����� �� +��8
�.1���� ����� ���2��� ��?��� +�����22� 6�������. � Υ ������ 1� \��+ ��&(��



@B ����� ����

����+�.�� �������&�# �� ����9�. �������� V"# � 6� �/�� ����+����. ���������
��+�&����. �������� Q" 

� +���������2 2��1����� Υ ��1��� �������& t[i, k] ������� � ��2# /�� ��/���.
� 2�2���� i � �� 2�2���� k !+�� ��+�&����� �+�������� λi, . . . , λk"# ��-�������
0��. ?� ���� +���2����.# 6��/���� ������� ����� 6��/���] \&�2���� (q, t) �&.
���������� q ∈ Q4I  ��� \��2 � 2�2���� ���2��� i−1 � k+1 �� ����� +���2�����
� ����2 6��/����2 ��� 


�&�� ��2 +����?����. �-� ���� �+����&���� 

	34#�# #01# 7� �� "���� 7������	� ��� ��� ������� t1, t2, t3 ������ TJ 
�>
�
C��
 ���������� ���� ������� t1 
��
���
 ����� ����� ������� t2 � ������
TJ � � ������� t3 ������� �����; A��� �� "���� �"�
�����	 ��� (t1, t2, t3)� ���
F��� ��?�� ���
��� ������ � 
������ � E����� 
����������
 �������	� �����
N ����; ���� ������ N �����;�

���������� �����2� ��������� U +� 2��1����� �������&�� Υ +����0���� �&�8
��]-�2 �?��6�2 ��1��2� �������&� t[i, k] �� 2��1����� Υ ��+�����&.���. +�8
��2����. vt[i,k] 	�������. �2�]� �&���]-�� ���A

< 
&. ��1��� +���2����� vr[i,k]# ��� r u �����( ������ TJ # � U ��?��&.���.
���������

vr[i,k] = τIC .

D 
&. &]?�0 �������0 ���9�� (tl, tc, tr) ������ TJ � 2�2���� ���2��� j# ��8
&� ��-�����]� �������&� tl[il, kl], tr[ir, kr] � tc[ic, kc]# �����1�-�� 2�2���
���2��� j# �� � U ��?��&.���. ���������

(vtl[il,kl] 
 vtr[ir ,kr ]) = vtc[ic,kc].

@ 
&. ��1��� +���2����� vt[i,k]# ��� t u &��� ������ TJ # � U ��?��&.���. ����8
�����

vt[i,k] = τIN .

��9���� �����2� U +��+������� ��1��� +���2����� vt[i,k] ��������� 6��/����
�6 RI4# +�\��2� 2�1�� �/����(# /�� ��9���� 6����� ���?��1���� ρ : Υ → RI4 
2�.
������ ���?��1����# &���� +���6��(# /�� +�����22� Π ��+�&�.���. �� �����2� Aba
�# �&�������&(��# �� ����1��� +��.��� � �� ����1��� +�����&�1����( 6��������
\&�2���� +��+�&����++�# +���1�l���� �����2 6������2 \&�2����2 


&. \����# +� ���?��1���.2 ρ � ϕ 2� +������2 ����� ����� ���?��1���� ϕ′#
/�� Aba � (Θ, ϕ′)# ��� Θ = (Λ, P ) 
&. ��1���� +���2���� p ∈ P �����2 2�2���
���2��� ip �����# /�� �+������ &������� +�����22� Λ ���( x ← p �� +��������]
&������� +�����22� Λ ����� �+������ � ��� ��&(�� ���� ����( ϕ(p) ���( 6��/�8
��� \&�2���� (q, t) ���++���� GI,J  �����# +� +��������] 2��1����� �������&��
Υ# ��-������� �������& t[i, k]# �����1�-�� ip ����( ρ(t[i, k]) = τ  j��/���� ���?8
��1���. ϕ′ �� p �+����&.���. ��� 6��/���� \&�2���� (τ [q], t) � ����2�������2��
��2���$�� ���++���� GI,J  

����&��( +���6��(# /�� Aba � (Θ, ϕ′) 
&. ����6���&(���� ������� 7����# +���8
1�2 /�� �+�����&��� �&���]-�� �����1����� ����2����2 +��$��� ��+�&����.



� �����	�����
� ������� ��������� ������� ��� ��	������ @E

+�����22� (Θ, ϕ) �� �����2� Aab# ��&� � ��������� 2�2��� i0 � ��������� +���8
2����� x ��0�����. 6��/���� \&�2���� (q, t)# ��# +� +��������] 2��1����� �����8
��&��# �������. �������& i0 ∈ t[i, k] � ����� � +��$���� ��+�&����. +�����22�
(Θ, ϕ′) �� �����2� Aba � ������ 2�2��� ���2��� +���2����. x ?���� �����1��(
6��/���� (ρ(t[i, k])[q], t) 


���6����2 ������ �����1����� �����$��� +� ������ �6&� t � ������ TJ  

< ��&� t .�&.���. &����2# ��# +� +��������] U # &]?�� �������& �&. t ���?��8
1����. ρ � τIN # ���2� �&���2� �62�����. 6��/���� � &����0 �� +����0���� 
j��/���� (q, t) � +���2����] x � +�����22� (Θ, ϕ) 2�1�� +�+���( ���2. �+�8
��?�2�A

!V" ������������ x ����� �6 �������� 0, LAST  � �����2�0 Aab � Aba 6��8
/���. \��0 �������� ���+���]�# +�\��2� � \��� 2�2��� � +�����22�
(Θ, ϕ′) +���2����� x ?���� +�������� ��1� 6��/����# /�� ����&�����.��
��&���] 

!Q" ������������2 x ← f(y,y)# ��� y u &��� &���� ����2�������2��� &�8
��� ��� ��� 6��/���. y � +�����22�0 (Θ, ϕ) � (Θ, ϕ′) ���+���]�# �� �
6��/���� x ?���� ��1� ���+����( 

!G" ������������2 x +���2���� p �� +��������] ���?��1���. ϕ′ +�&�/�2#
/�� ϕ′(x) = (τIN [q], t) = (q, t) = ϕ(p) ����2 �?��6�2# 6��/���. x � �?��0
+�����22�0 ��1� ���+���]� 

D ����( t u ���������� �6�& ������ TJ  ����+�&����2# /�� �&. ��6&�1�-�0
�6�� ������ ��&���� �1� ��+�&���� ����( tl u &���� ��� �6&� t# � tr u
+����� j��/���� (q, t) � +���2����] x � +�����22� (Θ, ϕ) 2�1�� +�+���(
���2. �+���?�2�A

!V" ������������2 x ← f(y, z)# ��� y, z u ��������� +���2����� � ���8
��� 2�2��� � +���2����� y ��0�����. ��������� 6��/���� (ql, tl)# �
� +���2����� z u 6��/���� (qr, tr) j��/���. ����&�����.]� ��&���]
(ql ◦ qr) = q �� +��������] 2��1����� �������&��# � ������ 2�2���
���2��� ��-�����]� �������&� tl[il, kl] � tr[ir, kr] ����( ρ(tl[il, kl]) = τtl
� ρ(tr[ir, kr]) = τtr  �� +���+�&�1���] �����$��# � +�����22� (Θ, ϕ′)
+���2����� y � z ����� �������������� (τtl [ql], tl) � (τtr [qr], tr) ����(
ρ(t[i, k]) = τt �����# +� +��������] �����2� U # ��&1�� ��+�&�.�(8
�. ������9���� (τtl [ql] ◦ τtr [qr]) = τt[(ql ◦ qr)] = τt[q] �&�������&(��# �
+�����22� (Θ, ϕ′) +���2����. x ?���� ����� f((τtl [ql], tl), (τtl [ql], tl)) =
((τtl [ql] ◦ τtr [qr]), t) = (τt[q], t) 

!Q" ������������2 x +���2���� p � \��2 �&�/�� �����1����� ����� +�
+��������] ���?��1���. ϕ′ 

@ ��&� 1� t .�&.���. �����2# �� ��+�&����&(�� � +������-�2� �&�/�]# 6��8
/���� x 2�1�� ?��( +�&�/��� +�����������2 6��/���� �������� a � b ��
+��������] �����2� U # ��� �������&� ��������� \&�2���� ������ t ���?��8
1�]��. � τIC  ��� \��2 6��/���� ��������� a � �����2� Aab ���( ga = (qa, t)#
� � �����2� Aba \�� gb = (qb, t) +�� \��2 qb = τIC [qa] ����2 �?��6�2# ��&� �
Aab +���2����� x +�����������. 6��/���� ga = (qa, t)# �� � �����2� Aba ?����



@F ����� ����

+�������� 6��/���� gb = (qb, t) = (τIC [qa], t)# /�� ����&�����.�� ���?0���2�2�
��&���] ���&���/��� �����1����. 2�1�� +������� � �&. ��������� b 


&. ����6���&(���� Aba � (Θ, ϕ′) ����&��( +�������(# /�� ��� ����� � &�������
+�����22� Λ ?���� ��+�&�.�(�. ����� 2���� ?��( ���0 ����� 

����?����	��; ����� ���� ���� x = y ����( � +�����22� (Θ, ϕ) �� Aab
6��/���. +���2����0 ���( (q, t)# ����� � +�����22� (Θ, ϕ′) 6��/���. x � y ?����
����� (τ [q], t) � ��1� ?���� ����� j���( τ ���( +�����������# � ������] ?�&
���?��1�� �������&# �����������]-�� 6��/���.2 x � y 

#���E����	��; ����� ���� ���� x �= y ����( � +����22� (Θ, ϕ) �� Aab 6��8
/���. +���2����0 ���( x = (q1, t1) � y = (q2, t2) �������������� ����( τ1 u +�8
���������� �������&� �&. 6��/���. x# � τ2 u +����������� �������&� �&. 6��8
/���. y ����� � +�����22� (Θ, ϕ′) 6��/���. x � y ?���� ����� ��������������
(τ1[q1], t1) � (τ2[q2], t2) ��&� t1 �= t2# �� �/������# /�� ���� ?���� ������� � (Θ, ϕ′)#
��&� 1� t1 = t2# �� +���2����� x � y +�����&�1�� ����2� �������&� �# �&���8
����&(��# τ1 = τ2 � �����2 �&�/�� ��+�&����� ����� �&����� �6 ����# /�� &]?�.
+�����������# � � /��������# τ1 .�&.���. ?���$���# +�\��2� ��+�&���� ��&����
q1 = q2 ↔ τ1[q1] = τ1[q2] ��\��2� ���� � \��2 �&�/�� ��1� ������� 

��� ��� ��� ����� +�����22� (Θ, ϕ′) ��+�&�.]��. �� Aba ��# �&�������&(��#
Aba � (Θ, ϕ′) 
6 /��� �&�����# /�� ��0����. +�����22� Π ��+�&�.���. ��� �� Aab#
��� � �� Aba# �# �&�������&(��# +�����22� Π �� 2�1�� ����1��( +��.��� �&� +��8
���&�1����( 6�������� \&�2���� +��+�&����++�# +���1�l���� �����2 6������2
\&�2����2 
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m<n )������� 
 ; # ���$&�� ) � � ����2�/����0 �����.0 ���?����0 �&��?� ss
)���2���/����� �?�����# <C> !@"# <[C[ ��� @>=u@D< 

mDn ���$&�� ) � ���2�� +�&���2��&(���� 6�+���� �� ���+�6�����2��� � ����8
���2����������� &�����72�/����� +�2.�� ss ������� ��������� �������8
��������� ������������# ����. ����&����. 2���2�����# t F!<D"# D>>E# ��� Eu
DD 

m@n �OOb h x zVNRVKROJS OJ TPSXWOcJ ZVGXRJLS ss IJ {NOG <SK x�w haZT OJ
^XLONa Od �OZTPKRJM# TVMLS DD[uD@D# <[F[ 

mBn �OOb h x �XVNVGKLNR�VKROJS Od TPSX8WOcJ ZVGXRJLS RJ KLNZS Od KRZL8QOPJWLW
GOZTPKLNS ss vOPNJVU Od KXL x�w# <C!<"ABu<C# <[=< 

mEn �OOb h x # hLKXR � hKONVML NL`PRNLZLJKS dON WLKLNZRJRSKRG TOUaJOZRVU KRZL
NLGOMJR�VQUL UVJMPVMLS ss vOPNJVU Od �OZTPKLN VJW haSKLZ hGRLJGLS# <@!<"ADEu@=#
<[=F 


