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k → max, (1)

τ {f0(x, γ) � k} � α0, (2){
τ{fi(x, γ) � 0} � αi, i = 1,m,
x ∈ E

n
+.

(3)

j���( f0(x, γ) =
∑n
j=1 a0j(γ)xj # fi(x, γ) =

∑n
j=1 aij(γ)xj−bi(γ), i = 1,m# τ ∈ {π, ν}#

π k ��62�1������. 2���# ν k �����������. �� 2��� ���?0���2����# aij(γ), bi(γ)
k �6��2�� TW 8��.6����� ��/����� ��&�/���# E

n
+ k ������$���&(��� ������ n8
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H�� 6���/� ����&(�� �6�/��� +�� τ = π � mBn 
����. ����(. +����&1��� \��
���&�������� � �&�/��# ����� τ = ν# � ����(� +������� \�����&������ �����2�8
���������� ���&�� 6���/� 

����6���# /�� � ��&�/�� �� ����2�������� � mBn �����$��# � �����2 �&�/�� \�8
����&������ �����2����������� ���&�� ���( 6���/� ��+��&��� +�����22�����8
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!<"8!@" � �&�/�� 2�� ��62�1����� � ���?0���2���� 

2� 
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�����2 ���?0���2�� �+����&���. � +��.��. �6 ������ ��62�1������ m<# E# = u
<@n 

����( 2��1����� Γ ���( 2���&(��� 2��1�����# γ ∈ Γ k ��� \&�2����# P(Γ) k
2��1����� ���0 +��2��1���� 2��1����� Γ 

	34#�# #01# 8� ��
��?������; ����; π : Γ → E
1 ��
������ A���E� ���>

?������ �"����C�� �����C���� ���;������G

K� π{%} = 0� π{Γ} = 1�

J� π

{⋃
i∈I

Ai

}
= sup

i∈I
π{Ai}, ∀Ai ∈ P(Γ), ∀I�

	34#�# #01# >� H��;�� @Γ,P(Γ), πB ��
������ ��
��?������� ����������>
����

	34#�# #01# B� ����; ���":�������� ν : Γ → E
1 ��
������ A���E� ���>

?������ �"����C�� �����C���� ���;������G

K� ν{%} = 0� ν{Γ} = 1�

J� ν

{⋂
i∈I

Ai

}
= inf

i∈I
ν{Ai}, ∀Ai ∈ P(Γ), ∀I�

��2���2 ��1��� �������� 2�� ��62�1����� � ���?0���2���� 

< π � ν ���( 2��� ���+����&������� � �?&���]� ���2� �0 ��������2� !������8
/������(# 2����������(" 

D ν{A} = 1 − π{AC}# ��� AC k ��+�&����� 2��1����� A H�� �������� +���8
6�����# /�� 2��� ��62�1����� � ���?0���2���� .�&.]��. �����������2� 

@ max{π{A}, π{AC}} = 1# min{ν{A}, ν{AC}} = 0 

B π{A} + π{AC} � 1# ν{A} + ν{AC} � 1 

E π{A} � ν{A} : ν{A} > 0 ⇒ π{A} = 1, π{A} < 1 ⇒ ν{A} = 0 

F )��� ��62�1����� ��+������� ���6�# 2��� ���?0���2���� ��+������� ����8
0� 



� 	���� ������� ����� ���� � ���!����	�������� <<<

	34#�# #01# E� ��
��?������; @�������;B ��������; ��
������ ������>
����� A���E�

A(·) : Γ → E
1,

��
��?��� 
������ ������; :��������
�C�� �� �������������� ��
��?��>
���; μA(x)G

μA(x) = π{γ ∈ Γ : A(γ) = x}, ∀x ∈ E
1.

μA(x) k ��62�1����( ����# /�� A 2�1�� +���.�( 6��/���� x 
���&���/��2 �?��6�2 2�1�� �+����&��( � ����?0���2�����]� ��&�/��� m<@n 

	34#�# #01# F� R��":��������� �������� ���	 ����������� A���E�

N(·) : Γ → E
1,


������ ������; �7�������� �� �������������� ���":��������; μνN (x)G

μνN (x) = ν{γ ∈ Γ : N(γ) = x} =

= 1 − π{γ ∈ Γ : N(γ) �= x} = 1 − sup
u�=x

μN (u), ∀x ∈ E
1.

�/������# /�� �+����&����. ����2 �?��6�2 ����?0���2�����.� ��&�/��� ?����
+�/�� ������ ����� ��&] �� +�.2�� +��2������ &�9��� �2��&� ������ ��� 2�8
1�� +��2��.�(�. � �����������2 ��������� ��62�1����(8���?0���2���( �&. 2�8
��&�������. ����9���� ��+� ������������� ��\��2� ��]�� ��&�� +�� ��/�����
��&�/���� 2� ?���2 +���2��( �2���� ��62�1������] ��&�/��� 

	34#�# #01# /G� R�������� ��
��?������; �������� A ��
������ ������
������?�����

supp(A) = {x | μA(x) > 0}, x ∈ E
1.

	34#�# #01# //� �� �C"�; ��
��?������; ���������; A � �C"�7� α ∈ [0, 1]�
α>��������� ���?������ Aα ��
������G

• Aα = {x ∈ E
1 | μA(x) � α}� �� α ∈ (0, 1]�

• Aα = cl(supp(A))� �� α = 0�

7�� cl(supp(A)) D 
�������� ������� ��
��?������; ���������; A�

	34#�# #01# /2� ��
��?������ ��������� A ��
������ �������;� ���� ��
A���E� ������������ ����� ���
���7����;G

μA(λx1 + (1 − λ)x2) � min{μA(x1), μA(x2)}, λ ∈ [0, 1], x1, x2 ∈ E
1.

��� +����&�# ��62�1������� +���2����� �� /��&���� +�.2��# 0��������6�]8
-���. ������ ���2���&(��2�# ���6��������2�# +�&���+�������2� ����0� 7���8
$�.2� ���+����&���. � ������/����2� ������&.2�# ��6���]��. ��������� ���>
���� ��� \��2 ��&� 7���$�. ���+����&���. ��62�1������ �� .�&.���. ������
���2���&(���# �� ��62�1������. +���2����. ��6������. �������� ���������� 


&. 2���&�������. ��/����0 /���& � ��/����0 �������&�� 2� ��+�&(6��2 ���8
+����&���. (L,R)8��+� m<n 
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� ������ ��?��� ���&������. 6���/� ��62�1������� �+��2�6�$�� �� �6��2�8
�������]-�2� +���2����2� j�����2���( !�6��2���������# ��.6������(# 2���8
��.6������(" +���2����� 2���&������. �� ������ �++����� t8���2 m=# C# [n ��+�28
��2# /�� +��2��.�2�. � �����.-�� ��?��� �&�?�. t8���2� TW �2��� �&���]-��
���A

TW (x, y)�
{

min{x, y}# ��&� max{x, y} = 1#
># ���/� 

�+�&(6��2�� ��2� +��.��� �6��2��� T 8��.6������� �?�?-��� �����������]8
-�� +��.��. �6��2��� ��.6������� !2�����.6�������"# ������ � m<># <Dn �&���.
mFn# ����2 �-� ��� �+����&���. 

	34#�# #01# /6� ����	 ���� ��
��?������� ������������ (Γ,P(Γ), π) � t>
����� T � ���?����� X1, . . . , Xn ∈ P(Γ) ��
���C�� �
����� T >��
�������
���� �� �C"�7� ������?����� {i1, . . . , ik} ���?����� {1, . . . , n}� 1 � k � nG

π
{
Xi1 ∩ . . . ∩Xik

}
= T

(
π{Xi1}, . . . , π{Xik}

)
,

7��
T
(
π{Xi1}, . . . , π{Xik}

)
=

= T (T (. . . T (T (π{Xi1}, π{Xi2}), π{Xi3}), . . . π{Xik−1}), π{Xik}).


�+����2# /�� A1, . . . , An k ��62�1������� ��&�/���# 6������� �� ��62�18
������2 +����������� (Γ,P(Γ), π) 

	34#�# #01# /7� ��
��?������� �������� A1, . . . , An ��
���C�� �
�����
T >��
������� ���� �� �C"�7� ������?����� {i1, . . . , ik} ���?����� {1, . . . , n}�
1 � k � nG

μAi1 ,...,Aik
(xi1 , . . . , xik ) = π{γ ∈ Γ |Ai1 (γ) = xi1 , . . . , Aik(γ) = xik} =

π{A−1
i1

{xi1} ∩ . . . ∩A−1
ik

{xik}} =
T (π{A−1

i1
{xi1}}, . . . , π{A−1

ik
{xik}}), xij ∈ E

1.

��� ���2� T (x, y) = min{x, y} 2� +��0���2 � �����������]-�2 �+����&���.2
�6 m<># <Dn 

6� 	%0��0$# 4#X� C9�9$

��&����2 +��?&�2� !<"8!@" � �&�/�� τ = ν � ���2� T = TW # �+�����]-��
�6��2��������� ��/����0 +���2����� ��� +����2��� ���A

k → max, (4)

ν {f0(x, γ) � k} � α0, (5){
ν{fi(x, γ) � 0} � αi, i = 1,m,
x ∈ E

n
+.

(6)

��&����2 ���/�&� 2���&( ������/���� !F" �������2 �&. ��� \�����&�����]
�����2����������] 2��� 2���� �&���]-�. �����2� 
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�#�4#?� /� ����	 � ������ �7��������; @SB �������� ��������� aij(γ) � bi(γ)
��C�� �
����� TW >��
������ � :��������
�C�� �������������� (L,R)>
����G

aij(γ) = (a′ij , a
′′
ij , ηij , βij)LR, i = 1,m, j = 1, n,

bi(γ) = (b′i, b
′′
i , ηi, βi)LR, i = 1,m

� ����������� A���E��� ������������ A���� L � R�  ��� L � R ���C� �">
������ A���E��� �� F�����������; ����������������; �����7 ������ @SB ���>
�� ���G⎧⎪⎨

⎪⎩
n∑
j=1

a′′ijxj + max
j=1,...,n

{xjβij}R−1(1 − αi) � b′i − ηiL
−1(1 − αi), i = 1,m,

x ∈ E
n
+.

(7)

����
����	����� � ��&� +�������&���. 7���$�� fi(x, γ)A

fi(x, γ) =
n∑
j=1

aij(γ)xj − bi(γ)

2���&( ������/���� !F" 2�1�� ?��( 6�+����� � ����A{
ν{f ′

i(x, γ) � bi(γ)} � αi, i = 1,m,
x ∈ E

N
+ .

(8)

:���$�. f ′
i(x, γ) =

∑n
j=1 aij(γ)xj � 2���&� ������/���� !C" .�&.���. �6��9��8

��� TW 8��22�� ��/����0 ��&�/�� (L,R)8��+� � ���������2� 7���$�.2� +���8
����&���. 7��2� ���&���� �����2� � �6��9����� TW 8��22� ��/����0 ��&�/��
(L,R)8��+� �6 m@n# ���+����&���� ��62�1������ f ′

i(x, γ) �2��� ���A

μf ′
i(x,γ) = (l∗i , r

∗
i , η

∗
i , β

∗
i )LR,

���

l∗i =
n∑
j=1

a′ijxj , r∗i =
n∑
j=1

a′′ijxj ,

η∗i = max{x1ηi1, . . . , xnηin} = max
j=1,...,n

{xjηij},
β∗
i = max{x1βi1, . . . , xnβin} = max

j=1,...,n
{xjβij}.

� ��6�&(���� +�&�/��2# /�� f ′
i(x, γ) �2��� �&���]-�] 7���$�] +�������&���.

7��2� Rf
′
i (x)A

Rf
′
i (x) = R

(
x− r∗i
β∗
i

)
.


&. ���?������ /&��� 7���$�. ���+����&���. ��62�1������ ?���� �2��( ���#
6������� � ��&���� �����2�A bi(γ) = (b′i, b

′′
i , ηi, βi)LR# � 7���$�. +�������&���.

&���� 7��2�# ��������������A

Lbi(x) = L

(
b′i − x

ηi

)
.
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6 ������9���. �������������� 2�� ��62�1����� � ���?0���2���� +�&�/��2A

ν{f ′
i(x, γ) � bi(γ)} � αi ⇒ π{f ′

i(x, γ) > bi(γ)} � 1 − αi.

� ������������ � m<@n ��62�1������� ����������� π{f ′
i(x, γ) > bi(γ)} � 1 − αi

\�����&����� �&���]-�2� �����������A

r
f ′

i

i � lbi

i , (9)

��� r
f ′

i
i k ����� 6��/���� ����2���� 7���$�� Rf

′
i # +�� ������2 ����������. ��+��8

2�2# ������ 1 − αiA R
f ′

i (rf
′
i

i ) = αi# � lbi k 6��/���� ����2���� 7���$�� Lbi # +��

������2 ����������. ��+��2�2 1 − αiA L
bi(lbi

i ) = αi �����2 r
f ′

i

i A

R

(
r
f ′

i
i − r∗i
β∗
i

)
= 1 − αi =⇒ r

f ′
i
i − r∗i
β∗
i

= R−1(1 − αi) =⇒ r
f ′

i

i = r∗i + β∗
iR

−1(1 − αi).

��/��&�2 ��+��( lbi

i  2��2A

L

(
b′i − lbi

i

ηi

)
= 1 − αi =⇒ b′i − lbi

i

ηi
= L−1(1 − αi) =⇒ lbi

i = b′i − ηiL
−1(1 − αi).

����� ����������� ![" 2�1�� ?��( 6�+����� � ����A

r∗i + β∗
iR

−1
i (1 − αi) � b′i − ηiL

−1(1 − αi).

���������� l∗i # r∗i # η∗i � β∗
i � .���� 7��2�# +�&�/��2 �����1����� �����2� p��

� ���?���&��( ����6��( 

H�?#"�01# /� � ��������?���: ������� K �����	 �7��������; @SB ���������
�������� ���?����� ���������: ������; 
����� ������
�E�� @KB>@LB�

��;�������	��� �������� �����	� ��� �� �C"�7� i = 1, n A���E�

n∑
j=1

a′′ijxj + max
j=1,...,n

{xjβij}R−1(1 − αi)

����� �������;� ��� ��� ����������� ��"�; ����� ����;��; � �������;
A���E��� ����������	�� i>�� �7��������� ��������� �������C �"����	� ����>
������� �������: �"�����; ���	 ������� �"����	�

H��� ��6�&(��� .�&.���. ��1��2 � +�6�$�� ��������&(���� �6�/���. \�����8
&�����0 �����2����������0 ���&���� 6���/� !<"8!@" � �&�/�� 2��� ��62�1�����
� ���?0���2���� ��� ?�&� +���6��� � mBn +�� τ = π �����������]-�. 2���&(
������/���� �+����&.�� ����+��&�] �?&���( 

�?�6��/�2 /���6 Xα
W (ν) 2��1����� ��+����2�0 ��9���� 6���/� !<"8!@"# �+��8

��&.�2�0 2���&(] ������/����{
ν{fi(x, γ) � 0} � αi, i = 1,m,
x ∈ E

n
+.
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p���6 Xα
W (π) �?�6��/�2 2��1����� ��+����2�0 ��9����# �+����&.�2�0 2���&(]

������/���� {
π{fi(x, γ) � 0} � αi, i = 1,m,
x ∈ E

n
+.

��� ���&���0 ����� +���+�&�1���.0# �2��� 2���� �&���]-�. �����2� 

�#�4#?� 2� ����	 αi = 0.5, i = 1,m� H�7��

Xα
W (ν) ⊆ Xα

W (π).

����
����	����� ����( x̄ ∈ Xα
W (ν) ����1�2# /�� x̄ ∈ Xα

W (π) 
��������&(��#
��� ��� x̄ ∈ Xα

W (ν)# ��# +���0��. � !="# �2��2# /�� ∀i = 1,mA

n∑
j=1

a′′ij x̄j + max
j=1,...,n

{x̄jβij}R−1(0.5) � b′i − ηiL
−1(0.5).

�� ����� ∀i = 1,m �2��� 2���� � �&���]-�� �����������A

n∑
j=1

a′ij x̄j − max
j=1,...,n

{x̄jβij}L−1(0.5) � b′′i + ηiR
−1(0.5).

��� ��� L−1(0.5) = R−1(0.5)# .���# /�� x̄ +�����&�1�� +�����/���] �?&�����#
�+����&.�2�0 +��&����2� �����������2� H�� +�����/���� �+����&.�� �?&���(
Xα
W (π)# ��� +���6��� � mBn# �� ���( x̄ ∈ Xα

W (π) �����2� ����6��� 

H�?#"�01# 2� ����7���; ������	 T�U ����� ��� � 
�����: ���:���������7��
��� � ��
��?������7� ���7������������

�������2 � ���&�������] 2���&� �������. 6���/� !<"8!@" �&. τ = ν H���8
��&������ �����2����������� ���&�� 2���&� �������. !B"8!E" ���� �&���]-�.
�����2� 

�#�4#?� 6� ����	 � ������ ������� @QB>@UB a0j(γ) ���	 TW >��
����� �����>
��� �������� (L,R)>����G

a0j(γ) = (a′0j , a
′′
0j , η0j , β0j)LR, j = 1, n

� ����������� A���E��� ������������ A���� L � R�  ��� L � R ���C� �">
������ A���E��� �� F�����������; ����������������; �����7 ������ @QB>@UB
����� ���G

k → max,⎧⎪⎨
⎪⎩

k �
n∑
j=1

a′0jxj − max
j=1,...,n

{xjη0j}L−1(1 − α0),

x ∈ E
n
+.

(10)

����
����	����� �����2�. �� ���2���� �+����&���� 2��� ���?0���2����# �2�8
�2A

ν{f0(x, γ) � k} � α0 ⇒ π{f0(x, γ) < k} � 1 − α0.



<<F ��������� ����� ��������� ����� ������ ����

����� \���� \�����&�����. 2���&( �������. !B"8!E" �2��� ���A

k → max,{
π{f0(x, γ) < k} � 1 − α0,
x ∈ E

n
+.

:���$�. f0(x, γ) .�&.���. �6��9����� TW 8��22�� ��/����0 ��&�/�� (L,R)8
��+� � ���������2� 7���$�.2� +�������&���. 7��2� ���&���/��# ��� � +��
����6���&(���� �����2� D# ��0���2 ���+����&���� ��62�1������ f0(x, γ)# � 6���2
&���] �����$� ��� !< 8 α0"8���������� 2��1�����A

lf00 = l∗0 − η∗0L
−1(1 − α0),

���

l∗0 =
n∑
j=1

a′0jxj , η∗0 = max
j=1,...,n

{xjη0j}.

� ������������ � m<@n# ��62�1������� ����������� π{f0(x, γ) < k} � 1 − α0

\�����&����� �&���]-�2� �����2����������2� �����������A

k � lf00 . (11)

����� !<<" 2�1�� ?��( 6�+����� � ����A

k � l∗0 − η∗0L
−1(1 − α0). (12)

���������� l∗0 � r∗0 � !<D" � .���� 7��2�# +�&�/��2 �����1����� �����2� 

�������� �����(# /�� 2���&( �������. +�������&.�� ��?�� �������] 7���$�] 
��\��2� 2���&( !<>" 2�1�� ?��( 6�2����� \�����&������ 2���&(] �������.A

n∑
j=1

a′0jxj − max
j=1,...,n

{xjη0j}L−1(1 − α0) → max . (13)

�� ��������] � !<>"# ��+�&(6������ \��� 2���&� .�&.���. ?�&�� +���+�/��8
��&(��2 +� +��/��� �2��(9���. ��62������� ��9��2�� 6���/� 

H�� !"#01#

� ��?��� ���&������� 6���/� ��������� �+��2�6�$�� �� �6��2��������]-�8
2� ��/����2� +���2����2� +�� ������/���.0 +� 2��� ���?0���2���� ��&�/��
��+�.2�� 2���� ��9���. 6���/�# ���������� �� +��������� �� \�����&������� ��8
���2������������ ���&��� ��&�/��� ��6�&(����# +�6��&.]-�� ���������( ��.6(
2�1�� ��62�1������� � ���?0���2������ 2���&(] �+��2�6�$�� 

����6���# /�� � ��&�/�� �� ����2�������� � mBn ��62�1������� 2���&�# � �&�8
/�� 2��� ���?0���2���� \�����&������ �����2����������� ���&�� ���( 6���/�
��+��&��� +�����22�������. ������ 7���$��# 7��2���]-�� �+��2�6�$���8
��] 2���&(# �� .�&.]��. ��]�� �&����2� ��\��2� �&. ��9���. �����2��������8
���� \�����&���� ���?0���2� +���&����( 2����� ��?����������� �+��2�6�$�� �
�?�?-������ &�������� +�����22�������. mDn 
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m<n 
 
]?��# � ���� �����. ��62�1������ s ��� � 7���$ ) A ����� � ��.6(#
<[[> 

mDn ) )��� )���2���/����� +�����22�������� ) A �����# <[[> 

m@n  � ��&������� � �6��9����� ��22� �6��2�� TW 8��.6����0 ��/����0 ��&�8
/�� ss ������� ��������� ���������������� ������������ ����. �����&��8
��. 2���2������ D>>= tE!@@" � F@8== 

mBn  � ��&�������# � � 56���� j���/� ��62�1������� �+��2�6�$�� � �6��28
�� ^8��.6����2� +���2����2�A ��������&(��� �6�/���� ss 6� ���# ���	#
D>>C tE ��� C=8[C 

mEn � � 56���� � 6���/� 2����2�6�$�� ��62�1����� �����1���. ��/����� $�&�
ss 6� ���# ���	# <[[[ �B ��� <D>8<D@ 

mFn ~ � �OJM {VNVZLKLN LSKRZVKROJS Od ZPKPVUUa T 8NLUVKLW dP��a _VNRVQULS ss �P��a
hLKS VJW haSKLZS <D@ !D>><" F@8=< 

m=n | { �ULZLJK# � wLSRVN# | {VT N̂RVJMPUVN JONZS I eVSRG VJVUaKRGVU VJW
VUMLQNVRG TNOTLNKRLS ss �P��a hLKS VJW haSKLZS <B@ !D>>B" E8DF 

mCn | { �ULZLJK# � wLSRVN# | {VT N̂RVJMPUVN JONZS II �LJLNVU GOJSKNPGKROJS VJW
TVNVZLKLNR�LW dVZRURLS ss �P��a hLKS VJW haSKLZS <BE !D>>B" B<<8B@C 

m[n | { �ULZLJK# � wLSRVN# | {VT N̂RVJMPUVN JONZS III �OJKRJPOPS K8JONZS ss
�P��a hLKS VJW haSKLZS <BE !D>>B" B@[8BEB 

m<>n h �VXZRVS �P��a zVNRVQULS ss �P��a hLKS VJW haSKLZS < !<[=C" [=8<<> 

m<<n � ^ �MPaLJ# | x gVUbLN x iNSK GOPNS RJ dP��a UOMRG ��� {NLSS# <[[= 

m<Dn w �VO# x �VSXLW hOZL GOZZLJKS OJ dP��a _VNRVQULS ss �P��a hLKS VJW haSKLZS
F !<[C<" DCE8D[D 

m<@n x z �V�LJRJ# w gVMLJbJLGXK {OSSRQRURSKRG OTKRZR�VKROJ eNVJWLJQPNMRSGXL
L̂GXJRSGXL �JR_LNSRKVK# �OKKQPS# �LNZVJa# <[[F 




