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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ И ИНСТРУМЕНТАЛЬНЫЕ 

МЕТОДЫ ЭКОНОМИКИ 

УДК 338.27:519.862.6 

ОБЪЕДИНЕНИЕ ПРОГНОЗОВ НА ОСНОВЕ 

ОДНОШАГОВОЙ М-ОЦЕНКИ ЭНДРЮСА 

А.А. Васильев
 

Тверской государственный университет, г. Тверь 

Предложено использовать для объединения прогнозов индивидуальных 

моделей прогнозирования одношаговую М-оценку Эндрюса вместо 

взвешенного арифметического среднего. Результаты исследования 

подтвердили гипотезу о том, что комбинированные модели 

прогнозирования на основе М-оценки Эндрюса в большинстве случаев 

превосходят по точности модель на основе взвешенного 

арифметического среднего значения. 

Ключевые слова: взвешенное арифметическое среднее, 

комбинированная модель, М-оценка Эндрюса, объединение прогнозов, 

одношаговая оценка, прогноз, простое арифметическое среднее. 

 
Наиболее часто в практике прогнозирования экономических 

показателей используются методы объединения индивидуальных прогнозов, 

основанные на их простом или взвешенном усреднении. 

Результаты исследований комбинированных моделей на основе 

простого среднего арифметического показали, что простое среднее 

арифметическое чувствительно к аномальным прогнозам. Поэтому в ряде 

исследований предлагается для объединения прогнозов использовать 

усеченное среднее для отсеивания аномальных прогнозов [1, с. 47]. Предметом 

настоящего исследования является метод объединения индивидуальных 

прогнозов на основе другой робастной статистической оценки, а именно на 

основе одношаговой М-оценки Эндрюса. 

М-оценкой называется любая оценка n , определяемая как решение 

экстремальной задачи на минимум вида  
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  [2, с. 51]. Применительно к оценке параметра положения 

М-оценка имеет вид  
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0)(   [2, с. 52]. 

Один из видов функции   предложен в 1972 г. Дж. Эндрюсом. 

Функция   Эндрюса является немонотонной функцией, представляющей 

собой синусоиду. Она имеет вид [3, с. 185] 
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Дж. Эндрюс рекомендовал выбирать значение a , равным 2,1. 

Так как М-оценки параметра положения не инвариантны относительно 

параметра рассеивания, то целесообразно находить данные оценки как 

решение уравнения вида  
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 , где nS  - оценка среднего 

квадратического отклонения [3, с. 138]. 

Вычисление М-оценок производится на основе итерационной 

процедуры. Вариант итерационного алгоритма на основе метода Ньютона 

заключается в последовательном вычислении М-оценки по формуле [2, с. 149] 
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 , 

где j , ...,1,0j , - номер итерации. 

К основной проблеме использования М-оценок параметра положения 

относится чувствительность к неверной оценке параметра рассеивания [3, с. 

187]. Для решения этой проблемы рекомендуется использовать одношаговые 

М-оценки с робастными начальными значениями параметров положения и 

рассеивания [3, с. 187]. 

Одношаговые М-оценки, являющиеся результатом первого шага 

итерационной процедуры вычисления М-оценок, определяются по формуле [3, 

с. 139] 
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где )0(
n  и )0(

nS  - начальные оценки параметров положения и рассеивания. 

В качестве начальных оценок параметров положения и рассеивания 

рекомендуется использовать следующие робастные оценки [3, с. 139]: медиану 

)()0(
in xdem  и нормированную медиану абсолютных отклонений 

}|)(|{384,1)(384,1)0(
jjiiiOAn xdemxdemxDAMMS   соответственно. 

Основная проблема применения одношаговых М-оценок заключается в 

том, что при некоторых выборках знаменатель, равный  
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может оказаться равным нулю [3, с. 188]. Один их методов решения данной 

проблемы состоит в переходе к одношаговой W-оценке Тьюки вида 
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 , а неотрицательная 

весовая функция w  связана с   соотношением uuuw )()(   [3, с. 188]. 

Алгоритм вычисления одношаговой М-оценки Эндрюса включает 

следующие этапы. 
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1. Вычисление робастных начальных оценок параметров положения и 

рассеивания (медианы выборки данных и нормированной медианы 

абсолютных отклонений). 

2. Задание значения параметра a  в функции   Эндрюса. 

3. Вычисление значений производной функции )(anis  Эндрюса 

)(anis   при 0
)0( Mn   и OAn MS 0  для каждого значения выборки по формуле 
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4. Вычисление суммы производных функции )(anis  Эндрюса )(anis   

для всех значений выборки 
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оценки Эндрюса, которая при 0
)0( Mn   и OAn MS 0  имеет вид 
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 , то вместо одношаговой М-оценки 

Эндрюса вычисляется одношаговая W-оценка Тьюки вида 
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В исследовании фиксированный базовый набор гибридной модели 

формировался с использованием индивидуальных моделей на один интервал 

времени вперед, которые могут применяться на начальных этапах 

прогнозирования: 1) модель на основе предыдущего значения показателя;    

2) модель на основе абсолютного прироста за предыдущий интервал 

времени; 3) модель на основе коэффициента роста за предыдущий интервал 

времени; 4) модель на основе простого среднего значения; 5) модель на 

основе среднего абсолютного прироста; 6) модель на основе среднего 

коэффициента роста; 7) однопараметрическая модель Брауна на основе 

экспоненциального среднего нулевого порядка; 8) двухпараметрическая 

модель Хольта. 

Для оценки точности комбинированных прогнозов, полученных при 

объединении индивидуальных прогнозов на основе М-оценки Эндрюса, были 

использованы фрагменты временных рядов объемов продаж легковых 

автомобилей, компьютеров, бензина, хлеба, мяса и мороженого, приведенные 

в [4, с. 79-80]. 

Для исследования точности прогнозов были использованы следующие 

показатели: максимальное значение модуля относительной ошибки прогноза 

( xam ); средняя квадратическая ошибка (RMSE) прогноза; средняя 

абсолютная ошибка в процентах (MAPE). Значения перечисленных 

показателей были нормированы значениями соответствующих показателей для 

гибридной модели на основе объединения прогнозов с использованием 

взвешенного арифметического среднего значения. 

Результаты исследований для временного ряда объема продажи хлеба 

представлены в табл. 1.  

Т а б л и ц а  1 

Показатели точности прогноза объема продажи хлеба 

( xam  58,91%; RMSE  19676,94 млн. руб.; MAPE=20,57%) 

Оценка для объединения прогнозов 

Показатели точности 

прогноза 

xam  RMSE MAPE 

Взвешенное среднее 1,00 1,00 1,00 

Простое среднее 0,70 0,94 1,00 

Усеченное среднее ( =0,250) 0,68 0,87 0,91 

Оценка Диксона в виде среднего из двух наилучших 

наблюдений 

0,61 0,87 0,89 

Оптимальная комплексная оценка по четырем квантилям 0,64 0,91 0,96 

Одношаговая W-оценка с  -функцией Эндрюса (a=2,10) 0,70 0,90 0,94 

Для сравнения в данной таблице приведены показатели точности 

прогноза комбинированных моделей на основе оценки Диксона в виде 

среднего из двух наилучших наблюдений и на основе оптимальной 
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комплексной оценки по четырем квантилям [4, с. 76-77], которые являются 

наиболее точными при прогнозировании рассматриваемых временных рядов. 

В таблице приведены значения показателей точности комбинированного 

прогноза, рассчитанного с использованием одношаговой бивес-оценки Тьюки 

с весами на основе функции   Эндрюса, так как знаменатель одношаговой М-

оценки с функцией   Эндрюса для всех уровней рассмотренных временных 

рядов был близок к нулю. 

Для наглядности анализа полученных результатов комбинированные 

модели прогнозирования на основе оценок, перечисленных в табл. 1, 

упорядочены в табл. 2 по количеству временных рядов, для которых все 

показатели точности прогноза не хуже, чем при использовании 

комбинированной модели на основе взвешенного арифметического среднего 

значения. 

Т а б л и ц а  2 

Упорядочивание комбинированных моделей по всем показателям 

Оценка для объединения прогнозов 
Не хуже, чем при использовании 

взвешенного среднего 

В том числе 

лучше 

Оценка Диксона в виде среднего 

из двух наилучших наблюдений 

6 из 6 6 из 6 

Оптимальная комплексная оценка 

по четырем квантилям 

5 из 6 5 из 6 

Усеченное среднее ( =0,250) 4 из 6 4 из 6 

Одношаговая W-оценка 

с  -функцией Эндрюса (a=2,10) 

4 из 6 4 из 6 

Простое среднее 3 из 6 2 из 6 

 

Результаты проведенных исследований (в том числе анализ табл. 1 и 2) 

позволяют сделать следующие выводы. 

1. Точность пошагового прогноза на основе комбинированной модели 

с использованием одношаговой М-оценки Эндрюса на множестве 

рассмотренных временных рядов выше точности комбинированных моделей 

на основе простого и взвешенного арифметических средних. 

2. Точность прогноза на основе комбинированной модели с 

использованием одношаговой М-оценки Эндрюса на множестве этих рядов 

несколько хуже точности комбинированных моделей на основе оценки 

Диксона в виде среднего из двух наилучших наблюдений и на основе 

оптимальной комплексной оценки по четырем квантилям. 

3. Точность прогноза на основе комбинированной модели с 

использованием одношаговой М-оценки Эндрюса примерно соответствует 

точности комбинированных моделей на основе усеченного среднего. 

4. Точность прогноза на основе комбинированной модели с 

использованием одношаговой М-оценки Эндрюса на множестве 

рассмотренных временных рядов практически не зависит от выбора значения 

параметра a  из диапазона от 1 до 6. 
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M-ESTIMATE 
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The author proposes to use the Andrews’ one-step M-estimate instead of the 

weighted average mean for the combination of individual models forecasts. 

The results of the research has proved the hypothesis that the accuracy of 

combined forecasting models based on the Andrews’ M-estimate exceeds the 

accuracy of the models based on the weighted average mean. 
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