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���)5���*���/ �0��� � ��*��5 ��������&/��� *�5����� ���)�5 H77�����# �)�8
�&��&����5 ���������� ����������# ���)��� ��%��)���� �)�)I����5 *���&�� 9�8
%�0����� -��5�� � 7��*�&������ )�%���5 ���� �&, -��������, ����5 *���&��
������� � ���&�%� � ��&/���.�* �)�)I���� ��5����5 ��-���%# -����*��*�5 �
�&����0����5 *���&,5# �&� ����%� �� ��������5 �% ��5 �������� ��-�&����&/��
� -�&K -���*�I���� �&����0����� ������ �-������� -�&, ���I���� -����&� �
*����-�&,���* *���&,* !*���&,* �������" k;l# �������� �&, �-�����, ��7��*�8
'�� ����������� �����*� *����5 �%��*�-������KI�5 �%��*��������KI�5 -�&��
n � *����-�&���* *���&,* kC# ?l 

CG



?= ���	���� ��� 
	����	����� ��

� ����/� �������, �)�)I���� ����-�&���� �&������&����� *���&� ����83���
kAl# �0�����KI�� ��-�&����&/�� ���������� �����%�� � ������,KI�5 H&�*��8
��5 �����*� 	0�� ����5 ��-�&����&/��5 ��-�,4���� ��4�� �&, �)��-�0���,
��%*�4����� *���&�������, -����� �����0������ �%8%� ���������5 ��-�,4����
*�5���0������# ��-&�����# H&�����*���������# 5�*�0������ -����5�4����� � ��8
���*� ��������� ����*����, ���5-�&���, *����-�&,���, *���&/ ����%���# 0��
��%��)���� ����5 *���&�� ��������� -��/ �&, *���&�������, ���������&����5
7��* -����� �����0������# ������� 5��������� �&, ���&/��5 �����* � ���&�%�8
K��, -�� -����5������� -����� �����0������ �&�, �� �������0�� 4�����* ������8
��� �&� -�� -����� �����0������ -���&�, � 4������ �����# ������ �� �-�����K��,
� ��*��5 ����-�&���� ������ 

4� ��'�!�9�)6 �(3�#F

����*���������, ��.���� � ��%*���* ������ -�,*����&/��5 ,0��� L1# L2 �
���������*� ��-�,4���,*� P1# P2 � ������,KI�5 �%&� H&�*����5 )�&�0���� ��8
-� 

��� -��������� ���������� *���&� �&, ������,KI��� H&�*���� �����*� �0�8
�����* -����'��&/��K H�����K -����&/��� ��7��*�'�� � �%��)� H&�*�����# �
���4� ��)��� ��& P -�� �%*������ �&��� H&�*���� �� ��&�0��� ΔL@

Epot = 1
2

L∫
0

AE (u′x)2 dx+ 1
2

L∫
0

EI (v′′xx)2 dx,

EP = −PΔL, ΔL = L−
L∫
0

√
1 − (v′x)2dx ≈

L∫
0

1
2 (v′x)2 dx.

!;"

����4���, !;" -�������� � &���&/��� �����*� ��������� � ��-�&/%������* ����8
������5 �)�%��0����@ L 8 �&���# A 8 -&�I��/ -�-���0���� ��0���,# I 8 *�*���
����'��# E 8 *���&/ 2��� )�&�0���� ����0���� H&�*����# u (x)# v (x) 8 -����&/8
��� � -�-���0��� �*�I���, � ������,KI�5 H&�*����5 


&, �--�����*�'�� ���������5 �*�I���� � &���&/��� �����*� ��������� ��8
-�&/%��* �)�0�� ��-�&/%��*�� � *����� ����0��5 H&�*����� &������� �&, -��8
��&/��5 � ��)�0����� �&, -�-���0��5 -���*�I���� -�&���*��&/��� ����4���,#
�-����&,KI�� ��*-������ -���*�I���� � H&�*���� 0���% �����������KI�� ��*8
-������ -���*�I���� �&, �%&�� kDl

u (x) = u0 (1 − ξ) + u1ξ, ξ = x/L,
v (x) = v0 + ξ2 (3 − 2ξ) (v1 − v0) + ξ (1 − ξ)L [(1 − ξ)ω0 − ξω1] .

��� ����� �--�����*�'�� � �&�)�&/��� �����*� ��������� �*��* ����4���,
H������

Epot = 1
2

{
EA
L k2

1+
4EI
L k2 + 12EI

L2 k4 + 12EI
L3 k2

3

}
,

EP = −P
2

{
L
15 (k2 + k5) + 1

5k4 + 6
5Lk

2
3

}
,

!C"

� ������5 ������� �)�%��0���,

k1 = (u0 − u1) cosϕ+ (v0 − v1) sinϕ, k2 = (ω0 − ω1)
2 + 3ω0ω1,

k3 = − (u0 − u1) sinϕ+ (v0 − v1) cosϕ, k4 = (ω0 + ω1) k3,

k5 = (ω0 − ω1)
2 ,
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��� un# vn 8 -���*�I���,# � ωn 8 ��&� -�������� �����0��5 �%&�� n = 0 � n = 1
������,KI��� H&�*����# � ϕ 8 ���& ���&��� H&�*���� 

��&��, H�����, �����*� ��&��������, �% H������ ���5 H&�*����� 	�������,
���4���, ����,��, � ��-�&/%������* ��������� (�����4� 

8� �3�(=(#�$)6 (H(HI���(��(�9��")#F�)6 �(3�#F 3#6 �''#�3($)��6 "'�
9(7&�$('9� !�;�9��

����-�&���, �)�)I����8��������&/��, *���&/ �������, -�� -���-�&�4����#
0�� -�&, -���*�I���� � ���I���� �%*��,K��, *��&���� � H��* �&�0��# ��-�&/8
%�, -��'����� ��������&�%�'�� � ��-�&/%������* ��%&�4���� �)�)I����5 -���8
*�I���� � �,�� ���&��� � �0���* 0&���� �� ��.� -������ -��,���# �� ������
,0���� -������0����� �% ����4��� � ��&�*� ���&��� ϕ = 0 � ϕ = π/2 -�&�0��*
����4���� -&������� H������

E = 1
2 [a1u,

2
x +a2v,

2
y +a3 (u,y +ω)2 + a4 (v,x −ω)2 + a5ω,

2
x +a6ω,

2
y +

+a7v,
2
x +a8u,

2
y ],

!?"

��� ������� �)�%��0���,

a1 = A1E1/L2, a2 = A2E2/L1, a7 = −P1/L2, a8 = −P2/L1,
a3 = 12E2I2

/
L1L

2
2 − P2/5L1, a4 = 12E1I1

/
L2L

2
1 − P1/5L2,

a5 = 12E1I1/L2 − 2P1L
2
1

/
15L2, a6 = 12E2I2/L1 − 2P2L

2
2

/
15L1.

!A"

�������� ���&���0�� k;# Al *������7��*�'��# *������7��*�'�� � ����������
���I����

exx = u,x , eyy = v,y , exy = 1
2 (u,y +v,x) ,

γxy = v,x −ω, γyx = u,y +ω, φx = ω,x , φy = ω,y
!D"

-������� ����4���� -&������� H������ !?" � ����

E = 1
2 [a1e

2
xx + a2e

2
yy + a3γ

2
yx + a4γ

2
xy + a5φ

2
x + a6φ

2
y+

+a7 (γxy + ω)2 + a8 (γyx − ω)2].
!E"

��� ���������� ��-�&����&/��5 ��& (Pn = 0, n = 1, 2) -���������, *���&/
���-����� � *����-�&,���� *���&/K ����83��� ��.��0���� )�&�0��� �����*�
kAl � ��0����� ��%�&/����# ������� �)��&��&����� -�&/%� �������, ��������&/���
*���&� �%�*�� ����������# ��*���*# 0�� -�� H��* -�*�*� ��5�4����, �������8
�&/���� ����4���, H������ � �������, �)�)I����5 5������������ ��-�,4����8
��7��*���������� �����,��, !D"# !E" )�&� ������� �)�)I����� ��������� �����8
*� � �5 ����4���, 0���% 5������������� ����������5 H&�*����� !A" ����5��
�� -���������5 �� ������ 7�%�0����5 -�������&���� ���������5 ��������� �
��������&/��� *���&� � %���* -���5�� � -��*������* H77�������5 *������ ��8
0��&���&/��� *���*����� � ���������� *���&� � ������������� ��������%�'��� �
)�&�� ���)�� ������# ��&K0�KI�� �����&/�� ����������5 H&�*����� �����# -�%8
��&,�� �*��/.��/ ��%*������/ ��%��.�KI�5 �����* ��������� � ����* �)��%�*
���� ��%*�4����/ ������/ H77�������� ��0��&���&/��� �&�����*� �������
�����'�����8��%�������� *����� � ���)������� ��� ���&�%�'�� �&, 0��&������
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��.���, %���0 �� ������ 7���'����&� *����-�&,���� �-������� ����*������ �
����/� kEl 

<� �(3�#�!($)��� H�'9!(�:���6%I�C'6 =(#�7* ��(E(=(#�$)6 (H(HI���
�)6 �(3�#F

��� )�&� ��*�0��� ����-�&���, *���&/ !A"8!E" )�&� -�������� � -��*���*�
�&, ���&�%� *��&���� �%*��,KI�5�, �&������&����5 -�&�� ������ *���&���8
����� )����� �%*��,KI�5�, -�&�� -���*�I���� � ����������5 �����*�5 -���8
����&,�� �������# -����&/�� -����5������� � ���������� -����� �����0������
!����)&����# ����&�����"# ��&����� -��'���� � �����5 �&�,5# %��&K0����5 *�48
�� 4�����*� -����5����,*� !-���&�,5"# 0���� ���,� ���������&����� 5������� �
0���� �*���� ���������&����� ����4���, �� ������ ����������5 ,0��� -�����,�
� ��%��.���,* � ��&4�� �0������/�, -�� *���&�������� 


���* ���&�% ��%*�4����� ��%���������, ���������&����5 ���5-������0�8
���5 �������� -�� -����� �����0������ 

	�������, ���4���, n8�� �%&� ��.���� � ���������� ,0����� -������0�����
!L1 = L2 = L" � ���������*� �4�*�KI�*� ��&�*� � ������,KI�5 H&�*����5
!P1 = P2 = P " -�� -���-�&�4���� ����*����� ��7��*�'�� � ��&�������� ��8
-�����&���, ����4�KI�� ����� �������&/��* �*�I���,* ,0��� -���&�, �*�K�
���

ρvn,tt = a (vn+1 − 2vn + vn−1)
/
L2 − b (ωn+1 − ωn−1)/2L− rvn − sv3

n,
ρIωn,tt = b (vn+1 − vn−1)/2L− c (ωn+1 − 2ωn + ωn−1) − bωn,

!<"

��� ������� �)�%��0���, a = 12EI/L − 6LP/5# b = 12EL/L − LP/5# c =
2EI/L+LP/30# r � s 8 ��H77�'����� ��)�0����� ��&��������� ��& ��-�����&���,
k<# Bl 

I�* ���5-������0����� ���'�������� ��.���, ����

v2m = −v2m−1 = v, ω2m = −ω2m−1 = ω. !B"

��������� ������.���, !B" � ��������, �&, *����,0���� !<"# ������&����� �%
���5 ,0���# -�&�0��* �����*� ��&������5 ���������# ������, �*��� ��.���,{

v = +Z
/√

s, ω = 0
}

�
{
v = −Z/√s, ω = 0

}
, !G"

��� Z =
√

24PL/5 − rL2 − 48EI/L +��0���, �����%��# -�� ������5 ��%*�4��
���&�%�'�, ���5-������0����5 7��* -����� �����0������# �-����&,���, ����8
4����* P ≥ 5

24L

(
rL2 + 48EI

L

)
 

����-�&���� ��������&/��� ��������,# �����������KI�� ����4���K H���8
��� !E" � ��������,* !<"# � ����*����* �&�0�� �*�K� ���{

ρvtt = avxx − bωx − rv − sv3,
ρIωtt = bvx − cL2ωxx − bω.

!;="

L�� ��������, �� �*�K� ���'�������5 ���5-������0����5 ��.����# �������8
����KI�5 ���-������0����* ��.���,* !B"# !G" �# �&�������&/��# ��5�4����� �
*���&�������� �����������KI�5 ����������5 -���5���� �� ������ ��������� !;="#
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� %��0�� � �� ������ -���������� ����� ���5*����� *���&� !A"8!E" �� ��%*�4�� 
����4�*# 0�� �%�0���� ���������&����5 ��.���� ��%*�4�� � ��-�&/%������*
*����-�&���5 �)�)I����5 *���&�� 


&, -��������, ���5-�&���� *���&� �����* �&, �)�)I����5 -���*�I����
0����5 � ��0����5 �%&�� �)�%��0���, {v0,2n, ω0,2n} � {v1,2n+1, ω1,2n+1} � �������8
*� = � ; ��-���� ��������, ���4���, *����,0����# ������&����� �% ���5 ,0���

ρ
∂v0,2n

∂t2 = a
L2 (v1,2n+1 − 2v0,2n + v1,2n−1) − b

2L (ω1,2n+1 − ω1,2n−1)−
−rv0,2n − sv3

0,2n,

ρI
∂ω0,2n

∂t2 = b
2L (v1,2n+1 − v1,2n−1) − c (ω1,2n+1 − 2ω0,2n + ω1,2n−1) − bω0,2n,

ρ
∂v1,2n+1

∂t2 = a
L2 (v0,2n+2 − 2v1,2n+1 + v0,2n) − b

2L (ω0,2n+2 − ω0,2n)−
−rv1,2n+1 − sv3

1,2n+1,

ρI
∂ω1,2n

∂t2 = b
2L (v0,2n+2 − v0,2n) − c (ω0,2n+2 − 2ω1,2n+1 + ω0,2n) − bω1,2n+1,

����, ��� ������87���'�� -�&���5 -���*����5# ���-���KI�5 � �%&�5 � �������*�
�)�)I����5 -���*�I����

{v0 (x) , ω0 (x)}|x=2nL = {v0,2n, ω0,2n} ,
{v1 (x) , ω1 (x)}|x=(2n+1)L = {v1,2n+1, ω1,2n+1} ,

�&������&����* -���5���* -�&�0��* ��������&/��� ��������, �&, �����������8
KI�5 -�&��

ρv1,tt = av0,xx − 2a (v0 − v1) /L2 − bω0,x − rv0 − sv3
0 = 0,

ρIω0,tt = bv1,x − cL2ω0,xx + 2 (ω1 − ω0) − bω1,
ρv1,tt = av0,xx − 2a (v1 − v0) /L2 − bω1,x − rv1 − sv3

1 ,
ρIω1,tt = bv0,x − cL2ω1,xx + 2c (ω0 − ω1) − bω0.

!;;"

����-�&���K *���&/ !;=" *�4�� -�&�0��/ �% ���5-�&���� !;;" � 0�����* �&�8
0�� ���-�����, -�&�� v0 (x) = v1 (x) ≡ v (x)# ω0 (x) = ω1 (x) ≡ ω (x) ����* �)8
��%�*# ���5-�&���, *���&/ �����4�� ����-�&���K ������ � ��&�0�� �� ����-�8
&���� *���&� ���5-�&���, ��������� ��%*�4����/ ����� � ���&������/ �������8
��&����� ���5-������0����� ���'�������� ��.���,

v0 (x) = −v1 (x) ≡ w (x) , ω0 (x) = −ω1 (x) ≡ ω (x) . !;C"

��������� ������.���, !;C" � ��������, �&, *����,0���� !;;"# ������&�����
�% ���5 ,0���# -�&�0��* �����*� ��&������5 ���������# ������, �*��� ��.���,{

v (x) = +Z
/√

s, ω (x) = 0
}

�
{
v (x) = −Z/√s, ω (x) = 0

}
, !;?"

+��0���� Z � �)&���/ %��0���� �����%�� P # -�� ������5 ��%*�4�� ���&�%�'�,
���5-������0����5 7��* -����� �����0������# ����� 4� ��� � ���5-������0����5
��.���� ���������� *���&� 

�)�#%&����

� ����/� -�������� ����-�&���, *����-�&,���, *���&/ �����0������ -����8
��0����� ��.���� � �0���* -�������� ����������5 H&�*����� � �%&�5 ��.���� �
���������5 ��-�,4���� � ���������,5 
&, ���&�%� *���&� ����*����� 0������
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	����	����� ��

�&�0�� ����*����� -����� �����0������ ����%���# 0�� ����-�&���, *����-�&,�8
��, *���&/ !E"# !<" �� �-������� ���������&����� ���5-������0����� 7��*� -�8
���� �����0������ ��H��*� -�������� ���5-�&���, *���&/# ������, �����4�� �
��)� ��� 0������ �&�0�� ����-�&���K *����-�&,���K *���&/ !<"# ������ � ��8
&�0�� �� ��� �-������� ���4� ���������&����� ���5-������0����� ��.���, !B"#
5���������� �&, -����/ �����0������ -����5�������� �&�, �� �������0�� 4�����*
��������� � ���������� -����� �����0������ �&�, � �������0�� 4������ ����� ��
���/ ���5-�&���, *���&/ *�4�� �&�4��/ )�%�� �&, �%�0���,# ��� �&������&����5
-��'����� *���������,# ��� � ���������&����5 -��'����� ������������ �����, �
�5 �%��*��������, ���������� ��.���� ��&�������� ��-� ���&���0��5 -�����8
����* � k<# Bl �� ������ �-��I����� �-����8.�������� *���&�# �-�����KI�5
����*�0����� -���5��� *�4�� -���������*� ���'�������*� ���5-������0����8
*� ��.���,*�# � ���4� -��������� ���5-�&���� *����-�&,���� *���&� � ���58
*����* �&�0�� -�������&,K��, ��� ����&/��� %���0� ��&/���.�5 ���&��������
� -�)&���'��# ��%����KI�5 ��%�&/���� �����,I�� ����/� � ������ kC# ?# E# <l 

����*�������� ��-����# *���&� -�������&,K� ������� �&, *���&�������, ��8
.��0���5 )�&�0��5 ��������'��# ����������5 *������&�� !)��*������&�# ���8
��&��������� �����# ��*-�%���# �� "# �&, �-�����, ����*����� H&�*�������5
,0��� ������5 ��4��*� ,�&,K��, �� ��&/�� -��������������� -���*�I���, �5
H&�*�����# �� � �5 -������� 

�=�'(� #�9�!)9"!�

k;l cW[N\ON M ] # u[FWTFTNR[N__Q �[OYU eSOTW[OX@ �T_NU^R[TNX ^NU yTY[UX# yaW[N\OW8
wOWY^\# �OP �TWx# ;GGG 

kCl w^X[Y[OZ M M # qQ[RW[OZ y w # u[WTXSN[FSONxT M c u_YR[8gOYU FTNR[N__Q RSOTW`
VTW QOU[_Q P[RS Q[FWTXFTa[F WTR^R[TNX tt iNROWN^R[TN^Y }T_WN^Y TV yTY[UX ^NU
yRW_FR_WOX 8 C==D wTY AC# �T CA8CD 8v ECAD8ECE= 

k?l w^X[Y[OZ M M # u[WTXSN[FSONxT M c # |_jjONO u u_YR[8gOYU QTUOY VTW ]TXXOW^R
QOU[^ tt }T_WN^Y TV uOFS^N[FX TV u^ROW[^YX ^NU yRW_FR_WOX 8 C==B wTY ?# �T < 
8v ;?ED8;?BC 

kAl y_N ] e # �^N\ e � M FTNR[N__Q ^aaWT^FS RTP^WU U`N^Q[FX TV \W[UPTWxX
ttMyuc } MaaY uOFS A= ;G<? va ;BE8;GC 

kDl 6�� L # J�� � # ��*��� � ���&�% 0��������&/����� -�� -�������������
��������'�� 1 @ 1��# ;GBB ACB � 

kEl 1���.��0���� � � # ��&����� � � # ����&/�� � � � 0��&����* *���&�8
������� ����������5 �����* �� ������ �����'�����8��%�������� *����� �&,
*����-�&,���� �-������� tt 1���&�������� �&�4��5 �����* ��- C ����/@
���	# ;GGG � GB8;=C 

k<l qQ[RW[OZ y w # yS[\ON^W[ e # w^X[Y[OZ M M # MbO � q`N^Q[FX TV UTQ^[N P^YYX [N ^N
[NFTQQONX_W^RO aS^XO NO^W RSO YTFx8[N RW^NX[R[TN@ �NO8U[QONX[TN^Y FW`XR^Y QTUOY
tt vS`X |OZ � DD ;GG< � ;? va B;DD8B;EA 

kBl yS[\ON^W[ e # qQ[RW[OZ y w # w^X[Y[OZ M M # MbO � qTQ^[N P^YY XTY_R[TNX VTW czu
QTUOY TV FW`XR^Y tt } vS`X yTF }aN ;GGG � ; va ;;<8;CD 


