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��&������, *����.�����, -�%�'�����, ���� n &�' �� ��������,*�8
�����%�*�# n � 2# � ����0��*� *��4�����*� �-���&,KI�5 ��%���8
����� ������� ��&�0��� ���)5���*�� � �������0��� ��&���� �&, *��8
��*����� ��������� -���%��&/���� ������# 7���'�, ������.� ����8
���� ,�&,���, ���*���&/��� 

u_YR[8XROa aTX[R[TN^Y \^QO TV n aOWXTNX P[RS XRW^RO\[OX8X`NRSOXOX# n � 2#
^NU gN[RO XORX TV FTNRWTYY[N\ ^FR[TNX TV aY^`OWX [X [NZOXR[\^ROU �OFOXX^W`
^NU X_�F[ONR FTNU[R[TN VTW Q^s[Q[N XRW^RO\` TV ^Wb[RW^W` aY^`OW# PSTXO
P[N V_NFR[TN [X ROWQ[N^Y# S^X bOON \TRRON 

�#%&�$�� '#($)* ����# �����# ��������,# �����'�,# 7���'�, ����8
��.�# ��������������� ������.# *����*����, ��������,# *����.�8
����, -�%�'�����, ����# .��# -�%�'�,# ���������,# �-���&����# ��0�&/8
��� *��4�����# ���*���&/��� *��4�����# ��������,8�����%# ���*���&/8
��, 7���'�,# ���*���&/��, 7���'�, ������.� 
+,-./012* \^QO# aY^`OW# XRW^RO\ #̀ X[R_^R[TN# P[N V_NFR[TN# \_^W^NROOU P[N#
Q^s[Q[N XRW^RO\ #̀ Q_YR[8XROa aTX[R[TN^Y \^QO# XROa# aTX[R[TN# RW^�OFRTW #̀
FTNRWTY# [N[R[^Y XOR# ROWQ[N^Y XOR# XRW^RO\`8X`NRSOX[X# ROWQ[N^Y V_NFR[TN# ROWQ[8
N^Y P[N V_NFR[TN 
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&, ���&����*�� � ��)��� *����.������ -�%�'������ ���� k;l n &�' �� ������8
��,*�8�����%�*�# n � 2# � ����0��*� *��4�����*� �-���&,KI�5 ��%��������
������� -�&�0��� ���)5���*�� � �������0��� ��&���� �&, *����*����� ���������
-���%��&/���� ������# 7���'�, ������.� �������� ,�&,���, ���*���&/��� 1��8
��.�����, -�%�'�����, ���� �� ��������,*�8�����%�*� ,�&,���, 0�����* �&�0��*
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)�����&�'������ ���� kCl �-����&���� )�����&�'������ ���� � ��)��� -�������8
�, �� �����* -����� � H��* 4� -����� ����,��, -��,��, � �)�%��0���,# ��-�����8
������� ��,%����� � )�����&�'������ ����� �-������ *����.������ -�%�'���8
��� ���� �� ��������,*�8�����%�*� -��������, � �&���KI�* !����/�*" -����� 
� � -����* -����� �������, �,� �)�%��0����# �*�KI�5 )�&�� �)I�� 5�������
-� ��������K � �)�%��0���,*�# ��-������������ ��,%����*� � )�����&�'������
����� � ����� *����.������ -�%�'������ �� ��������,*�8�����%�*� � -��&��8
��* !-,��*" -����� -�������&��� -�&�0����� ��%�&/���� ���)5���*�� �&, �5
����%���&/���� �����4����, !�% ��)��� k?l" -�����,��, 0���p���* -����� 

4� 	��(9(!�� =(�69�6 � (H(:�)&���6

����/ M n *��4����� ����p* �,� �)�%��0����# ��,%����5 � M @
M(M) n *��4����� -��*��4���� *��4����� M #
M+(M) n *��4����� ��-����5 -��*��4���� *��4����� M #
M1(M) n *��4����� ����H&�*�����5 -��*��4���� *��4����� M  

����/ M n *��4�����# � a n H&�*��� ���������� *��4����� A# ��* ����*8&�)�
*��4�����* �� ,�&,KI���, +�-��/ M \ a )���* ��-�&/%����/ �&, �)�%��0���,
��%����� M \ {a} 

����/ ���� *��4����� Mi, i = i1, i2# ��� i1 � i2 n H�� '�&�� 0��&�# ����&����8
�,KI�� ��&���K i1 � i2 +�-��/ Mi1 × . . . × Mi2 � �&�0��# ��&� i1 = i2# )����
-�������&,�/ ��)�� �)�%��0���� *��4����� Mi1  

��*��& R � ��)��� ,�&,���, �)�%��0����* *��4����� ���������&/��5 0���&#
� ��*��& R n �)�%��0����* �)��������, R � *��4����� {−∞,∞} 

����/ M n ��������� -��*��4����� *��4����� R ��*��&�* inf M )���* �)�8
%��0��/ 0��&� r ∈ R# ����&�����,KI�� ��&���K

(∀a ∈ R, ((a ∈M) ⇒ (r � a)))∧
∧ (∀r̃ ∈ R,

((∀ã ∈ R, ((ã ∈M) ⇒ (r̃ � ã))) ⇒ (r̃ � r))).

� ��*��&�* supM n 0��&� r ∈ R# ����&�����,KI�� ����*� ��&���K

(∀a ∈ R, ((a ∈M) ⇒ (a � r)))∧
∧ (∀r̃ ∈ R,

((∀ã ∈ R, ((ã ∈M) ⇒ (ã � r̃))) ⇒ (r � r̃))).

8� >�'�()#�5�(��)6 �E!) n #�5� �=!�3�#����� �'�($��� =(�69�6 '$6�
:)���� ' �E!(7

$�����&�'������ ����� n &�'# n ∈ {1, 2, . . .}# -���,�� ��%����/ ��)��

Γ = 〈I, V (1), . . . , V (n), J(1), . . . , J(n)〉,

� ������*
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I n H�� *��4����� {1, . . . , n}# ��%����*�� *��4�����* ��*���� �������#

V (i), i ∈ I# n ��-����� *��4�����# ��%����*�� *��4�����* ��������� i8�� ����8
��#

J(i), i ∈ I# n ���)��4���� � �)&���/K �-����&���, V (1) × . . . × V (n) � *��4�8
����* %��0���� � R# ��%����*�� 7���'��� ������.� i8�� ������ 

1��4����� V (1) × . . .× V (n) -���,�� ��%����/ *��4�����* �����'�� 

L&�*����

^" *��4����� ��*���� �������#

b" *��4����� ��������� i8�� ������# i ∈ I# �

F" *��4����� �����'��
��%���K��, ��������������@

^" ��*���*� �������#

b" ��������,*� i8�� ������ �

F" �����'�,*� 

����-�&�4�*# ����*���������, -���%��&/��, )�����&�'�����, ���� n &�'#
n ∈ {1, 2, . . .} 

��� 4�# ��� � � �-����&���� )�����&�'������ ����#

*��4����� ��*���� ������� )���* �)�%��0��/ ��*��&�* I#

*��4����� ��������� i8�� ������# i ∈ I# n ��*��&�* V (i)# �

7���'�K ������.� i8�� ������# i ∈ I# n ��*��&�* J(i) 

&, �)�%��0���, *��4����� �����'�� )���* ��-�&/%����/ )���� V  

��������� i8�� ������ )���* �)�%��0��/ ��*��&�* v(i)# �����'�� n ��*��&�*
v 

��&�4�*# 0�� n � 2 

����p* *��4����� V (J), J ∈ {I \ i|i ∈ I} 

V (I \ i) =

⎧⎪⎨⎪⎩
V (i+ 1) × . . .× V (n), ��&� i = 1,
V (1) × . . .× V (i− 1) × V (i+ 1) × . . .× V (n), ��&� (i �= 1) ∧ (i �= n),
V (1) × . . .× V (i− 1), ��&� i = n,

i ∈ I.


&, �)�%��0���, H&�*���� *��4����� V (J), J ∈ {I\i|i ∈ I}# )���* ��-�&/%����/
��*��& v(J) 

����/ v n -���%��&/��� H&�*��� *��4����� V # � i n -���%��&/��� H&�*���
*��4����� I � ��0����� �)�%��0���, H&�*���� v )���* ���4� ��-�&/%����/ �&�8
��KI�K %�-��/

v(i); v(I \ i).
��*��&�* G(i), i ∈ I# )���* �)�%��0��/ ���)��4���� � �)&���/K �-����&���,

V (i) � *��4�����* %��0���� � R# ������� !�*����, � ���� ���)��4����" -���%8
��&/��*� H&�*���� v(i) ∈ V (i) ������ � ������������ %��0����# ������

inf J(i)(v(i); v(I \ i)).
v(I \ i) ∈ V (I \ i)


����� ���)��4���� -���,�� ��%����/ ��������������* ������.�* i8�� ������ 
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��*��&�* G∗(i), i ∈ I# )���* �)�%��0��/ %��0����

supG(i)(v(i)).
v(i) ∈ V (i)

��������, v(i) i8�� ������ ��%������, *����*�����# ��&� ��-�&���� ���������

G(i)(v(i)) = G∗(i).

1��4����� *����*����5 ��������� i8�� ������# i ∈ I# )���* �)�%��0��/ ��*8
��&�* V ◦(i) 

<� �=�')��� ��(E(;)E($(7 =(:�5�(��(7 �E!� '( '9!)9�E�6���'��9�:)��

1����.�����, -�%�'�����, ���� n &�' �� ��������,*�8�����%�*�# n ∈ {1, 2, . . .}#
-�������&,�� ��)�� )�����&�'�����K ���� n &�'# *��4����� ��������� � 7���'��
������.� ������� �-����&,K��, �&���KI�* �)��%�* 

+������* ,�&,���, 0��&� k′◦ ∈ {1, 2, . . .} :�&�� 0��&� �� 0 �� k′◦# ��%����*��
��*���*� *�*����� ���*���# ������&,K� *��4�����K◦# ��%����*�� ������������8
��@ *��4�����* ��*���� *�*����� ���*��� 


&, ��4���� k ∈ K◦ %������* ,�&,���, ��-����� *��4����� Xk# ��%����*��
-�����������* -�%�'��# �����������KI�5 *�*���� k L&�*���� H���� *��4�����
!�����������KI�* �)��%�* ��%����*��" )���* �)�%��0��/ ��*��&�* xk 


&, ��4��� -��� (i, k) ∈ I × (K◦ \ k′◦) %������* ,�&,���, ��-����� *��4�8
���� Uk(i)# ��%����*�� -�����������* �-���&,KI�5 ��%�������� �� .��� k + 1 
L&�*���� ���%������ *��4����� !�����������KI�* �)��%�* ��%����*��" )���*
�)�%��0��/ ��*��&�* uk(i) 

����/ k n -���%��&/��� H&�*��� *��4����� K◦ \ k′◦ ��*��&�* Uk )���* �)�8
%��0��/ *��4����� Uk(1)× . . .×Uk(n) 
&, �)�%��0���, H&�*����� ������� *��8
4����� )���* ��-�&/%����/ ��*��& uk 


&, ��4���� k ∈ K◦ \ k′◦ %������* ,�&,���, ���)��4����

Fk : Xk × Uk → Xk+1,

��%����*�� ������&,KI�� �-������� -���5���# �����������KI�� .��� k+1 �-�8

������* -���5��� -���,�� ��%����/ -��&�������&/����/ {Fk}k′
◦−1

k=0  
����/ i n -���%��&/��� H&�*��� *��4����� I# k1 n -���%��&/��� H&�*��� *��8

4����� K◦ \ k′◦# k2 n -���%��&/��� H&�*��� *��4����� {k1, . . . , k
′
◦ − 1} ��*��&�*

U(k1, k2)(i) )���* �)�%��0��/ *��4����� Uk1(i) × . . . × Uk2(i) 
&, �)�%��0���,
H&�*���� ������� *��4����� )���* ��-�&/%����/ ��*��& u(k1, k2)(i) 

����/ i 8 -���%��&/��� H&�*��� *��4����� I# � k n -���%��&/��� H&�*���
*��4����� K◦ \ k′◦ ��*��&�* U[k](i) )���* �)�%��0��/ *��4�����

∪U(k, k2)(i).
k2 ∈ {k, . . . , k′◦ − 1}


&, �)�%��0���, H&�*���� ������� *��4����� )���* ��-�&/%����/ ��*��& u[k](i) 
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����/ i n -���%��&/��� H&�*��� *��4����� I ��*��&�* U(i) )���* �)�%��0��/
*��4����� U[0](i) L&�*���� ������� *��4����� )���* ��%����/ �-���&���,*�
i8�� ������ � �)�%��0��/ ��*��&�* u(i) 

L&�*���� *��4���� U[k](i), i ∈ I, k ∈ K◦ \ k′◦# )���* ��%����/ ���0p���*�
�-���&���,*� i8�� ������ �0������# &K)�� �-���&���� i8�� ������# i ∈ I# ,�&,���,
���0p���* �-���&����* H���� ������ 

����/ i ∈ I, k1 ∈ K◦ \ k′◦, k2 ∈ {k1, . . . , k
′
◦ − 1}# � -���/ u(k1, k2)(i) ∈ U(k1, k2)(i)#

-���/ ���4� k ∈ {k1, . . . , k2} ��&�0��� uk(i) )���* ��%����/ ��*-������� ���0p�8
���� �-���&���, u(k1, k2)(i)# �����������KI�� k8*� *�*���� ���*��� !�&� !������
�������" *�*���� � ��*���* k"# ��&�0��� uk2(i) )���* ���4� ��%����/ -��&�����
��*-������� ���0p����� �-���&���, u(k1, k2)(i) 

����/ k1 n -���%��&/��� H&�*��� *��4����� K◦ \ k′◦# � k2 n -���%��&/���
H&�*��� *��4����� {k1, . . . , k

′
◦ − 1} ��*��&�* U(k1, k2) )���* �)�%��0��/ *��4�8

���� U(k1, k2)(1)×. . .×U(k1, k2)(n) 
&, �)�%��0���, H&�*���� ������� *��4�����
)���* ��-�&/%����/ ��*��& u(k1, k2) 

����/ k n -���%��&/��� H&�*��� *��4����� K◦ \ k′◦ ��*��&�* U[k] )���*
�)�%��0��/ *��4�����

∪U(k, k2).
k2 ∈ {k, . . . , k′◦ − 1}


&, �)�%��0���, H&�*���� ������� *��4����� )���* ��-�&/%����/ ��*��& u[k] 
��*��&�* U )���* �)�%��0��/ *��4����� U[0] 
&, �)�%��0���, H&�*�����

H���� *��4����� )���* ��-�&/%����/ ��*��& u 

����/ k1 n -���%��&/��� H&�*��� *��4����� K◦ \ k′◦# k2 n -���%��&/��� H&�8
*��� *��4����� {k1 + 1, . . . , k′◦} ��*��&�* X(k1, k2) )���* �)�%��0��/ *��4�����
Xk1 × . . .×Xk2  
&, �)�%��0���, H&�*���� ������� *��4����� )���* ��-�&/%����/
��*��& x(k1, k2) 

����/ k n -���%��&/��� H&�*��� *��4����� K◦ \ k′◦ ��*��&�* X[k] )���*
�)�%��0��/ *��4�����

∪X(k, k2).
k2 ∈ {k + 1, . . . , k′◦}


&, �)�%��0���, H&�*���� ������� *��4����� )���* ��-�&/%����/ ��*��& x[k] 
��*��&�* X )���* �)�%��0��/ *��4����� X[0] L&�*���� H���� *��4�����

)���* ��%����/ ���������,*� � �)�%��0��/ ��*��&�* x 

L&�*���� *��4���� X[k], k ∈ K◦ \ k′◦# )���* ��%����/ ���0p���*� ���������8
,*� �0������# *��4����� ���������� ,�&,���, -��*��4�����* *��4����� ���8
0p���5 ���������� 

����/ k n -���%��&/��� H&�*��� *��4����� K◦ \ k′◦ ��*��&�* ku
2 [k] )���*

�)�%��0��/ ���)��4���� � �)&���/K �-����&���, U[k] � *��4�����* %��0���� �
*��4����� {k, . . . , k′◦ − 1}# ������� !�*����, � ���� ���)��4����" -���%��&/��*�
H&�*���� u[k] ∈ U[k] ������ � ������������ 0��&� k2 ∈ {k, . . . , k′◦ − 1} �����# 0��
-��&���,, ��*-������ ��4���� �% ���0p���5 �-���&���� u[k](i), i ∈ I# ,�&,���,
��*-������� !������� ���0p����� �-���&���,"# �����������KI�� *�*���� � ��*�8
��* k2 
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����/ k n -���%��&/��� H&�*��� *��4����� K◦ \ k′◦ ��*��&�* F [k] )���*
�)�%��0��/ ���)��4���� � �)&���/K �-����&���, Xk × U[k] � *��4�����* %��0�8
��� � X[k]# ������� !�*����, � ���� ���)��4����" -���%��&/��� -��� (xk, u[k]) ∈
Xk ×U[k] ������ � ������������ ���0p���K ���������K x̃(k, ku

2 [k](u[k]) + 1)# �-��8
��&,�*�K � -�*�I/K ������.����

x̃k = xk,

x̃l+1 = Fl(x̃l, ul), l = k, ku
2 [k](u[k]).

���)��4���� F [0] )���* �)�%��0��/ ��*��&�* F  

&, ��4��� -��� (i, k) ∈ I × (K◦ \ k′◦) %������* ,�&,���, ���)��4���� F ◦

k (i) :
Xk×Uk → R# � �&, ��4��� -��� (i, k) ∈ I×(K◦\0) n ���)��4���� Φk(i) : Xk → R#
-��&����� !�*����, � ���� ���)��4���� Φk(i)" -���,�� ��%����/ ���*���&/���
7���'��� i8�� ������# �����������KI�� k8*� *�*���� ���*��� !�&� !������ ��8
�����" *�*���� � ��*���* k" 

����/ i n -���%��&/��� H&�*��� *��4����� I# k n -���%��&/��� H&�*��� *��8
4����� K◦\k′◦ ��*��&�* Ju[k](i) )���* �)�%��0��/ ���)��4���� � �)&���/K �-��8
��&���, Xk × U[k] � *��4�����* %��0���� � R# ������� !�*����, � ���� ���)��8
4����" -���%��&/��� -��� (xk, u[k]) ∈ Xk × U[k] ������ � ������������ %��0����
��**�

k2∑
l=k

F ◦
l (i)(x̃l, ul) + Φk2+1(i)(x̃k2+1),

��� k2 = ku
2 [k](u[k])# � (x̃k, . . . , x̃k2+1) = F [k](xk, u[k]) 

����/ i n -���%��&/��� H&�*��� *��4����� I ��*��&�* Ju(i) )���* �)�%��8
0��/ ���)��4���� Ju[0](i) 

+������* ,�&,���, *��4����� X0 ∈ M1(X0)# ��%����*�� ��0�&/��* *��4�8
����* L&�*��� H���� *��4����� )���* ��%����/ ��0�&/��� -�%�'��� � �)�%��0��/
��*��&�* xη

0  

&, ��4���� k ∈ K◦ %������* ,�&,���, *��4����� X ′

k ∈ M(Xk)# ��%����*��
���*���&/��* *��4�����*# �����������KI�* k8*� *�*���� ���*��� !�&� !������
�������" *�*���� � ��*���* k"# -�� H��* X ′

0 = ∅# � X ′
k′◦

= Xk′◦  

&, ��4���� ��)���

(i, k, xk) ∈ ∪ ({ĩ} × {k̃} × Xk̃)

(̃i, k̃) ∈ I × (K◦ \ k′◦)
%������* ,�&,���, *��4����� Uk(i)(xk) ∈ M+(Uk(i))# ��%����*�� *��4�����*
�-���&,KI�5 ��%�������� i8�� ������ �� .��� k + 1# �����������KI�5 -�%�'��
xk 

����/ k n -���%��&/��� H&�*��� *��4����� K◦ \ k′◦# � xk n -���%��&/���
H&�*��� *��4����� Xk ��*��&�* Uk(xk) )���* �)�%��0��/ *��4����� Uk(1)(xk)×
. . .× Uk(n)(xk) 

��*��&�*� Xk, k ∈ K◦ \ 0# )���* �)�%��0��/ *��4�����# �-����&,�*�� � -�*�8
I/K �&���KI�5 ������.����

Xk+1 = {xk+1 ∈ Xk+1|∃xk ∈ Xk,

((xk ∈ Xk \X ′
k) ∧ (∃uk ∈ Uk(xk), xk+1 = Fk(xk, uk)))},

k ∈ K◦ \ k′◦.
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1��4����� Xk, k ∈ K◦ \ 0# -���,�� ��%����/ *��4�����* �����4�*����# ����8
�������KI�* k8*� *�*���� ���*��� !�&� !������ �������" *�*���� � ��*���*
k" 

�������� �)����/�, � �-�����&������ �&���KI�5 ��&����

1)Xk′◦ \X ′
k′◦

= ∅,

2)k′◦ ∈ {k ∈ K◦|Xk \X ′
k = ∅},

3){k ∈ K◦|Xk \X ′
k = ∅} �= ∅.

�������� ���4� �)����/�, � ��*# 0�� *��4����� {k ∈ K◦|Xk \X ′
k = ∅} ����0�� 

��*��&�* k′ )���* �)�%��0��/ %��0����

min{k ∈ K◦|Xk \X ′
k = ∅}.

�������� �)����/�, � �-�����&������ ����# 0�� 1 � k′ � k′◦ 
��*��&�* K )���* �)�%��0��/ *��4����� {0, 1, . . . , k′} 
�������� �)����/�, � �-�����&������ ��&����

1) (∀k ∈ K \ k′, Xk \X ′
k �= ∅) ∧ (∀k ∈ {k′, . . . , k′◦}, Xk \X ′

k = ∅),
2) (∀k ∈ K,Xk �= ∅) ∧ (∀k ∈ K◦, ((k > k′) ⇒ (Xk = ∅))).

����/ i n -���%��&/��� H&�*��� *��4����� I# � k n -���%��&/��� H&�*���
*��4����� K \ k′ 

��*��&�* Vk(i) )���* �)�%��0��/ *��4����� �����%*�4��5 ���)��4���� γ :
Xk \X ′

k → Uk(i)# �&, ��4���� �% ������5 �-�����&��� �&���KI��

∀xk ∈ Xk \X ′
k, γ(xk) ∈ Uk(i)(xk).


&, �)�%��0���, H&�*����� *��4����� Vk(i) )���* ��-�&/%����/ ��*��& vk(i) 
��*��&�* V [k](i) )���* �)�%��0��/ *��4����� Vk(i) × . . . × Vk′−1(i) 
&, �)�8

%��0���, H&�*����� H���� *��4����� )���* ��-�&/%����/ ��*��& v[k](i) 
� �-����&,�*�� ���� *��4����� ��������� i8�� ������# i ∈ I# ���-����� � *��8

4�����* V [0](i) 
����/ k n -���%��&/��� H&�*��� *��4����� K \ k′ 
��*��&�* Vk )���* �)�%��0��/ *��4����� Vk(1)× . . .×Vk(n) 
&, �)�%��0���,

H&�*���� ������� *��4����� )���* ��-�&/%����/ ��*��& vk 
��*��&�* V [k] )���* �)�%��0��/ *��4����� V [k](1) × . . . × V [k](n) 
&, �)�8

%��0���, H&�*���� H���� *��4����� )���* ��-�&/%����/ ��*��& v[k] 
�������� �)����/�, � ��*# 0�� V = V [0] 
����/ k1 n -���%��&/��� H&�*��� *��4����� K \k′# k2 n -���%��&/��� H&�*���

*��4����� {k1, . . . , k
′
◦ − 1}# � xk1 n -���%��&/��� H&�*��� *��4����� Xk1 \ X ′

k1
 

��*��&�* U(k1, k2){xk1} )���* �)�%��0��/ *��4����� �����%*�4��5 H&�*�����
u(k1, k2) ∈ U(k1, k2)# �&, ��4���� �% ������5 �-�����&��� �&���KI��@ ��)��
x̃(k1, k2 + 1) �% X(k1, k2 + 1)# ������ F [k1](xk1 , u(k1, k2))# ����&�����,�� ��&���K

(∀k ∈ {k1, . . . k2}, (uk ∈ Uk(x̃k)) ∧ (x̃k /∈ X ′
k)) ∧ (x̃k2+1 ∈ X ′

k2+1).

����/ k1 ∈ K \ k′, k2 ∈ {k1, . . . , k
′
◦ − 1}, xk1 ∈ Xk1 \ X ′

k1
# � -���/ u(k1, k2) ∈

U(k1, k2){xk1} �������� �)����/�, � ��*# 0�� ��)�� x̃(k1, k2 + 1) �% X(k1, k2 + 1)#
������ F [k1](xk1 , u(k1, k2))# ����&�����,�� �&���KI�*�

∀k ∈ {k1, . . . , k2 + 1}, x̃k ∈ Xk.
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�������� ���4� �)����/�, � ���������� ������.���,

∀k1 ∈ K \ k′, ∀xk1 ∈ Xk1 \X ′
k1
, ∀k2 ∈ {k1, . . . , k

′
◦ − 1},

((k2 > k′ − 1) ⇒ (U(k1, k2){xk1} = ∅)).

����/ k n -���%��&/��� H&�*��� *��4����� K \ k′# � xk n -���%��&/��� H&�8
*��� *��4����� Xk \X ′

k ��*��&�* U [k]{xk} )���* �)�%��0��/ *��4����� �����%8
*�4��5 H&�*����� u[k] ∈ U[k]# �&, ��4���� �% ������5 �-�����&��� �&���KI��@
��)�� x̃(k, k3) �% X(k, k3) !%���/ k3 n H�� %��0���� ��**� ku

2 [k](u[k]) + 1"# ������
F [k](xk, u[k])# ����&�����,�� ��&���K

(∀l ∈ {k, . . . , k3 − 1}, (ul ∈ Ul(x̃l)) ∧ (x̃l /∈ X ′
l)) ∧ (x̃k3 ∈ X ′

k3
).

�������� �)����/�, � �-�����&������ �&���KI���

∀k ∈ K \ k′, ∀xk ∈ Xk \X ′
k,

U [k]{xk} = ∪U(k, k2){xk}.
k2 ∈ {k, . . . , k′ − 1}

����/ x0 n H�� H&�*��� *��4����� X0 ��*��&�* U{x0} )���* �)�%��0��/ *��8
4����� U [0]{x0} 

����/ k n -���%��&/��� H&�*��� *��4����� K \ k′ ��*��&�* Πk )���* �)�8
%��0��/ ���)��4���� � �)&���/K �-����&���, (Xk \X ′

k) × Vk � *��4�����* %��8
0���� � Uk# ������� !�*����, � ���� ���)��4����" -���%��&/��� -��� (xk, vk) ∈
(Xk \X ′

k) × Vk ������ � ������������ H&�*��� uk ∈ Uk(xk)# �-����&,�*�� �&���K8
I�* �)��%�*

uk(i) = vk(i)(xk), i = 1, n.

����/ k n -���%��&/��� H&�*��� *��4����� K \ k′ ��*��&�* Π[k] )���* �)�8
%��0��/ ���)��4���� � �)&���/K �-����&���, (Xk \X ′

k)×V [k] � *��4�����* %��8
0���� � U[k]# ������� !�*����, � ���� ���)��4����" -���%��&/��� -��� (xk, v[k]) ∈
(Xk \X ′

k)×V [k] ������ � ������������ ����� H&�*��� u[k] ∈ U [k]{xk}# ������� �*�8
��� � ��)���* x̃(k, k3) �% X(k, k3) !%���/ k3 n H�� %��0���� ��**� ku

2 [k](u[k]) + 1"#
�����* F [k](xk, u[k])# ����&�����,�� �&���KI�*�

∀l ∈ {k, . . . , k3 − 1}, ul ∈ Πl(x̃l, vl);

�������� -���%��/# 0�� �&, ������ -��� (xk, v[k]) ���%����� H&�*��� u[k] ��I�8
������ � ����������� 

��*��&�* Π )���* �)�%��0��/ ���)��4���� Π[0] 
����/ i n -���%��&/��� H&�*��� *��4����� I# k n -���%��&/��� H&�*��� *��8

4����� K \k′# xk n -���%��&/��� H&�*��� *��4����� Xk \X ′
k ��*��&�* J [k, xk](i)

)���* �)�%��0��/ ���)��4���� � �)&���/K �-����&���, V [k] � *��4�����* %��0�8
��� � R# ������� !�*����, � ���� ���)��4����" -���%��&/��*� v[k] ∈ V [k] ������
� ������������ %��0���� Ju[k](i)(xk,Π[k](xk, v[k])) 

� �-����&,�*�� ���� 7���'�, ������.� i8�� ������# i ∈ I# ���-����� � 7���8
'��� J [0, xη

0 ](i) 
9���'�K ������.� i8�� ������# i ∈ I# -���,�� ��%����/ ���*���&/��� 7���8

'��� ������.�# ��&� ��-�&���� �&���KI�� ��&����

∀k ∈ K◦ \ k′◦, ∀xk ∈ Xk, ∀uk ∈ Uk, F
◦
k (i)(xk, uk) = 0.



�������	
�� 	 ����������� �����	� ��� 
���	
	��� 


 ;;;

K� �'=(�(E)9�#F��� "9$�!R3���6

� �����* -����� �&, *����.������ -�%�'������ ���� n &�' �� ��������,*�8
�����%�*�# n � 2# � ����0��*� *��4�����*� �-���&,KI�5 ��%�������� �������
-�������&�� �,� �����4����� �% k?l# ���)5���*�5 �&, ����%���&/���� �����4��8
���# �7��*�&��������5 � �&���KI�* -����� 

����-�&�4�*# ����*���������, -���%��&/��, *����.�����, -�%�'�����, ��8
�� n &�' �� ��������,*�8�����%�*�# n ∈ {1, 2, . . .} 


�-����*# i n -���%��&/��� H&�*��� *��4����� I# � k ∈ {k′} ��*��&�* V [k](i)
)���* �)�%��0��/ *��4����� {0} 
&, �)�%��0���, H&�*���� H���� *��4����� )�8
��* ��-�&/%����/ ��*��& v[k](i) 

����/ n � 2 

����p* *��4����� V [k](J), J ∈ {I \ i|i ∈ I}, k ∈ K \ k′ 

V [k](I \ i) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
V [k](i+ 1) × . . .× V [k](n), ��&� i = 1,
V [k](1) × . . .× V [k](i− 1) × V [k](i+ 1) × . . .× V [k](n),
��&� (i �= 1) ∧ (i �= n),
V [k](1) × . . .× V [k](i− 1), ��&� i = n,

i ∈ I, k ∈ K \ k′.


&, �)�%��0���, H&�*���� *��4����� V [k](J), J ∈ {I \ i|i ∈ I}, k ∈ K \ k′# )���*
��-�&/%����/ ��*��& v[k](J) �0������# 0�� -�� &K)�* i ∈ I V [0](I \ i) = V (I \ i) 

����/ k n -���%��&/��� H&�*��� *��4�����K\k′# v[k] n -���%��&/��� H&�*���
*��4����� V [k]# � i n -���%��&/��� H&�*��� *��4����� I � ��0����� �)�%��0���,
H&�*���� v[k]# � ��* 0��&�# )���* ��-�&/%����/ ����K %�-��/

v[k](i); v[k](I \ i).

����-�&�4�* ��-��/# 0�� ����*���������, -���%��&/��, *����.�����, -�%�8
'�����, ���� n &�' �� ��������,*�8�����%�*�# n � 2# � ����0��*� *��4�����*�
Uk(i)(xk), i ∈ I, k ∈ K \ k′, xk ∈ Xk 

�������� �)����/�, � ��*# 0�� V [k](I \ i), i ∈ I, k ∈ K \k′# ,�&,K��, ��-����*�
� ����0��*� 

����/ i n -���%��&/��� H&�*��� *��4����� I# k n -���%��&/��� H&�*��� *��8
4����� K# xk n -���%��&/��� H&�*��� *��4����� Xk ��*��&�* G[k, xk](i) )���*
�)�%��0��/ ���)��4���� � �)&���/K �-����&���, V [k](i) � *��4�����* %��0���� �
R# ������� !�*����, � ���� ���)��4����" -���%��&/��*� H&�*���� v[k](i) ∈ V [k](i)
������ � ������������ %��0���� Φk(i)(xk)# ��&� k ∈ K \0# � xk ∈ Xk∩X ′

k# � %��0����

minJ [k, xk](i)(v[k](i); v[k](I \ i)),
v[k](I \ i) ∈ V [k](I \ i)

��&� k ∈ K \ k′# � xk ∈ Xk \X ′
k �������� �)����/�, � ��*# 0�� -�� &K)�* i ∈ I

G[0, xη
0 ](i) = G(i) 
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����p* *��4����� Uk(J)(xk), J ∈ {I \ i|i ∈ I}, k ∈ K◦ \ k′◦, xk ∈ Xk 

Uk(I \ i)(xk) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Uk(i+ 1)(xk) × . . .× Uk(n)(xk), ��&� i = 1,
Uk(1)(xk) × . . .× Uk(i− 1)(xk) × Uk(i+ 1)(xk) × . . .× Uk(n)(xk),
��&� (i �= 1) ∧ (i �= n),
Uk(1)(xk) × . . .× Uk(i− 1)(xk), ��&� i = n,

i ∈ I, k ∈ K◦ \ k′◦, xk ∈ Xk.


&, �)�%��0���, H&�*���� *��4����� Uk(J)(xk), J ∈ {I \ i|i ∈ I}# k ∈ K◦ \ k′◦, xk ∈
Xk# )���* ��-�&/%����/ ��*��& uk(J) 

����/ k n -���%��&/��� H&�*��� *��4�����K◦\k′◦# xk n -���%��&/��� H&�*���
*��4����� Xk# uk n -���%��&/��� H&�*��� *��4����� Uk(xk)# i n -���%��&/���
H&�*��� *��4����� I � ��0����� �)�%��0���, H&�*���� uk )���*# � ��* 0��&�#
��-�&/%����/ ����K %�-��/

uk(i);uk(I \ i).
�������� -���%��/# 0�� *��4����� Uk(I \ i)(xk), i ∈ I, k ∈ K \ k′, xk ∈ Xk#

,�&,K��, ��-����*� � ����0��*� *��4�����*� 
����/ i n -���%��&/��� H&�*��� *��4����� I ����p* ���)��4���,

Gk(i) : Xk → R, k ∈ K, �

Gu
k(i) : ∪({x̃k} × Uk(i)(x̃k)) → R, k ∈ K \ k′.

x̃k ∈ Xk \X ′
k

Gk(i)(xk) = Φk(i)(xk), k ∈ {l ∈ K \ 0|Xl ∩X ′
l �= ∅}, xk ∈ Xk ∩X ′

k,⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Gu
k(i)(xk, uk(i)) =

= min(F ◦
k (i)(xk, uk(i);uk(I \ i)) +Gk+1(i)(Fk(xk, uk(i);uk(I \ i)))),

uk(I \ i) ∈ Uk(I \ i)(xk)
xk ∈ Xk \X ′

k, uk(i) ∈ Uk(i)(xk),
Gk(i)(xk) = maxGu

k(i)(xk, uk(i)),
uk(i) ∈ Uk(i)(xk)

xk ∈ Xk \X ′
k,

k = k′ − 1, . . . , 0.

	����4����� A ; 

∀i ∈ I, ∀k ∈ K \ k′, ∀xk ∈ Xk \X ′
k, ∀v[k](i) ∈ V [k](i),

G[k, xk](i)(v[k](i)) =
= min(F ◦

k (i)(xk, vk(i)(xk);uk(I \ i))+
uk(I \ i) ∈ Uk(I \ i)(xk)

+G[k + 1, Fk(xk, vk(i)(xk);uk(I \ i))](i)(v[k + 1](i))).

	����4����� A C 

∀i ∈ I, ∀k ∈ K \ k′, ∀xk ∈ Xk \X ′
k, ∀v[k](i) ∈ V [k](i),

G[k, xk](i)(v[k](i)) � Gu
k(i)(xk, vk(i)(xk)).



�������	
�� 	 ����������� �����	� ��� 
���	
	��� 


 ;;?

	����4����� A ? 

∀i ∈ I,

G∗(i) = G0(i)(x
η
0).

M� �(#"&����� !�:"#F9)9�

� �����,I�* -����� �&, *����.������ -�%�'������ ���� n &�' �� ������8
��,*�8�����%�*�# n � 2# � ����0��*� *��4�����*� �-���&,KI�5 ��%��������
������� -�&�0��� ���)5���*�� � �������0��� ��&���� �&, *����*����� ���������
-���%��&/���� ������# 7���'�, ������.� �������� ,�&,���, ���*���&/��� 


���# -���/ ����*���������, -���%��&/��, *����.�����, -�%�'�����, ���� n
&�' �� ��������,*�8�����%�*�# n � 2# � ����0��*� *��4�����*� Uk(i)(xk), i ∈
I, k ∈ K \ k′, xk ∈ Xk 

��*��&�* I ′ )���* �)�%��0��/ *��4�����

{i ∈ I|∀k ∈ K◦ \ k′◦, ∀xk ∈ Xk, ∀uk ∈ Uk, F
◦
k (i)(xk, uk) = 0}.

��&�4�*# I ′ �= ∅ 
����/ i n -���%��&/��� H&�*��� *��4����� I ′# k n -���%��&/��� H&�*��� *��8

4����� K◦ \ k′◦# γ n -���%��&/��� ���)��4���� � �)&���/K Z �-����&���,# ,�&,8
KI���, H&�*����* *��4����� M+(Xk)# � *��4�����* %��0���� � Uk(i)# ����&�8
����,KI�� ����*� ��&���K

∀z ∈ Z, γ(z) ∈ Uk(i)(z).

�-����&�* *��4����� Uk(i)(xk){γ}, xk ∈ Xk 

Uk(i)(xk){γ} =

{
{γ(xk)}, ��&� xk ∈ Z,

Uk(i)(xk), ��&� xk ∈ Xk \ Z.

����/ i n -���%��&/��� H&�*��� *��4����� I ′# � v(i) n -���%��&/��� H&�*���
*��4����� V (i) �-����&�* *��4����� Xk{i, v(i)}, k ∈ K 

X0{i, v(i)} = X0,

Xk+1{i, v(i)} = {xk+1 ∈ Xk+1|∃xk ∈ Xk,

((xk ∈ Xk{i, v(i)} \X ′
k)∧

∧ (∃uk(i) ∈ Uk(i)(xk){vk(i)}, ∃uk(I \ i) ∈ Uk(I \ i)(xk),
xk+1 = Fk(xk, uk(i);uk(I \ i))))},
k = 0, . . . , k′ − 1.

	����4����� D ; 

∀i ∈ I ′, ∀v(i) ∈ V (i),
((X0{i, v(i)} = X0)∧
∧ (∀k ∈ K \ 0, Xk{i, v(i)} ⊂ Xk)).



;;A ����	� �
�


	����4����� D C 

∀i ∈ I ′, ∀v(i) ∈ V (i),
((X0{i, v(i)} \X ′

0 = X0 \X ′
0)∧

∧ (∀k ∈ K \ 0, Xk{i, v(i)} \X ′
k ⊂ Xk \X ′

k)).

��� ����%���&/���� �����4����� D ; � D C ��-�&/%�K��, �-����&���, *��8
4����

;" Xk{i, v(i)}, k ∈ K, i ∈ I ′, v(i) ∈ V (i)#
C" Xk, k ∈ K#
�
?" Uk(i)(xk){. . .}, i ∈ I ′, k ∈ K◦ \ k′◦, xk ∈ Xk# � ���4� *���� ����%���&/���� -�

�����'�� 
����/ i n -���%��&/��� H&�*��� *��4����� I ′# � v(i) n -���%��&/��� H&�*���

*��4����� V (i) �0������# 0�� Xk′{i, v(i)} \X ′
k′ = ∅ ��*��&�* k′{i, v(i)} )���*

�)�%��0��/
min{k ∈ K|Xk{i, v(i)} \X ′

k = ∅}.
	����4����� D ? 

∀i ∈ I ′, ∀v(i) ∈ V (i),
k′{i, v(i)} ∈ K \ 0.

��� ����%���&/���� �����4����, D ? ��-�&/%�K��, �-����&���, ��&�0�� k′{i,
v(i)}, i ∈ I ′, v(i) ∈ V (i), � *��4���� X0{i, v(i)}, i ∈ I ′, v(i) ∈ V (i) 

	����4����� D A 

∀i ∈ I ′, ∀v(i) ∈ V (i),
((∀k ∈ {0, . . . , k′{i, v(i)} − 1}, Xk{i, v(i)} \X ′

k �= ∅)∧
∧ (∀k ∈ {k′{i, v(i)}, . . . , k′}, Xk{i, v(i)} \X ′

k = ∅)).

	����4����� D D 

∀i ∈ I ′, ∀v(i) ∈ V (i),
((∀k ∈ {0, . . . , k′{i, v(i)}}, Xk{i, v(i)} �= ∅)∧
∧ (∀k ∈ K, ((k > k′{i, v(i)}) ⇒ (Xk{i, v(i)} = ∅)))).

��� ����%���&/���� �����4����� D A � D D ��-�&/%�K��, �-����&���, ��&�0��
k′{i, v(i)}, i ∈ I ′, v(i) ∈ V (i), � *��4���� Xk{i, v(i)}, k ∈ K, i ∈ I ′, v(i) ∈ V (i)#
�����4����� D ?# � ���4� *���� ����%���&/���� -� �����'�� 

	����4����� D E 

∀i ∈ I ′, ∀v(i) ∈ V (i), ∀k ∈ {0, . . . , k′{i, v(i)} − 1},
Xk+1{i, v(i)} = {xk+1 ∈ Xk+1|∃xk ∈ Xk{i, v(i)} \X ′

k,

∃uk(I \ i) ∈ Uk(I \ i)(xk), xk+1 = Fk(xk, vk(i)(xk);uk(I \ i))}.
��� ����%���&/���� �����4����, D E ��-�&/%�K��, �-����&���, *��4����

Uk(i)(xk){. . .}, i ∈ I ′, k ∈ K◦ \ k′◦, xk ∈ Xk,



�������	
�� 	 ����������� �����	� ��� 
���	
	��� 


 ;;D

� �����4����, D C8D A 
	����4����� D < 

∀i ∈ I ′, ∀v(i) ∈ V (i),
((G(i)(v(i)) = G[0, xη

0 ](i)(v[0](i)))∧
∧ (∀k ∈ {1, . . . , k′{i, v(i)}}, ∀xk ∈ Xk{i, v(i)},
G(i)(v(i)) � G[k, xk](i)(v[k](i)))).

��� ����%���&/���� �����4����, D < ��-�&/%�K��, �����4����, A ;# D ;8D ?#
D D � D E � *���� ����%���&/���� -� �����'�� 

	����4����� D B 

∀i ∈ I ′, ∀v(i) ∈ V (i), ∀k ∈ {0, . . . , k′{i, v(i)} − 1}, ∀xk ∈ Xk{i, v(i)} \X ′
k,

G(i)(v(i)) � Gu
k(i)(xk, vk(i)(xk)).

��� ����%���&/���� �����4����, D B ��-�&/%�K��, �����4����, A C# D C8D A �
D < 

	����4����� D G 

∀i ∈ I ′, ∀v(i) ∈ V (i),
((v(i) ∈ V ◦(i)) ⇔
⇔ (∀k ∈ {1, . . . , k′{i, v(i)}}, ∀xk ∈ Xk{i, v(i)},
((xk ∈ X ′

k) ⇒ (G0(i)(x
η
0) � Φk(i)(xk))))).

��� ����%���&/���� �����4����, D G ��-�&/%�K��, �����4����, A ;# A ?# D ;8
D < � *���� ����%���&/���� -� �����'�� 

	����4����� D ;= 

∀i ∈ I ′, ∀v(i) ∈ V (i),
((v(i) ∈ V ◦(i)) ⇔
⇔ ((G0(i)(x

η
0) = Gu

0 (i)(xη
0 , v0(i)(x

η
0)))∧

∧ (∀k ∈ {0, . . . , k′{i, v(i)} − 1}, ((1 � k) ⇒
⇒ (∀xk ∈ Xk{i, v(i)} \X ′

k, G0(i)(x
η
0) � Gu

k(i)(xk, vk(i)(xk))))))).

��� ����%���&/���� �����4����, D ;= ��-�&/%�K��, �-����&���, ���)��4����
Gk(i), i ∈ I, k ∈ K, � Gu

k(i), i ∈ I, k ∈ K \ k′, � �����4����, A ?# D ;8D ?# D D# D E# D B
� D G 

�)�#%&����

� ��)��� �&, ���&����*�� ���� -�&�0��� ���)5���*�� � �������0��� ��&����
�&, *����*����� ��������� -���%��&/���� ������# 7���'�, ������.� ��������
,�&,���, ���*���&/��� ���&���� H��*� ��&���K# �&, ��,�����, ����# ,�&,���,
&� �� �&� ���, ��������, ����*�������*��� ������ *����*�����# %��0���� ���8
)�&/.��� ���������������� ������.� ������ �����������, �� %��0���,*� �,��
7���'�� +��0���� ���)�&/.��� ���������������� ������.�# � ���4� %��0���,



;;E ����	� �
�


��.��-�*,����5 7���'�� �-����&,K��, � -��'���� ���&�%�'�� �&�����*�# ,�8
&,KI����, �)�)I����* *����� ����*�0������ -�����**�������, �� �&�0�� ��8
�&����*�� *����.������ -�%�'������ ���� 

�=�'(� #�9�!)9"!�

k;l (������ � � # ��.��� � � 1����.������ -�%�'������ ���� n &�' n ����/#
;GG? n ;DE � 

kCl ����)/p� � � ������ ������ ��� $�����&�'������ ���� n 1 @ �����# ;GBA 
n AGE � 

k?l ��.��� � � ���)5���*�� � �������0��� ��&���� �&, *����*����� ���������
-���%��&/���� ������ � ���*���&/��� 7���'��� ������.� � *����.������
-�%�'������ ���� n &�' �� ��������,*�8�����%�*� � ����0��*� *��4�����*�
�-���&,KI�5 ��%�������� ������� t ������ ��� ��8� n ����/# C==D n C= � 
n 
�- � �
�
�
 ;< =; =D# � AD8�C==D 


