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9��*�&/��� �-���)� �-�����, ��������0����� ��������� -���&�4���, �*�H�
-�������-����H ��4����/ �&, )�&/.������ %���0 ��7��*�����# ��,%����5 � �)8
��)����� ��7��*�'�� �� �����������* ,%��� !�* t?u" ���&� ������-�&���HI�5
��)�� � 6�*�����# �-����&��.��� 0����� )�%���5 �&���� -���4��HI�5 ���*8
*����# )�& �-����&�� �I� '�&�� �,� ��-�� ���**����# -�%��&,HI�5 -�&�0��/
�� �&� ���H ��7��*�'�H � ��������0����� ��������� -���&�4���, � 0��������#
�-�'��&/��� ��- ���**����# )��������� 
����������.# -��������H� ���������
%�����*����� !��������� -��0�����," -���&�4���,* ,%���# ������� ��� �-����8
&,H� !�* t?u" ��������� %�����*����� !�+" -���&�4���, L K�� ���������������
���7# ���.���*� �������� ,�&,H��, �&��� -���&�4���,# � ��)�� -�*�0��� �*�8
��*� %�����*����� ����* �)��%�*# ��������� -���&�4���, %������, � ���*���5
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CA ������ ����

��������5 )������5 ����.���� �� �&���5 ��&� ��� �&��� v1 � v2 ��,%��� %�����8
*���/H d !�)�%��0����@ v1 −→d v2"# �� v1 ,�&,���, ��

����# � v2 L ���"������� 
���4�*# 0�� � �+ �&��� w %������ �� �&��� v# ��&� ��I������� -��/ �% v � w 
&,
�����������5 ,%���� �+ ,�&,H��, �����/,*� !������ �5 ��%���H� �����/,*� -��8
0�����," 
&, )�&/.������ ���-�0��5� -���&�4���� �5 �����/, %�����*�����
,�&,H��, ������������@ �&, &H)�5 ���5 �&�� v# w � u �% ����# 0�� v → u � w
&�4�� *�4�� v � u# �&�����# 0�� w %������ �� v ��� -��*�� ������ ������@

� ������ �������# � �����������5 ,%���5 �������0�� ���-���������� !���)��8
�� � 5���4��������� &���������" � ��-���������� ��������'��# ����� -��0����8
��� �&��� ����� ��� ��������0����� ���--� ������ 5�%,��� � ��0����� -��*���
-������* �������&/��H ����0�� � � ��.����@

��-�����������/ ������ ��,%��� � ��
������� %�����*���,*�# � ������5 5�%,8
�� v ��%��&�� �� -��0������* �&���* u ��������* �&���* w# ������� �� %������
�� v �� ������� K�� ��,%/ -���%��� .���5���� &����� 

�&����0����� ��8���**����� !�* t;# C# ?u"# ��� � �)�0��� ���������&/���
���**����� !�* tC# Au" ���-���)�� �)����4����/ � -���)��5 -���&�4���,5 ��%8
������ ������&,HI�� 1 
 
�5�,�/ � � 3 
�������� � ��)���5 tD# Eu �-����&�8
&� ����� ���� ���**���� M ����)�����	��� )��������� 
����������. ;�(K= �
�/������� ����)�����	��� )��������� 
����������. ;��(K= i�� ���**�����
��)���H� ��� ���**�����8���-�%������&� � ��������� -���&�4���, ��������H�
-���)�� ���**�����* %�����*����� 
5 ���)������/H ,�&,���, ��# 0�� ��� �-�8
��)�� �)����4����/ ��&/��� ��,%� !��� � -���������* -��*��� �% ��.����" 
����)��� �����'�� �)��)�����H��, � ��5 � -�*�I/H ��� ��%����*�5 -�&,��8
%������5 ��&���������@ -�&�4���&/��5# ����0�HI�5 %� �&���85�%,��# � ����'�8
��&/��5# ����0�HI�5 %� -��0������� �&��� � ���%����5 ��)���5 -�&�0��� ��8
%�&/���� � ����%���&/��� ��&� ��+ � ���+# -���&�4��� �&�����*� �5 ���&�%� 

�����,I�, ��)��� -����&4��� ���&�������� ������� ���+ � ��%��&� C *�
-������* �������� �-����&���,# ��,%����� � ���+ � ��%��&� ? �-����&,���,
���*�&/��, 7��*� ���+# ���&���0��, ���*�&/��� 7��*� ����)�5 !�* t;# Cu" �&,
��8���**���� ����%���# ��� �&, &H)�� ���+ *�4�� -�������/ K�����&�����H
���+ � ���*�&/��� 7��*� +���* � ��%��&� A K��� ��%�&/��� ��-�&/%����, �&,
-�&�0���, ������ ����%���&/���� %�*�������� �&���� ���+8,%���� ��������&/8
�� �)��I���� ��*�*�*��7�%*�� � ��%��&� D �������&������, �����*� � -���8



���������� ����� 	 �������� ��� �������	��������� CD

����&���� ��4���� ���+8,%��� ��� ��%�&/���� ��*��7�%*� -�����0���, ������8
���� ��8,%��� �� ���)�0��* ,%���* i�� �����*� ���&���0�� �%������� �����*�
6�*�����8�H�'��)��4� !�* tCu" �&, ��8,%���� � ��%��&� E *� �����* -��,���
�0��0�����5 ����*���� � *���%����� -�*,�/H � ����%����*# 0�� K�� ����*���
���-�%��H� � ��0����� �&��� ���+8,%���� 

6� �)5*�5(� *T$�4���5�#


&, 7��*�&�%�'�� &��������0������ -��,��, ��������0������ ��-� *� )�8
��* ��-�&/%����/ -��,��� ��������� ����/ C M ��-����� ����0��� *��4�����
K&�*�������5 ��������� !��-��*��# ���%��*��# �-����&����# ��-�&����� � � � " 
i&�*�������� ��������� *���� )��/ �����������@ �&, C ∈ C C∗ �%��0��� ��8
���������HI�H ����������H ��������H 1��4����� ���5 ����������5 ���������
)���* �)�%��0��/ C∗ i&�*�������� � ����������� ��������� ������,H��, ���8
���������*� \ � J� &���&/��� ��������� 

�T$�4���5�� 3� ���@����� �����	��� ����)���. LCat(C) L A�� �������	6
��� ���@����� ������ "��E
<= C ∪ {ε} ⊆ LCat(C)� )�� ε L �&���. ������M
B= ���� α ∈ LCat(C), A ∈ C ∪C∗� �� [A\α], [α/A] ∈ LCat(C)�

��&����*# 0�� ������������ \ � J����'������� ��K��*� &H)�, &���&/��,
��������, γ *�4�� )��/ -�������&��� � ���� γ = [Lk\ . . . \L1\C/R1/ . . . /Rm] 


&, �-�����, ��&/��5 ��,%�� *�4�� �&���*� � -���&�4���� � tDu ����,��,
-��,��, -�&,������ � -�&,��%������� ��&�������� ��&,�����/H v ��%������,
K&�*��� *��4����� V = {↘,↙,↖,↗} 
&, ��4��� -�&,������ v ��I�������
�����������, -�&,�����/ v̆@

↗̆ =↘, ↖̆ =↙, ↙̆ =↖, ↘̆ =↗
��&,��%������, ��&�������/ β M K�� ����4���� ���� vC# ��� v ∈ V,C ∈ C 
1��4����� ���5 -�&,��%������5 ��&��������� )���* �)�%��0��/ V (C) � ��*# �
������������ � ��-�* -�&,������# *�4�� ����&��/ -��*��4�����@
↖C = {↖C | C ∈ C }# ↗C = {↗C | C ∈ C }#
↘C = {↘C | C ∈ C }# ↖C = {↖C | C ∈ C }#
V −(C) =↘C ∪ ↙C, V +(C) = ↖C ∪↗C#
V l(C) =↗C ∪ ↙C# V r(C) =↖C ∪ ↘C 

���&�������&/����/ -�&,��%������5 ��&��������� ��%������, -����'��&�* 
$���* �������/# 0�� -����'��& θ �)�&���������# ��&� ��,��, ��� -����'�, ��
{ v, v̆ }# ��� v ∈ V +(C)# -�������&,�� ��)�� -����&/��H ���)�0��H -��&�������&/8
����/ ���*���* �)�&������������� -����'��&� *�4�� �&�4��/ ↗A↗B ↘A↘
B 1��4����� ���5 ��%*�4��5 -����'��&�� �)�%��0����, Pot(C) 


% &���&/��5 ��������� � -����'��&�� ����,��, ���+8��������� 

�T$�4���5�� 6� ����)����. γ ��
������
 ����@���� ���� αθ� )��

α ∈ LCat(C), θ ∈ Pot(C).

���@����� ���� ����)���. �/�
��"����
 J75!E"�



CE ������ ����

�� *��4����� ���+8��������� �-����&,���, ��0��&���� %�����*�����# %�����8
�*�� �&���HI�* ��)���* -����& 

�T$�4���5�� 9� *&��	 Γ1,Γ2 L ������ ����)���. �
 Cat(C)∗� θ, θ1, θ2, θ3 L
�����'����� α L �����	��
 ����)���
 �
 LCat(C)�
*������ �����	��. 
����������E

Ll : Γ1[C]θ1 [C\α]θ2Γ2 � Γ1[α]θ1θ2Γ2

Lr : Γ1[α/C]θ1 [C]θ2Γ2 � Γ1[α]θ1θ2Γ2�
)�� C ∈ C ∪ {ε}
*������ ����������. 
����������E

I l : Γ1[C]θ1 [C∗\α]θ2Γ2 � Γ1[C∗\α]θ1θ2Γ2

I l0 : Γ1[C∗\α]θΓ2 � Γ1[α]θΓ2

Ir : Γ1[α/C∗]θ1 [C]θ2Γ2 � Γ1[α/C∗]θ1θ2Γ2

Ir0 : Γ1[α/C∗]θΓ2 � Γ1[α]θΓ2�
)�� C ∈ C ∪ {ε}
*������ ���	��. 
����������E

D : Γ1α
θ1βθ2β̆θ3Γ2 � Γ1α

θ1θ2θ3Γ2�
)�� ����������� (β, β̆) �/��
&+� ������	�&+ ���& � θ2 �� �����@�� β, β̆�

��� ��-�&����� �����I���, -� ��4��*� �% -����& � ��������� %�����*�8
���� ��)��&,���, ���� ���7�# ���I�, �% �&���85�%,��� � %�����*�H ��������H �
*�����8�*���* ��������.���, ��������� 

�)�%��0�* ����.���� ������*���� %� ���� .�� �� *��4����� Cat(C)∗ � K��*
��0��&���� 0���% �R# ��� R M ���� �% ��.�-���������5 -����&# �&� -����� �#
��&� �*, -����&� �&, ��� ����I�������� ��&� Γ2 -�&�0����, �% Γ1 %� n .����# ��
)���* -����/ Γ1 �n Γ2 ����% �∗ �)�%��0�* ����%������� %�*������ ����.���,
� �� *��4����� Cat(C)∗ 

��-��/ ����* �-����&���� �)�)I����� ���������&/��� ���**����� %�����*�8
���� 

�T$�4���5�� R�  /�/�N���. ����)�����	��. )���������. 
����������.
;��(K= ��
������
 ������� G =< W,C, S, δ >� )��E
W L ����"��� ���@����� �����
C L ����"��� ���@����� A����������� ����)���.�
S L ���������
 � C )�����
 ����)���
�
δ L ��������� ,&��'�
 �� W � ���������
+��
 ��@���& ����& w ∈ W ����"���
���@����� δ(w) ⊆ Cat(C) �)� ��
��@��� ����)���.�

��4��, ���+ �-����&,�� ��������� *��4����� -���&�4���� �% W ∗# �&���*
������5 *�4�� ��������� ��-�������/ �5 ���������# �-����&,�*�� &��������*#
���# 0�� �% ��5 *�4�� ������� �&����H ��������H S ����/ s = w1w2 . . . wn ∈W ∗

M -���&�4���� ��&�4�* δ(s) = δ(w1)δ(w2) . . . δ(wn) 

�T$�4���5�� W� ��(K G ����@���� 

�� L(G), �����
��. �
 ���� ������@�6
��. s ∈ W ∗, ��
 ������� �&�����&�� ������ ����)���. Γ ∈ δ(s) ����
� "��
Γ �∗ S.

^$�:�$ 3� � ��0����� -��*��� ����*����* ,%�� L = {wn1wn2wn3 | n = 0, 1, . . . } 

%������# 0�� K��� ,%�� �� ,�&,���, ����������8���)����* !�* tCu" ������# ���
-���%��� � ��)��� tEu# �� -���4�����, �&���HI�� ���+@



���������� ����� 	 �������� ��� �������	��������� C<

w1 �→ [S/A1]↗A2 # [A1/A1]↗A2 # [A1/A2]↗A2

w2 �→ [A2/A2]↘A2↗A3 # [A2/A3]↘A2↗A3

w3 �→ [A3/A3]↘A3 , [A3]↘A3

� ��0����� -��*��� ����*����* -���&�4���� w1w1w2w2w3w3 ��-������* ���
�&���* �&���HI�� ���������@

w1 w1 w2 w2

[S /A1]↗A2 [A1 /A2]↗A2 [A2 /A2]↘A2↗A3 [A2 /A3]↘A2↗A3

w3 w3

[A3 /A3]↘A3 [A3 ]↘A3

i�� ������ ��������� *�4�� ��������/ �� S �&���HI�* �)��%�* @

[S /A1]↗A2 [A1 /A2]↗A2 [A2 /A2]↘A2↗A3 [A2 /A3]↘A2↗A3 [A3 /A3]↘A3 [A3 ]↘A3 �Lr

[S /A1]↗A2 [A1 /A2]↗A2 [A2 /A2]↘A2↗A3 [A2 /A3]↘A2↗A3 [A3 ]↘A3↘A3 �Lr

[S /A1]↗A2 [A1 /A2]↗A2 [A2 /A2]↘A2↗A3 [A2 ]↘A2↗A3↘A3↘A3 �Lr

[S /A1]↗A2 [A1 /A2]↗A2 [A2 ]↘A2↗A3↘A2↗A3↘A3↘A3 �Lr

[S /A1]↗A2 [A1 ]↗A2↘A2↗A3↘A2↗A3↘A3↘A3 �Lr

[S ]↗A2↗A2↘A2↗A3↘A2↗A3↘A3↘A3 �D
[S ]↗A2↗A3↘A2↗A3↘A3↘A3 �D
[S ]↗A3↗A3↘A3↘A3 �D
[S ]↗A3↘A3 �D
[S ]

��������, S ,�&,���, �&�����# -�K��*� w2
1w

2
2w

3
3 ∈ L(G3) �����������HI�,

������ ��������� %�����*����� ���&,��� �&���HI�* �)��%�*@

w w
1 1

w w w w
2 2 3 3

A
1

A
2

A
2

A
2

A
3

A
3 A

3

A
2 A

3

���&�4�� �����/# 0�� &���&/��� -����&� �����I���, Ll, Lr, I l, I l0, I
r, Ir0 ���8

����H� ��&/�� �� &���&/��H 0���/ ���������# ����� ��� -����&� �����I���,
-����'��&� D %���������� ��&/�� -����'��& i�� ���� ��%*�4����/ ��%��&��/
���&�% -���&�4���, � ���+ �� ��� ��%�����*�5 �����@ -����� M � ���*���5
&���&/��5 ��������� � &���&/��5 -����& �����I���,# � ������ M � ���*���5
�)�&�������������� -����'��&� � tEu ����%��� �����*� �) ���&�%� �&, ���+ 

��*$�:� 3� *�����@���� s = w1w2 . . . wn ��������@�� 

��& L(G)� 
��������6
�& ��(K G =< W,C, S, δ >� ��)�� � ���	�� ��)��� ��)�� �&�����&�� ������
����)���. Γ = αθ11 . . . αθn

n � )�� α
θi

i ∈ δ(wi)� ����
� "��E
<� α1 . . . αn �∗ S�
B� θ1 . . . θn �/������������



CB ������ ����

9� 	*$:��%5�# X*$:� *���


%������# 0�� �&, ��8���**���� ��I�����H� ��%&�0��� �-�'��&/��� 7��*�
!���*�&/��, 7��*� 6�*�����# ���*�&/��, 7��*� ����)�5 !�* tCu""# �-��I�HI��
���&�% -���4���*�5 �*� ,%���� � K��* ��%��&� *� �-����&,�* ���*�&/��H �
��&/��H ���*�&/��H 7��*� �&, ���+# ���&���0��� ���*�&/��� 7��*� ����)�5#
� -���%����*# ��� �&, -���%��&/��� ���+ -�������/ K�����&������# � � -���48
��HI�� ��� 4� ,%��# ���+ � K��5 ���*�&/��5 7��*�5 

�T$�4���5�� Z� P	*$:��%5�# X*$:� �$�S_�!Q ��6)��������� G =< Σ, N,
S,R > ��������
 � ���	��. ������	��. ,���� (��./��� ���� G ���	 )���������
/�
 ε6������ � ��@��� ������� �
 R ����� ���� �
 ����&+��� �����E
<= S → ε�
B= A→ xα� )�� x ∈ Σ� A ∈ N � α ∈ N∗� |α| � 2�


%������# 0�� �&, &H)�� ��8���**����� *�4�� -�������/ K�����&�����H ��
��8���**����� � ��&/��� ���*�&/��� 7��*� ����)�5 �-����&�* ���*�&/��H
7��*� �&, ���+ �&���HI�* �)��%�* 

�T$�4���5�� `� �&��� ��
����	 ��(K G =< W,C, S, δ > )���������. � ���6
���	��. ,����� ���� ��� �N ����)���� ���+� ���� �
 ����&+��� �����E
<= [X ]θ

B= [X/Y ]θ

D= [X/Y/Z]θ�
)�� O� P� Q L A����������� ����)����� θ L �����'����

�������� -��,�/# 0�� ���������&/��, ���**�����# -���������, -� ��8���**�8
���� � ��&/��� ���*�&/��� 7��*� ����)�5# ����&�����,�� �-����&���H <# � ����8
��* �-�I��� -����'��&� !�* �-����&���� ;;" � �-����&���� < �� ���&�����H�8
�, ������� ������0���, �� ��� -����'��&� 1�4�� ����*�������/ ���**�����# �
������5 ��������� �*�H� �I� )�&�� -������ ��� 

�T$�4���5�� a� �&��� ��
����	 ��(K G =< W,C, S, δ > )���������. � ���	6
��. ������	��. ,����� ���� ��� ��������
 � ������	��. ,���� � ��� �����'�6
��� ���+� ��� vn� )�� v ∈↗C ∪ ↘C�


&, -���5��� �� -���%��&/��� ���+ � ���+ � ���*�&/��� 7��*� *� �-����8
&�* ��-�*�����&/��H ��8���**����� � ����4�*# 0�� �����I���,# ��-�&�,�*��
���+# *�4�� -��*���&������/ � K��� ���**����� 

�T$�4���5�� b� *&��	 G =< W,C, S, δ >� R���
 JF;S= �/�
��"�� ��6)�����6
���&
G′ =< Σ, N, S,R >� )��E
Σ = {wθ | w �→ [α]θ ∈ δ ��
 ��������)� α } M
T L ���@����� ���� �����	��� �������)���. �
 δ M
U �������
���
 ����&+��� �/��
��E
[α] → wθ ∈ R⇔ w �→ [α]θ ∈ δ
[α] → [A][A\α] ∈ R⇔ [A\α] ∈ N
[α] → [α/A][A] ∈ R⇔ [α/A] ∈ N
[α] → [A∗\α] ∈ R⇔ [A∗\α] ∈ N



���������� ����� 	 �������� ��� �������	��������� CG

[A∗\α] → [A][A∗\α] ∈ R⇔ [A∗\α] ∈ N
[α] → [α/A∗] ∈ R⇔ [α/A∗] ∈ N
[α/A∗]→ [α/A∗][A] ∈ R⇔ [α/A∗] ∈ N

�&��� � ����* �&7����� Σ *�4�� ��%��&��/ �� ��� 0����@ �&��� � ��5����*
�&7����� W � -����'��& 

�T$�4���5�� 3c� *&��	 u = wθ11 . . . wθn
n ∈ Σ∗� C�)��

word(u) = w1 . . . wn, pot(u) = θ1 . . . θn.

��,%/ ��5����� ���+ F -���������� -� ��� ��8���**������ ����4����, �&�8
��HI�� &�**�� 

��::� 3� *&��	 S L ��(K� G′ = CF (G)� [α] ∈ N � C�)�� [α] ⇒∗
G′ u ∈ Σ∗ ��)�� �

���	�� ��)��� ��)�� �&�����&�� ������ ����)���. Γ ∈ δ(word(u)) ����
� "��
Γ �∗G [α]pot(u)�

����
����	����� [⇒] 
����'�, -� �&��� ������ u � G′ 
��
�� ���&�'���

&��� ������ ����� ;# ����� �*��� ��� α⇒ wθ11  �� -��������H# [α]θ1 ∈ δ(w1) �
��0����� Γ ��%/*�* [α]θ1  
���&�'�����. :�)�
����/ �&, ������� �&��� *��/.� m �����4����� ����� ����/ [α] ⇒∗ u =
wθ11 . . . wθn

n  

;" ����� �*��� ��� [α] ⇒ [α/A][A] ⇒∗ wθ11 . . . wθn
n  ����� [α/A] ⇒∗ wθ11 . . . wθk

k #

[A] ⇒∗ w
θk+1
k+1 . . . w

θn
n �&, ���������� k �� �����'�����*� -���-�&�4���H ��8

I�����H� ������ ��������� Γ1 ∈ δ(w1 . . . wk) � Γ2 ∈ δ(wk+1 . . . wn) �����# 0��
Γ1 �∗G [α/A]θ1...θk # Γ2 �∗G [A]θk+1...θn  ����� Γ1Γ2 �∗G [α]θ1...θn � � ��0����� Γ *�4��
�%,�/ Γ1Γ2 
C" ����� �*��� ��� [β/A∗] ⇒ [β/A∗][A]# ��� [β/A∗] ���/ [α] ����� [β/A∗] ⇒∗

wθ11 . . . wθk

k # [A] ⇒∗ wθk+1
k+1 . . . w

θn
n �&, ���������� k �� �����'�����*� -���-�&�8

4���H ��I�����H� ������ ��������� Γ1 ∈ δ(w1 . . . wk) � Γ2 ∈ δ(wk+1 . . . wn) �����#
0�� Γ1 �∗G [β/A∗]θ1...θk # Γ2 �∗G [A]θk+1...θn  ����� Γ1Γ2 �∗G [α]θ1...θn � � ��0����� Γ
*�4�� �%,�/ Γ1Γ2 
?" ����� �*��� ��� [α] ⇒ [α/A∗] ⇒∗ wθ11 . . . wθn

n  �� �����'�����*� -���-�&�4�8
��H ��I������� ������ ��������� Γ1 ∈ δ(w1 . . . wn) ����,# 0�� Γ1 �∗G [α/A∗]θ1...θn

� � ��0����� Γ *�4�� �%,�/ Γ1 
�&�0�� [α] ⇒ [A][A\α]# [A∗\β] ⇒ [A][A∗\β] � [α] ⇒ [A∗\α] ����*������H��, ���8
&���0�� 
[⇐] 
����'�, -� �&��� ������ �&, u � G 
��
�� ���&�'���

&��� ������ ����� ; ����� u = wθ11  ������ ��������� γ �*��� ��� [α]θ1  ��
-��������H [α]→ wθ11 ∈ R � ����*�� ����� �*��� ��� [α]⇒ wθ11  
���&�'�����. :�)�
����/ �&, ������� �&��� *��/.� X �����4����� ����� ����/ u = wθ11 . . . wθn

n �
Γ �∗G [α]θ1...θn  

;" ���&����* )�&� ��-�&���� �����I���� [α/A]θ
′
[A]θ

′′ � [α]θ# ��� θ = θ′θ′′ i��



?= ������ ����

%��0��# 0�� Γ = Γ′Γ′′# ��� 0�� Γ′ ∈ δ(w1 . . . wk) � Γ′′ ∈ δ(wk+1 . . . wn) �&, ������8
���� k � Γ′ �∗G [α/A]θ

′
# Γ′′ �∗G [A]θ

′′
 �� �����'�����*� -���-�&�4���H [α/A] ⇒∗

wθ11 . . . wθk

k # [A]⇒∗ wθk+1
k+1 . . . w

θn
n  �&�������&/��# [α]⇒∗ wθ11 . . . wθn

n  

�&�0�� [α/A∗]θ
′
[A]θ

′′ � [α/A∗]θ
′θ′′ # [A]θ

′
[A\α]θ

′′ � [α]θ
′θ′′ � [A]θ

′
[A∗\α]θ

′′ � [A∗\α]θ
′θ′′

����*������H��, ���&���0�� 
C" ���&����* )�&� ��-�&���� �����I���� [α/A∗]θ � [α]θ �� �����'�����*� -���8
-�&�4���H [α/A∗] �∗ wθ11 . . . wθn

n  �&�������&/��# [α]⇒∗ wθ11 . . . wθn
n  

�&�0�� [A∗\α]θ � [α]θ ����*���������, ���&���0�� �

���4)"��� 3� *&��	 S L ��(K� G′ = CF (G)� C�)�� w1 . . . wn ∈ L(G) ��)�� �
���	�� ��)��� ��)�� wθ11 . . . wθn

n ∈ L(G′) � �����'��� θ1 . . . θn �/������������

����
����	����� ����/ �&��� u ∈ Σ∗ ������# 0�� pot(u) �)�&��������� �� &�*8
*� ; S ⇒∗

G′ u ����� � ��&/�� �����# ����� ��I������� ������ ��������� Γ ∈
δ(word(u)) ����,# 0�� Γ �∗G [S]pot(u) ���&����� -� �����*� �) ���&�%� �%��0���#
0�� �&��� word(u) -�����&�4�� ,%���# -���4���*�*� ���**������ G ����* �)8
��%�*# �&���w -�����&�4�� ,%��� L(G) ����� � ��&/�� �����# ����� ��� ������*�
� G′ �� �)�&�����������* -����'��&�* �

��-��/ �-�.�* ��)�����H� -��'�����# ������, -� ��8���**����� ������ ���+ 

�T$�4���5�� 33� *&��	 G′ =< Σ, N, S,R > L��6)��������� � ���	��. ���6
���	��. ,���� (��./��� )�� A������� Σ ���+� ��� wθ� R���
 gCDG(G′) �/�6

��"�� ��(K G =< W,N, S, δ >� )��E
W = {w | wθ ∈ Σ ��
 ��������)� θ }M
δ �������
���
 ����&+��� �/��
��E
w �→ [X ]θ ∈ δ ⇔ X → wθ ∈ R
w �→ [X/Y ]θ ∈ δ ⇔ X → wθY ∈ R
w �→ [X/Z/Y ]θ ∈ δ ⇔ X → wθY Z ∈ R


*��� *���� �������� ���&���0��� &�**� ; 

��::� 6� *&��	 G = gCDG(G′)� C�)�� X ⇒∗
G′ u ∈ Σ∗ ��)�� � ���	�� ��)���

��)�� �&�����&�� ������ ����)���. Γ ∈ δ(word(u)) ����
� "�� Γ �∗G [X ]pot(u)�

����
����	����� [⇒] 
����'�, -� �&��� u 
��
�� ���&�'���
|u| = 1, u = wθ

����� u � G′ �*��� ��� X ⇒ wθ  �� -��������H w �→ [X ]θ ∈ δ � � ��0����� Γ
��%/*�* [X ]θ 
���&�'�����. :�)�
����/ �&, �&�� �&��� *��/.� n �����4����� �����# u = wθ11 . . . wθn

n # X ⇒∗ u 
;" ����/ -����* )�&� -��*����� -����&� X → wθ11 Y  ����� Y ⇒∗ wθ22 . . . wθn

n  ��
�����'�����*� -���-�&�4���H ��I������� ������ ��������� Γ1 ∈ δ(w2 . . . wn) ��8
��,# 0�� Γ1 �∗G [Y ]θ2...θn  �� -��������H w1 �→ [X/Y ]θ1 ∈ δ �&�������&/��# *�4��
�%,�/ Γ = [X/Y ]θ1Γ1 
C" ����/ -����* )�&� -��*����� -����&� X → wθ11 Y Z ����� Y ⇒∗ wθ22 . . . wθk

k #

Z ⇒∗ w
θk+1
k+1 . . . w

θn
n �&, ���������� k �� �����'�����*� -���-�&�4���H ��I�8

����H� ������ ��������� Γ1 ∈ δ(w2 . . . wk)# Γ2 ∈ δ(wk+1 . . . wn) �����# 0�� Γ1 �∗G



���������� ����� 	 �������� ��� �������	��������� ?;

[Y ]θ2...θk # Γ2 �∗G [Z]θk+1...θn  �� -��������H w1 �→ [X/Z/Y ]θ1 ∈ δ �&�������&/��#
*�4�� �%,�/ Γ = [X/Z/Y ]θ1Γ1Γ2 
[⇐] 
����'�, -� �&��� u 
��
�� ���&�'���
|u| = 1, u = wθ � K��* �&�0�� Γ = [X ]θ ��K��*� X → wθ ∈ R � ����*�* ������*
)���� X ⇒ wθ  
���&�'�����. :�)�
����/ �&, �&�� �&��� *��/.� n �����4����� �����# u = wθ11 . . . wθn

n � ��I�������
������ ��������� Γ ∈ δ(w1 . . . wn) ����,# 0�� Γ �∗G [X ]θ1...θn  
;" w1 -��-����� ��������, [X/Y ]θ1  +��0��# ��I������� ������ ��������� Γ1 ∈
δ(w2 . . . wn) ����,# 0�� Γ1 �∗G [Y ]θ2...θn  �� �����'�����*� -���-�&�4���H Y ⇒∗

wθ22 . . . wθn
n  �&�������&/��# X ⇒ wθ11 Y ⇒∗ wθ11 . . . wθn

n  
C" w1 -��-����� ��������, [X/Z/Y ]θ1  +��0��# ��I�����H� ������ ��������� Γ1 ∈
δ(w2 . . . wk)# Γ2 ∈ δ(wk+1 . . . wn) �&, ���������� k �����# 0�� Γ1 �∗G [Y ]θ2...θk #

Γ2 �∗G [Z]θk+1...θn  �� �����'�����*� -���-�&�4���H Y ⇒∗ wθ22 . . . wθk

k # Z ⇒∗

w
θk+1
k+1 . . . w

θn
n  �&�������&/��# X ⇒ wθ11 Y Z ⇒∗ wθ11 . . . wθn

n  �

���4)"��� 6� *&��	 G′ L ��6)��������� � ���	��. ������	��. ,���� (��./���
G = gCDG(G′)� C�)�� w1 . . . wn ∈ L(G) ��)�� � ���	�� ��)��� ��)�� wθ11 . . . wθn

n ∈
L(G′) � �����'��� θ1 . . . θn �/������������

����
����	����� ����/ �&��� u ∈ Σ∗ ������# 0�� pot(u) �)�&��������� �� &�*8
*� C [S] ⇒∗

G′ u ����� � ��&/�� �����# ����� ��I������� ������ ��������� Γ ∈
δ(word(u)) ����,# 0�� Γ �∗G [S]pot(u) ���&����� -� �����*� �) ���&�%� �%��0���#
0�� �&��� word(u) -�����&�4�� ,%���# -���4���*�*� ���**������ G �

��-��/ *�4�� ����%��/ �����*� � ��%*�4����� -��������, ��,��� ���+ �
���*�&/��� 7��*� 

��*$�:� 6� ��
 �+/�. ��(K G =< W,C, S, δ > �&�����&�� ��(K G′ =< W,C′,
S, δ′ > � ������	��. ,���� ����
� "�� L(G) = L(G′)�

����
����	����� �������* ��8���**����� G1 = CF (G) -� ��5����� ���**�����
G 
�&�� -������* ��8���**����� G2 � ��&/��� ���*�&/��� 7��*� ����)�5# K���8
��&�����H G1 � ��0����� G′ ��%/*�* gCDG(G2) 
*�H� *���� ��� �����4����, 
;" w1 . . . wn ∈ L(G) ⇔ wθ11 . . . wθn

n ∈ L(G1) � -����'��& θ1 . . . θn �)�&��������� !-�
�&������H ;"
C" wθ11 . . . wθn

n ∈ L(G1)⇔ wθ11 . . . wθn
n ∈ L(G2)

?" w1 . . . wn ∈ L(G′)⇔ wθ11 . . . wθn
n ∈ L(G2) � -����'��& θ1 . . . θn �)�&��������� !-�

�&������H C"

% K��5 �����4����� �&�����# 0�� w1 . . . wn ∈ L(G) ⇔ w1 . . . wn ∈ L(G′)# � � 
L(G) = L(G′) �� -��������H ���**����� G′ %�-����� � ���*�&/��� 7��*� �

�����*� C *�4�� ���&��/ �&���HI�* �)��%�* 

��*$�:� 9� ��
 �+/�. ��(K G =< W,C, S, δ > �&�����&�� ��(K G′ =< W,C′,
S, δ′ > � ���	��. ������	��. ,���� ����
� "�� L(G) = L(G′)�



?C ������ ����

����
����	����� �������* ���**����� G̃ =< W,C1, S, δ
′ ># ��� C1 = C ∪ {A1 |

A ∈ C }# � ��� ��������� -�&�0�H��, �% ��������� G %�*���� ��&��������� ↙A �
↖A �� ↗A1 � ↘A1 �������������� (���� �����/# 0�� L(G) = L(G̃) 

��� � -�� ����%���&/���� �����*� C -������* ��8���**����� G1 = CF (G̃) 
�)�%��0�* 0���% p 0��&� K&�*�������5 ��������� � ���**����� G̃ 
&, G1 *�4��
-�������/ K�����&�����H ���**����� G2 =< Σ, N ′, S,R′ ># ��� -����&� �������
�*�H� ���� �% �&���HI�5 �����@
A → x# A → yB# A → yBC# ��� A,B,C ∈ N ′# x, y ∈ Σ+, |x| � 2p, |y| = 2p !�* tCu" 
����)��%��* G2 ���0�&� ���&�* ��� -����&� ���� A→ x# �&, ������5 pot(x) ��
�)�&��������� 
�&�� ����*����* -���%��&/��� -����&� r→ yα ����/ θ = pot(y) 
��-�&��* � θ ��� ��%*�4��� �����I���, ��&�0��.���, -����'��& θ′ -���-�.�*
� ���� (↘ A1)i1 . . . (↘ Ap)ip(↗ A1)j1 . . . (↗ Ap)jp  +�*���* -����&� r �� -����&�

r′ = A→ yθ11 . . . y
θp
p y

θ′1
p+1 . . . y

θ′p
2p# ��� θk = (↘Ak)ik # θ′k = (↗Ak)jk  ��7��*�&/�� K��

�%��0���# 0�� *� ���-����&�&� -����'��& �% ����&�� 2p ��-�� -� 2p )����*# ���
0�� ��4��, )���� -�&�0�&� ����&�� ������ ��-� �� -�&�0��.���, ���**�����G3

-������* K�����&�����H ���**����� G4 � ��&/��� ���*�&/��� 7��*� ����)�5 
�� ���# ��� � � �����*� C# -������* G′ = gCDG(G4) 

����/ w1 . . . wn M -���%��&/��� �&��� � �&7����� W  
w1 . . . wn ∈ L(G) ⇔
wθ11 . . . wθn

n ∈ L(G1) � -����'��& θ1 . . . θn �)�&��������� ⇔
w
θ′1
1 . . . w

θ′n
n ∈ L(G2) � -����'��& θ′1 . . . θ′n �)�&��������� ⇔

w
θ′′1
1 . . . w

θ′′n
n ∈ L(G3) � -����'��& θ′′1 . . . θ

′′
n �)�&��������� ⇔

w
θ′′′1
1 . . . w

θ′′′n
n ∈ L(G4) � -����'��& θ′′′1 . . . θ′′′n �)�&��������� ⇔ w1 . . . wn ∈ L(G′)

i�� � �%��0���# 0�� L(G) = L(G′) �

R� ��:;5["*)"% *"5*)�"��%5* *_$�d�5�# @*:*:*$X�e:�

� ��)��� tEu ��*�0���# 0�� �&��� ���+8,%���� %�*���� ��������&/�� �-���'��
�)h�������,# ���������'��# -�����0���, � ����&,���*� *��4�����*� � �������8
0���HI��� ��*�*��7�%*� ��* 4� ��� ��)����� �������0�� �&�4���� ����%���&/8
���� %�*�������� K���� �&���� ,%���� ��������&/�� �)��I���, ��*�*��7�%*� �
K��* ��%��&� *� ����4�* K�� �����4�����# ��-�&/%�, ��I���������� ���*�&/���
7��*� ���+ 

���4�� ����� %�*���*# 0�� �������0�� ����%��/ %�*�������/ �&, ��*�*��7�%8
*��
h : W → Σ∗# W ∩Σ = ∅# ��&�0�HI�5�, �� )���'�� h : W ↔ Σ �� )�&�� 0�* ����*
-�����������* � 7��*� &�)� h(x) = ab, a, b ∈ Σ# &�)� h(x) = ε 
��������&/��#
-���/ h = τ ◦ρ# ��� τ : W → Δ∗ � ρ : Δ→ Σ∗ M -���%��&/��� ��*�*��7�%*� � L ⊆
Σ∗ M &H)�� ,%�� � �&7����� Σ ����� τ−1(ρ−1(L)) ={ v ∈ W ∗ | τ(v) ∈ ρ−1(L) } =
{ v ∈W ∗ | ρ(τ(v)) ∈ L } =
{ v ∈ W ∗ | h(v) ∈ L } = h−1(L). ��-��/ �-�����&�����/ ��.��� %�*�0���, �&�����
�% ����# 0�� &H)�� ��*�*��7�%* *�4�� -���������/ � ���� ��*-�%�'�� ��*�*��8
7�%*�� �-�'��&/���� ���� 

��*$�:� R� V��� L ⊆ Σ∗ 
��
���
 ��(K6

���� � h : W → Σ∗ L )������,�
�
���'���	��)� ����� �� h−1(L) ���@� 
��
���
 ��(K6

�����



���������� ����� 	 �������� ��� �������	��������� ??

����
����	����� ����/ ,%�� L %������, ���+ G =< Σ,C, S, δ > � ������������
� �����*�� C *�4�� �0����/# 0�� G M ���+ � ���*�&/��� 7��*� �������* ���+
G′ =< W,C′, S, δ′ > 

w ����/ h(x) = ab, a, b ∈ Σ, C1 ∈ δ(a), C2 ∈ δ(b) ����� -�&�4�* δ′ = δ ∪ δx# ���
δx = { x �→ [α/β]θ1θ2 �&, ���5 C1 = [α/A]θ1 , C2 = [A/β]θ2  ��7��*�&/�� *� ���&�8
�&�� ��������� )��� a � b � ��������H )���� x 
*��� *���� �&���HI�, &�**� 

��::� 9� *&��	 w ∈ Σ∗, u ∈ W ∗, h(u) = w� X L A����������
 ����)���
�
�&�����&�� ������ ����)���. Γ ∈ δ(w) ����
� "�� Γ �∗G [X ]θ ��)�� � ���	��
��)��� ��)�� �&�����&�� ������ ����)���. Γ′ ∈ δ′(u) ����
� "�� Γ′ �∗G′ [X ]θ�

����
����	����� [⇐] 
����'�, -� �&��� u 
��
�� ���&�'���
|u| = 1
��%*�4�� ��� �&�0�, 
;" u = u1 �= x
����� w = h(u) = u1 � Γ = Γ′ 
C"u = x
����� w = h(u) = h(x) = ab Γ′ ���/ [X ]θ# 0�� ��%*�4�� ��&/�� ��&� a �→
[X/A]θ

′
, b �→ [A]θ

′′
# ��� θ = θ′θ′′ ��%/*�* Γ = [X/A]θ

′
[A]θ

′′
 

���&�'�����. :�)�
����/ �&, �&�� �&��� *��/.� n �����4����� �����# u = u1 . . . un � ��I�������
������ ��������� Γ′ ∈ δ′(u) ����,# 0�� Γ′ �∗G′ [X ]θ ����*����* �����&/�� ��%*�48
��5 �&�0��� 
;" u1 �= x
�" u1 �→ [X/Y ]θ1
� K��* �&�0�� h(u) = h(u1u

′) = u1h(u′) = w1w
′# δ′(u′) �∗G′ [Y ]θ

′
 �� �����'���8

��*� -���-�&�4���H ��I������� Γ′′ ∈ δ(w′) ����,# 0�� Γ′′ �∗G [Y ]θ
′
 � ��0����� Γ

��%/*�* [X/Y ]θ
′
Γ′′ 

)" u1 �→ [X/Z/Y ]θ1
� K��* �&�0�� h(u) = h(u1u

′u′′) = u1h(u′)h(u′′) = w1w
′w′′# δ′(u′) �∗G′ [Y ]θ

′
# δ′(u′′) �∗G′

[Z]θ
′′
 �� �����'�����*� -���-�&�4���H ��I�����H� Γ′′ ∈ δ(w′)# Γ′′′ ∈ δ(w′′) ��8

���# 0�� Γ′′ �∗G [Y ]θ
′
# Γ′′′ �∗G [Z]θ

′′
 � ��0����� Γ ��%/*�* [X/Z/Y ]θ1Γ′′Γ′′′ 

C" u1 = x
�" x �→ [X/Y ]θ1

� K��* �&�0�� h(u) = h(u1u
′) = abh(u′) = abw′, δ′(u′) �∗G′ [Y ]θ̂ �� -��������H

��I������� A ∈ C �����# 0�� a �→ [X/A]θ
′ ∈ δ′, b �→ [A/Y ]θ

′′ ∈ δ′, θ1 = θ′θ′′ ��

�����'�����*� -���-�&�4���H ��I������� Γ′′ ∈ δ(w′) �����# 0�� Γ′′ �∗G [Y ]θ̂ �

��0����� Γ ��%/*�* [X/A]θ
′
[A/Y ]θ

′′
Γ′′ 

)" x �→ [X/Z/Y ]θ1

� K��* �&�0�� h(u) = h(u1u
′u′′) = abh(u′)h(u′′) = abw′w′′# δ′(u′) �∗G′ [Y ]θ̂# δ′(u′′) �∗G′

[Z]θ̃ �� -��������H ��I������� A ∈ C �����# 0�� &�)� a �→ [X/Z/A]θ
′ ∈ δ′#

b �→ [A/Y ]θ
′′ ∈ δ′# &�)� a �→ [X/A]θ

′ ∈ δ′# b �→ [A/Z/Y ]θ
′′ ∈ δ′# ��� θ = θ′θ′′ 

�� �����'�����*� -���-�&�4���H ��I�����H� Γ′′ ∈ δ(w′) � Γ′′′ ∈ δ(w′′) �����#

0�� Γ′′ �∗G [Y ]θ̂# Γ′′′ �∗G [Z]θ̃ � ��0����� Γ ��%/*�* &�)� [X/Z/A]θ
′
[A/Y ]θ

′′
Γ′′Γ′′′#

&�)� [X/A]θ
′
[A/Z/Y ]θ

′′
Γ′′Γ′′′ 

�" x �→ [X/T/Z/Y ]θ1



?A ������ ����

���&���0�� 
[⇒] 
����'�, -� �&��� u 
��
�� ���&�'���
|u| = 1
;" u = u1 �= x
����� w = h(u) = u1 � Γ′ = Γ 
C" u = x
����� w = h(u) = h(x) = ab ������ Γ �*��� ��� [X/A]θ

′
[A]θ

′′
 ��K��*� *�4��

�%,�/ Γ′ = [X ]θ
′θ′′  

���&�'�����. :�)�
����/ �&, �&�� �&��� *��/.� n �����4����� �����# u = u1 . . . un � ��I�������
������ ��������� Γ ∈ δ(w) ����,# 0�� Γ �∗G′ [X ]θ 
;" u1 �= x
�" w1 �→ [X/Y ]θ1
� K��* �&�0�� h(u) = h(u1u

′) = u1h(u′) = w1w
′# δ(w′) �∗G [Y ]θ

′
 �� �����'�����8

*� -���-�&�4���H ��I������� Γ′′ ∈ δ′(u′) ����,# 0�� Γ′′ �∗G′ [Y ]θ
′
 � ��0����� Γ′

��%/*�* [X/Y ]θ1Γ′′ 
)" w1 �→ [X/Z/Y ]θ1
� K��* �&�0�� h(u) = h(u1u

′u′′) = u1h(u′)h(u′′) = w1w
′w′′# δ(w′) �∗G [Y ]θ

′
# δ(w′′) �∗G

[Z]θ
′′
 �� �����'�����*� -���-�&�4���H ��I�����H� Γ′′ ∈ δ′(u′) � Γ′′′ ∈ δ′(u′′)

�����# 0�� Γ′′ �∗G′ [Y ]θ
′

� Γ′′′ �∗G′ [Z]θ
′′
 � ��0����� Γ′ ��%/*�* [X/Z/Y ]θ1Γ′′Γ′′′ 

C" u1 = x
� K��* �&�0�� h(u) = h(u1u

′) = abh(u′) = abw′ 
�" a �→ [X/Y ]θ

′
, b �→ [Y/Z]θ

′′

����� ��I������� ������ Γ1 ∈ δ(w′) ����,# 0�� Γ1 �∗G [Z]θ̂ �� �����'�����*�

-���-�&�4���H ��I������� Γ2 ∈ δ′(u′) ����,# 0�� Γ2 �∗G′ [Z]θ̂ �� -��������H

x �→ [X/Z]θ
′θ′′ ∈ δ′ ��K��*� Γ′ = [X/Z]θ

′θ′′Γ2 
)" a �→ [X/Y ]θ

′
, b �→ [Y/Z/T ]θ

′′

����� w′ = w′
1w

′
2 � ��I�����H� Γ1 ∈ δ(w′

1),Γ2 ∈ δ(w′
2) �����# 0�� Γ1 �∗G [T ]θ̂,Γ2 �∗G

[Z]θ̃ �� �����'�����*� -���-�&�4���H ��I�����H� Γ3 ∈ δ′(u′1)# Γ4 ∈ δ′(u′2) ��8

���# 0�� Γ3 �∗G′ [T ]θ̂# Γ4 �∗G′ [Z]θ̃ �� -��������H x �→ [X/Z/T ]θ
′θ′′ ∈ δ′ ��K��*�

*�4�� �%,�/ Γ′ = [X/Z/T ]θ
′θ′′Γ3Γ4 

�&�0�� a �→ [X/Y/Z]θ
′
, b �→ [Z/T ]θ

′′
� a �→ [X/Y/Z]θ

′
, b �→ [Z/T/R]θ

′′
����*������8

H��, ���&���0�� �


% &�**� ? �&�����# 0�� ��I������� Γ ∈ δ(h(u)) ����,# 0�� Γ �∗ [S]# ����� �
��&/�� �����# ����� ��I������� Γ′ ∈ δ′(u) ����,# 0�� Γ′ �∗ [S]# � � u ∈ L(G′) �����
� ��&/�� �����# ����� h(u) ∈ L(G) i�� � �%��0���# 0�� L(G′) = h−1(L(G)) 

ww ����/ h(x) = ε ����� C′ = C ∪ { dx }, δ′(x) = { dx } � -����������, %�*��,8
H��, �&���HI�* �)��%�*@
δ : [X ]θ ⇒ δ′ : [d∗x\X/d∗x]
δ : [X/Y ]θ ⇒ δ′ : [d∗x\X/Y/d∗x]
δ : [X/Y/Z]θ ⇒ δ′ : [d∗x\X/Y/Z/d∗x]
�&��� ,%��� h−1(L) M K�� �&��� L � ��)��&����* -���%��&/��* �)��%�* )����
x 
����/ w ∈ L, h(u) = w ��I������� Γ ∈ δ(w) ����,# 0�� Γ �∗ [S] ���-�.�* )��8
��* �&��� u ���������# �����������HI�� ��������,* )��� �% w � -�&�0��.���,



���������� ����� 	 �������� ��� �������	��������� ?D

������ ��������� Γ′ ���0�&� ��-�&��* �����I���, �&, dx ���&� K���� �)���*
��� ����������� ��������� �����.�,�, ������ ��������� ���-����� � Γ �&���8
����&/��# Γ′ �∗ [S] 
�)�����# -���/ ��I������� ������ Γ′ ∈ δ′(u) ����,# 0�� Γ′ �∗ [S] ���������
[d∗x\X/Y/Z/d∗x]# [d∗x\X/Y/d∗x] � [d∗x\X/d∗x] �� *���� �����I��/�, ��K��*� ���0�&�
)�&� �����I��� ��� ��������� dx# � %���* )�&� ���&��� ����������� ��������� 
��&�0��.�,�, ������ Γ ,�&,���, ������� ��������� �&, �&��� w = h(u) ��� K��*
Γ �∗ [S]# ��� ��� Γ′ �∗ [S] 
���H�� �&�����# 0�� L(G′) = h−1(L(G)) �


% �����*� A � �0���* ��.�-����������� %�*�0���, -�&�0��* ����0���&/���
��%�&/��� 

��*$�:� W� ����� ��(K6

���� 
����&� ���������	�� �/������
 )������,�
6
���

W� ��*$�:� * T$�4)"����5��


&, ����������8���)����5 ,%���� �%������ �&���HI�� ��%�&/��� !�����*�
6�*�����8�H�'��)��4�"@ �&, &H)��� ��8,%��� L ��I�����H� ����&,���� ,%��
R# ,%�� 
��� D � ��*�*��7�%* φ �����# 0�� L = φ(R ∩ D) !�* tCu" 1� ����8
4�*# 0�� ���+8,%��� �)&���H� -�5�4�* ��������* ���0�&� �-����&�* -��,���
���)�0���� ,%���# ������� � ��.�* �&�0�� %�*���� ,%�� 
��� 

�T$�4���5�� 36� *&��	 Σ = { a1, ā1, . . . , an, ān }� �&��� ��
����	 

�� L ⊆ Σ∗

���/�"���� ���� ��
 �+/�)� i = 1, . . . , n �)� �����'�
 �� { ai, āi } ���������
��
��/�. 

�� ������	��. ����������� ���/���

��-��/ �7��*�&����* ���&�� �����*� 6�*�����8�H�'��)��4� �&, ���+8,%�8
��� 

��*$�:� Z� ��
 �+/�)� ��(K6

��� L �&�����&+� ��6

�� L1� ���/�"��. 

��
L�� � )������,�
� φ ������ "�� L = φ(L1 ∩ L��)�

����
����	����� ����/ G =< W,C, S, δ ># L = L(G) ����/ G1 =< Σ, N, S,R >
K�����&����� CF (G) !�-����&���� G" � ��5�����, � ��&/��� ���*�&/��� 7��8
*� ����)�5 �-����&�* �&7���� Δ = W∪ {w | w ∈ W } ∪ V (C) �������* ��8
���**����� G2 =< Δ, N, S,R1 ># ��� R1 �-����&�* -� R 
X → aθ ∈ R⇔ X → aāθ ∈ R1

X → aθY ∈ R⇔ X → aāθY ∈ R1

X → aθY Z ∈ R⇔ X → aāθY Z ∈ R1

�-�����&��� �&���HI�, &�**� 

��::� R� X ⇒∗
G1

aθ11 . . . aθn
n ��)�� � ���	�� ��)��� ��)�� X ⇒∗

G2
a1ā1θ1 . . . anānθn�

(�**� ����%������, ��-������������� �����'��� -� �&��� ������ � 0�����8
���# �% &�**� �&�����# 0�� S ⇒∗

G1
aθ11 . . . aθn

n ����� � ��&/�� �����# ����� S ⇒∗
G2

a1ā1θ1 . . . anānθn 



?E ������ ����

��-��/ *�4�� -�&�0��/ ���)��*�� -�������&���� ,%��� L � ��0����� L1 ��%/8
*�* L(G2)# � � ��0����� L�� M ���)�0��� ,%�� � �&7����� Δ# � ������* -��8
��&/��*� -���*� ���)�� ,�&,H��, (a, ā) � (v, v̆)# ��� a ∈ W # v ∈↙ C ∪ ↗ C 
��*�*��7�%* φ �-����&�* ��� -����'�H Δ �� W  
a1 . . . an ∈ L⇔
S ⇒∗

G1
aθ11 . . . aθn

n � -����'��& θ1 . . . θn �)�&��������� ⇔
S ⇒∗

G2
a1ā1θ1 . . . anānθn � -����'��& θ1 . . . θn �)�&��������� ⇔

a1ā1θ1 . . . anānθn ∈ L1 � a1ā1θ1 . . . anānθn ∈ L�� ⇔
a1ā1θ1 . . . anānθn ∈ L1 ∩ L�� ⇔
a1 . . . an ∈ φ(L1 ∩ L��)
�&�������&/��# L = φ(L1 ∩ L��) �

Z� �'f"'�;*�(� �^>��"*:�"(

W�<  ������� ����������


� K��* ��%��&� *� -���4�*# 0�� ���+8,%��� *�4�� %������/ � -�*�I/H
�-�'��&/��5 ���.������ ����*���� � *���%����� -�*,�/H M �0��0�����5 1�8
����*���� �����4���&/��# �0��0������ 1�8����*�� M K�� 1�8����*��# ��-�&8
����&/�� �)����������� ����0��* 0��&�* �0��0���� ����*�� ��)����� ��� 4�
��� � �)�0��� 1�8����*�� !%� ���&H0����* ����# 0�� �� �� ��&��� ε8������" 
�8
-�&����&/�� �� ��4��* .��� ����*�� �%*��,�� %��0���, �0��0���� !������ ��*
.�� �� K��5 %��0���� �� %������" 


���* 7��*�&/��� �-����&���� 

�T$�4���5�� 39� k6�"N�"������ ��������� � ��)�
����. ���
�	+ ;k6��*6
���������= ��
������
 ���N��� M =< W,Q,Z, q0, z0, P, k >� )��E
W L ���@����� ������� ����M
Q L ��,���� �����
��.M
Z L ��)�
����. ��,����M
q0 ∈ Q L ��"��	��� �����
���M
z0 ∈ Z L ��"��	��. ������ ��)�
���M
P L �������M
k L ���&���	��� "���� ;����"����� �"N�"����=�
*������ ���+� ��� < q,w, z,< q′, α, v >>� )�� q, q′ ∈ Q� w ∈ W � z ∈ Z� α ∈ Z∗�
v ∈ Zk�

��-��/ �-�.�* ��)��� �1�8����*��� 

�T$�4���5�� 3R� ���,�)&��'��. ��*6�������� M =< W,Q,Z, q0, z0, P, k >
��
������
 "���N��� < q, s, γ, u >� )�� q ∈ Q� s ∈ W ∗� γ ∈ Z∗� v ∈ Nk�
�� ���@����� ���,�)&��'�. ���������� ����:���� �������� 
� ���� :�)E
< q, s, γ, u >�1

M< q′, s′, γ′, u′ >� ���� �&�����&�� ������� < q, s, z,< q′, α, v >>∈
P ������ "�� ��������� &�����
E
<= s = ws′M
B= γ = zγ′′� γ′ = αγ′′M
D= u′ = u+ v�
V��� γ = ε ��� ��������
 ���������� ������� u′ ���
������
 ����'����	��.�



���������� ����� 	 �������� ��� �������	��������� ?<

�� ������	 �"������. ���� ���	

�
��� �/�"�� �������
+��
 ����:���
 �nM � �∗M �
�&��� )������	 � "�� ������@���� s �����
��N��
 ��*6��������� M � ����
< q0, s, z0, (0, . . . , 0) > �∗M < q, ε, ε, (0, . . . , 0) >� X
�� L(M)� �����
�������. ����6
������ L A�� ���@����� ���� ������@���.� �����
�������� ����������

W�B *�����

� ��0����� -��*��� -������* �1�8����*��# ���-�%��HI�� ,%��

L = {wn1wn2wn3 | n = 0, 1, . . . }.
M =< W,Q,Z, q0, z0, P, k > W = {w1, w2, w3 }# Q = { q0, q1, q2 }# Z = { z0, w1, w2,
w3 }# k = 1
�����&� ����*��� )���� �&���HI�*�@

< q0, w1, z0, < q0, w1z0, 1 >> < q0, w1, w1, < q0, w1w1, 1 >>
< q0, w2, w1, < q1, ε, 0 >> < q1, w2, w1, < q1, ε, 0 >>
< q1, w3, z0, < q2, z0,−1 >> < q2, w3, z0, < q2, z0,−1 >>
< q2, w3, z0, < q2, ε,−1 >>

��� ��)��� ����*�� -�����,�� � �����# 0�� )&���# �����,I�� �% w1 � w2# �*�H�
���������H �&��� +���* � -�*�I/H �0��0��� �� -�����,��# 0�� �&��� )&��� �%
w3 ����, 4� �"��$g4�5��� L(M) = L

W�D ��*6�������� � ��(K


��������� -��,���# 0�� ���� �1�8����*��� -�����,�� �����I���� &���&/8
��5 ���������# � �0��0��� �������H� ��� 4�# ��� � -�&,��%������� ��&��������
� ���+ i�� ���&���� *�4�� 7��*�&�%����/# 0��)� ����%��/# 0�� �1�8����*���
���-�%��H� � ��0����� ���+8,%��� 

� ����%���&/���� K���� 7���� )���� ��-�&/%����/�, �&���HI�� �)�%��0���, 
����/ -����'��& θ ,�&,���, -��7����* -����&/���� ���)�0���� �&��� � �&7�8
���� {↗ A1,↘ A1, . . . ,↗ An, ↘ An} �)�%��0�* 0���% c(θ) ������ �%)����� &�8
��5 ���)��@ c(θ) = (|θ|↗A1 − |θ|↘A1 , . . . , |θ|↗An − |θ|↘An) !� ������������ � �����8
*�� ? *�4�� �0����/# 0�� � ���**����� ��� ����&�� �% ↙C ∪ ↖C" ��-��*��#
c(↗A1 ↗A1 ↗A2 ↘A1 ↗A1 ↗A2 ↘A2) = (2, 1) ��� ��� θ M -��7��� -����&/8
���� ���)�0���� �&���# �� ��� ��*-������ ������� c(θ) ������'���&/�� +�*���*
���4�# 0�� ��&� -����'��&� θ1 � θ2 M -��7���� -����&/��5 ���)�0��5 �&��# ��
c(θ1θ2) = c(θ1) + c(θ2) 
����/ u = (u1, . . . , un) ∈ Zn ����� 0���% θ(u) �)�%��0�* -����'��&# ������������8

HI��� ������� u@ θ(u) = θ
|u1|
1 . . . θ

|un|
n # ���

θi =

⎧⎪⎨⎪⎩
↗Ai -�� ui > 0�

↘Ai -�� ui < 0�

ε -�� ui = 0 

����4�* ���0�&�# 0�� �&��� ,%����# ��-�����*�5 �1�8����*���*�# �����4��
��� ���+8,%��� 



?B ������ ����

��*$�:� `� ��@��. ��(K6

�� 
���N��
 ��������� ��*6����������

����
����	����� ����/ L = L(G)# ��� G =< W,C, S, δ > $���* �0����/ � ����8
�������� � �����*�� ?# 0�� ���**����� G ��5�����, � ��&/��� ���*�&/��� 7��*� 
�������* -� ���**����� ����*��M =< W, { q },C, q, S, P, k ># ��� k = |C|M 0��&�
��-�� ����&�� � ���**����� �����&� ����*��� �-����&�* �&���HI�* �)��%�* 
w �→ [X ]v

n ∈ δ ⇔< q,w,X,< q, ε, u >>∈ P
w �→ [X/Y ]v

n ∈ δ ⇔< q,w,X,< q, Y, u >>∈ P
w �→ [X/Y/Z]v

n ∈ δ ⇔< q,w,X,< q, ZY, u >>∈ P
�� ���5 �&�0�,5 u �-����&,���, �&���HI�* �)��%�*@
;" ��&� v =↗Ai# �� ui = n, uj = 0 -�� i �= j�
C" ��&� v =↘Ai# �� ui = −n, uj = 0 -�� i �= j 
����*����* ��8���**����� G1 = CF (G)# -���������H ���&���� �-����&���H G 

��::� W� *&��	 �����'��� θ = θ1 . . . θj � )�� θi = vni

i � 
��
���
 ���,�����

������	��)� ���/�"��)� ������ C�)�� S ⇒j
G1

wθ11 . . . w
θj

j Z1 . . . Zp ��)�� � ���	��
��)��� ��)��
< q,w1 . . . wjs, S, (0, . . . , 0) > �jM< q, s, Z1 . . . Zp, c(θ) >�

����
����	����� [⇒] 
����'�, -� j 
��
�� ���&�'���
j = 0
�� �-����&���H < q, s, S, (0, . . . , 0) >�0

M< q, s, S, (0, . . . , 0) > 
���&�'�����. :�)�

����/ S ⇒j
G1

wθ11 . . . w
θj

j Z1 . . . Zp# ����� -� �����'�����*� -���-�&�4���H

< q,w1 . . . wiwj+1s, S, (0, . . . , 0) >�jM< q,wj+1s, Z1 . . . Zp, c(θ) ># ��� θ = θ1 . . . θj  

�&�� )�&� -��*����� -����&� ������ �% ���5 ����� 

;" Z1 → w
θj+1
j+1

����� S ⇒j+1
G1

wθ11 . . . w
θj

j w
θj+1
j+1 Z2 . . . Zp � < q,wj+1s, Z1 . . . Zp, c(θ) >�1

M

< q, s, Z2 . . . Zp, c(θθj+1) ># � %��0��# < q,w1 . . . wjwj+1s, S, (0, . . . , 0) >�j+1
M

< q, s, Z2 . . . Zp, c(θθj+1) > 

C" Z1 → w
θj+1
j+1 X

����� S ⇒j+1
G1

wθ11 . . . w
θj

j w
θj+1
j+1 XZ2 . . . Zp � < q,wj+1s, Z1 . . . Zp, c(θ) >�1

M

< q, s,XZ2 . . . Zp, c(θθj+1) ># � %��0��# < q,w1 . . . wjwj+1s, S, (0, . . . , 0) >�j+1
M

< q, s,XZ2 . . . Zp, c(θθj+1) > 

?" Z1 → w
θj+1
j+1 XY

����� S ⇒j+1
G1

wθ11 . . . w
θj

j w
θj+1
j+1 XY Z2 . . . Zp � < q,wj+1s, Z1 . . . Zp, c(θ) >�1

M

< q, s,XY Z2 . . . Zp, c(θθj+1) ># � %��0��# < q,w1 . . . wjwj+1s, S, (0, . . . , 0) >�j+1
M

< q, s,XY Z2 . . . Zp, c(θθj+1) > 
[⇐] 
����'�, -� j 
��
�� ���&�'���
j = 0
�� �-����&���H S ⇒0

G1
S 

���&�'�����. :�)�
����/ < q,w1 . . . wjwj+1s, S, (0, . . . , 0) >�jM< q,wj+1s, Z1 . . . Zp, c(θ) ># ����� -� ��8

���'�����*� -���-�&�4���H S ⇒j
G1

wθ11 . . . w
θj

j Z1 . . . Zp 
�&�� ����*�� ��-�&/%�8



���������� ����� 	 �������� ��� �������	��������� ?G

��& -����&� ������ �% ���5 ����� 
;" < q,wj+1, Z1, < q, ε, u >>

����� < q,w1 . . . wjwj+1s, S, (0, . . . , 0) >�j+1
M < q, s, Z2 . . . Zp, c(θθj+1) ># ��� θj+1 M

-����'��&# �����������HI�� u ��K��*�

S ⇒j
G1

wθ11 . . . w
θj

j Z1 . . . Zp ⇒1
G1

wθ11 . . . w
θj

j w
θj+1
j+1 Z2 . . . Zp.

C" < q,wj+1, Z1, < q,X, u >>

����� < q,w1 . . . wjwj+1s, S, (0, . . . , 0) >�j+1
M < q, s,XZ2 . . . Zp, c(θθj+1) ># ��� θj+1

M -����'��&# �����������HI�� u ��K��*�

S ⇒j
G1

wθ11 . . . w
θj

j Z1 . . . Zp ⇒1
G1

wθ11 . . . w
θj

j w
θj+1
j+1 XZ2 . . . Zp.

?" < q,wj+1, Z1, < q,XY, u >>

����� < q,w1 . . . wjwj+1s, S, (0, . . . , 0) >�j+1
M < q, s,XY Z2 . . . Zp, c(θθj+1) ># ���

θj+1 M -����'��&# �����������HI�� u ��K��*�

S ⇒j
G1

wθ11 . . . w
θj

j Z1 . . . Zp ⇒1
G1

wθ11 . . . w
θj

j w
θj+1
j+1 XY Z2 . . . Zp.

�


% &�**� �&�����# 0�� S ⇒∗
G1

wθ11 . . . wθn
n ����� � ��&/�� �����# �����

< q,w1 . . . wn, S, (0, . . . , 0) >�∗M< q, ε, ε, c(θ) > 

w1 . . . wn ∈ L(G) ⇔ wθ11 . . . wθn
n ∈ L(G1) � -����'��& θ1 . . . θn �)�&��������� ⇔

< q,w1 . . . wn, S, (0, . . . , 0) >�∗M< q, ε, ε, (0, . . . , 0) >⇔ w1 . . . wn ∈ L(M)
i�� � �%��0���# 0�� L(G) = L(M) �


&, �1�8����*���� �*�H� *���� ��������# ���&���0��� ��������* 1�8����8
*���� 

��::� Z� *&��	 < q, s, αβ, u >�nM< q′, ε, ε, u′ >� C�)�� s = s1s2� ��� "�� <
q, s1, α, u >�n1

M < q1, ε, ε, u1 >� < q1, s2, β, u1 >�n2
M < q′, ε, ε, u′ >� ���"N� n =

n1 + n2�

����
����	����� 
����'�, -� n 
��
�� ���&�'���
n = 1 ����� |s| = 1# s = w ��&� αβ = ε# �� < q, s, α, u >�1

M < q′, ε, β, u′ >#
< q′, ε, ε, u′ >�0

M < q′, ε, ε, u′ > ��&� 4� |αβ| = 1# �� -���/ α = z# β = ε ��8
��� � ����*��� ���/ -����&� < q,w, z,< q′, ε, v >> � -�K��*� < q, s, α, u >�1

M

< q′, ε, ε, u′ ># < q′, ε, β, u′ >�0
M < q′, ε, ε, u′ > 

���&�'�����. :�)�
����/ �&, n �����4����� ����� � -���/ < q, s, αβ, u >�n+1

M < q′, ε, ε, u′ > �� -��8
��* .��� ��-�&/%���&��/ -����&� < q,w, z,< q′′, γ, v >> ����� < q, s, αβ, u >�1

M

< q′′, s′, γα′β, u+ v ># < q′′, s′, γα′β, u+ v >�nM < q′, ε, ε, u′ ># ��� s = ws′# α = zα′ 
�� �����'�����*� -���-�&�4���H s′ = s′1s

′
2# ��� 0�� < q′′, s′1, γα

′, u + v >�n1
M

< q1, ε, ε, u1 ># < q1, s
′
2, β, u1 >�n2

M> < q′, ε, ε, u′ > ��K��*� < q,ws′1, α, u >�n1+1
M

< q1, ε, ε, u1 > � *�4�� �%,�/ s1 = ws′1# s2 = s′2 �

�)�)I���� K���� �������� �-����� � �&���HI�� &�**� 



A= ������ ����

��::� `� *&��	 < q, s, α1 . . . αk, u >�nM< q′, ε, ε, u′ >� C�)�� s = s1 . . . sk� ���
"��
< q, s1, α1, u >�n1

M< q1, ε, ε, u1 >� . . . � < qk−1, sk, αk, uk−1 >�nk

M< q′, ε, ε, u′ >� ���6
"N�
n = n1 + · · ·+ nk�

����
����	����� 
����'�, -� k 
��
�� ���&�'���
��&� k = 1# �� -���&�� ���-����� � %��&H0����* 
���&�'�����. :�)�
����/ �&, k �����4����� ����� � -���/ < q, s, α1 . . . αk+1, u >�n+1

M < q′, ε, ε, u′ > 
�� &�**� E s = s1s

′# ��� 0��

< q, s1, α1, u >�n1
M< q1, ε, ε, u1 >,< q1, s

′, α2 . . . αk+1 >�n−n1
M < q′, ε, ε, u′ > .

�� �����'�����*� -���-�&�4���H s′ = s2 . . . sk+1# ��� 0�� < q1, s2, α2, u1 >�n2
M

< q2, ε, ε, u2 ># . . . # < qk, sk+1, αk+1, uk >�nk+1
M < qk+1, ε, ε, u

′ ># -��0�* n = n1 +
· · ·+ nk+1# 0�� � ���)���&��/ ����%��/ �

��::� a� *&��	 < q, s1, α1, u >�nM< q′, ε, ε, u′ >� C�)�� < q, s1s, α1α, u >�nM
< q′, s, α, u′ >�

����
����	����� 
����'�, -� n 
��
�� ���&�'���
n = 1 $�&� -��*����� -����&� < q,w, z,< q′, γ, v >># ��� α1 = z# γ = ε# s1 = a#
u′ = u+ v ����� < q,ws, zα, u >�1

M < q′, s, α, u′ > 
���&�'�����. :�)�
����/ �&, n �����4����� ����� � -���/ < q, s1, α1, u >�n+1

M < q′, ε, ε, u′ > ���8
��* )�&� -��*����� -����&� < q,w, z,< q′′, γ, v >># ��� s = ws′# α1 = zα′ �����
�*��* < q,ws′, zα′, u >�1

M < q′′, s′, γα′, u + v >�nM < q′, ε, ε, u′ > �� �����'���8
��*� -���-�&�4���H < q′′, s′s, γα′α, u + v > �nM < q′, s, α, u′ > �&�������&/��#
< q, s1s, α1α, u >�n+1

M < q′, s, α, u′ > �

�&�������* ����%����� &�**� ,�&,���, �&���HI�� �����4����� 

��::� b� *&��	

< q0, s1, α1, u0 >�n1
M< q1, ε, ε, u1 >, . . . , < qm−1, sm, αm, um−1 >�nm

M < qm, ε, ε, um > .

C�)�� < q0, s1 . . . sm, α1 . . . αm, u0 >�n1+···+nm

M < qm, ε, ε, um >�

����
����	����� 
����'�, -� m 
��
�� ���&�'���
��&� m = 1# �� -���&�� ���-����� � %��&H0����* 
���&�'�����. :�)�
����/ �&, m �����4����� ����� � -���/ < q0, s1, α1, u0 >�n1

M < q1, ε, ε, u1 ># . . . #
< qm, sm+1, αm+1, um >�nm+1

M < qm+1, ε, ε, um+1 > �� �����'�����*� -���-�&�8
4���H
< q0, s1 . . . sm, α1 . . . αm, u0 >�n1+···+nm

M < qm, ε, ε, um > �� &�**� B
< q0, s1 . . . smsm+1, α1 . . . αmαm+1, u0 >�n1+···+nm

M < qm, sm+1, αm+1, um >�nm+1
M



���������� ����� 	 �������� ��� �������	��������� A;

< qm+1, ε, ε, um+1 ># 0�� � ���)���&��/ ����%��/ �

��-��/ ����4�* �����*�# �)�����H �����*� < 

��*$�:� a� *&��	 

�� L 
���N��
 k6��*6��������� M =< W,Q,Z, q0, z0, P,
k >� C�)�� L ����@�����
 ��������. ��(K�

����
����	����� �-����&�* -� ����*��� M ��8���**����� G1 =< Σ, N, S,R >@
Σ = {wθ(u) |< q,w, z,< q′, α, u >>∈ P }
N = { [qzq′] | q, q′ ∈ Q, z ∈ Z } ∪ {S } *��4����� -����& R ��&H0��� �&���HI��
-����&�@
S → [q0z0q] �&, ���5 q ∈ Q,
[qzq′]→ wθ(u) ∈ R⇔< q, a, z,< q′, ε, u >>∈ P,
[qzqp]→ wθ(u)[q′zq1][q1z1q2] . . . [qp−1zpqp] ∈ R �&, ���5 q1, . . . , qp ∈ Q⇔
< q,w, z,< q′, z1 . . . zp, u >>∈ P.

������ � ���**����� G1 ��,%��� � -���5���*� ����*��� M �&���HI�* �)��8
%�* 

��::� 3c� *&��	 θ(u)θ1 . . . θj L ���,��� ������	��)� ���/�"��)� ������ C�)��

[qzq′]⇒j
G1

wθ11 . . . w
θj

j ⇔ < q,w1 . . . wj , z, u >�jM< q′, ε, ε, u+ c(θ1 . . . θj) >�

����
����	����� [⇒] 
����'�, -� j 
��
�� ���&�'���
����/ [qzq′] ⇒1

G1
wθ11 . ����� � ����*��� ���/ -����&� < q,w1, z, < q′ε, c(θ1) >> 

��K��*�
< q,w1, z, u >�1

M< q′, ε, ε, u+ c(θ1) > 
���&�'�����. :�)�

����/ [qzq′]⇒j+1
G1

wθ11 . . . w
θj+1
j+1  ����&�� � K��* ������ -����� .��# -�&�0�*

[qzq′]⇒1
G1

wθ11 [q1z1q2][q2z2q3] . . . [qpzpqp+1]⇒j
G1

wθ11 . . . w
θj+1
j+1 # ��� qp+1 = q′ ��K��*�

�&, ���5 i = 1, . . . , p [qiziqi+1] ⇒ji
G1

vi ∈ Σ∗# ��� v1v2 . . . vp = wθ22 . . . w
θj+1
j+1 # -��0�*

j1 + · · ·+ jp = j# ji < j �� �����'�����*� -���-�&�4���H

< q1, word(vi), zi, u+ c(θ1pot(v1) . . . pot(vi−1)) >�jiM
< qi+1, ε, ε, u+ c(θ1pot(v1) . . . pot(vi)) > .

+���/ �*���� u � -����� ���7�����'�� ����� u = c(θ1pot(v1) . . . pot(vi−1))# ���
��� K��� ������ ���4� ������������� -��7���� -����&/���� ���)�0���� �&��� 
����� �&, ����*��� -� &�**� G �*��* < q,w1word(v1) . . . word(vp), z, u >�1

M <

q1, word(v1) . . . word(vp), z1 . . . zp, u+ c(θ1) >�jM < q′, ε, ε, u+ c(θ1 . . . θj+1) > 
[⇐] 
����'�, -� j 
��
�� ���&�'���
����/ < q,w1, z, u >�1

M< q′, ε, ε, u + c(θ1) > . ����� � ���**����� ���/ -����&�

[qzq′]→ wθ11  ��K��*� [qzq′]⇒1
G1

wθ11  
���&�'�����. :�)�
����*����* -��&�������&/����/ ���7�����'�� -�� ��)��� ����*���@

< q,w1 . . . wj+1, z, u >,

< q1, w2 . . . wj+1, z1 . . . zp, u+ c(θ1) >,
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. . . ,

< q′, ε, ε, u+ c(θ1 . . . θj+1) > .

�� &�**� < �&��� w2 . . . wj+1 *�4�� -���������/ � ���� s1 . . . sp# ��� 0��

< q1, s1, z1, u+ c(θ1) >�j1M

< q2, ε, ε, u+ c(θ1θ′1) >, · · · < qp, sp, zp, u+ c(θ1θ′1 . . . θ
′
p−1) >�jsM

< q′, ε, ε, u+ c(θθ′1 . . . θ
′
p) >,

��� θ1θ
′
1 . . . θ

′
p = θ1 . . . θj+1# j1 + . . . jp = j# ji � j �� �����'�����*� -���-�&�8

4���H [qiziqi+1] ⇒ji
G1

vi# -��0�* word(vi) = si# pot(vi) = θ′i ��K��*� ��I�������

����� [qzq′]⇒1
G1

wθ11 [q1z1q2][q2z2q3] . . .
[qpzpq′] �jG1

wθ11 v1 . . . vp = wθ11 . . . w
θj+1
j+1  �


&, %����.���, ����%���&/���� �����*� -������* -� G1 K�����&�����H �� ���*8
*����� G2 � ��&/��� ���*�&/��� 7��*� ����)�5 +���* -���)��%��* �� � ���+
G = gCDG(G2) ���&���� �-����&���H ;; ����� � �0���* &�**� ;= -�&�0��*# 0��
w1 . . . wn ∈ L(M)⇔
< q0, w1 . . . wn, z0, (0, . . . , 0) >�∗M< q, ε, ε, (0, . . . , 0) >⇔ [q0z0q] ⇒∗

G1
wθ11 . . . wθn

n �

-����'��& θ1 . . . θn �)�&��������� ⇔ S ⇒∗
G1

wθ11 . . . wθn
n � -����'��& θ1 . . . θn �)�8

&���������⇔ S ⇒∗
G2

wθ11 . . . wθn
n � -����'��& θ1 . . . θn �)�&���������⇔ w1 . . . wn ∈

L(G). i�� �%��0���# 0�� L(M) = L(G) �

`� ��;�&'�5��

� K��� ��)��� *� �-����&�&� ���*�&/��� 7��*� �&, ���+ � ����%�&�# 0��
&H)�H ���+ *�4�� -���������/ � K�����&������ ���*�&/��� 7��*� 
�-�&/%�,
K�� ���*�&/��H 7��*�# *� -�������%�&� �����*� � %�*�������� �&���� ���+8
,%���� ��������&/�� �)��I���, ��*�*��7�%*� ���4� ����%���# 0�� ��4���
���+8,%�� *�4�� -�&�0��/ � -�*�I/H ��*�*��7�%*� �% -�����0���, ��8,%���
� ���)�0���� ,%��� !K�� ���&�� �%������� �����*� 6�*�����8�H�'��)��4� �&,
��8,%����" ������� -��,��� �0��0������� ����*��� � *���%����� -�*,�/H !�1�8
����*���" � ����%���# 0�� �1�8����*��� ���-�%��H� � ��0����� �&��� ���+8
,%���� 

��������� ���������� ��-���� �) ���+8,%���5 ����H��, �������*� � 0���8
�����# ��,���# %�*���� &� �&��� K��5 ,%���� ��������&/�� �����'�� ���%������
���4�# ,�&,H��, &� ��� ���+8,%��� -�&�&������*� 

����� )&�������� 1 
 
�5�,�H %� -��������� %���0 � ���*���� � ��)��� �
� 3 
�������*� %� -�&�%��� �)��4����� ��%�&/����� 
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