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����.���� � %���0�5 ��%*�4������� �-��*�%�'�� t;# A# ?u � �����,I�� ��)��� *�
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��%�������� ���������� &�������� �� -�'����� -�� %������* �-���)� &�0���, +�8
����*�, '�&/H ����� *����*�&/��H ������������/ ��4���� �% ��*-��*��# ��
������H R �� ���%����� �������� ��%�������, 

��&� *� )���* ����*�������/ R ��� ��������H �����*�# �� -���&�4����� ��8
*� �&�����*� ��&4�� )���� �)��-�0��/ �� ���)�&/.�� �5��� ������# -����&/��
��� ����� ��5���*# �� 7����0���� *� �����* ���)�&/.�� ���������� �����*� 

��H�� ��&�� *� )���* -�&����/# 0�� ��0����� *��4����� � ��0����� ����.�8
��, �-����&��� �� ����0��5 ������&,5 

6� �*_)"��55*� 5�'�";*� :5*g�)"�*

����/ R M ��0����� ����.����# %������� �� ����0��* *��4����� X # A M ���
��0����� -��*��4����� ����� dx�8dwV ��*-�%�'�, R � A ���� ��������� ��0��8
��� *��4����� B � �&�0��# ��&� B ����� A# *� )���* �������/# 0�� A ���/ ��/6
�������� ��"����� ���@����� ��0������ ����.���, R 

R ◦A = A,

A(x′) =
∨
x

[A(x) ∧R(x, x′)], ∀x′ ∈ X.

�����* ���)�&/.�� ��)�������� ��0����� *��4����� !���1" ��0������ ����.�8
��, R 

�����&/�� *� ������0����*�, �&�0��* ����0��5 *��4����# ��������� ��8
�&���� )���� -�������&��� � *����0��� 7��*� 

����/ A1 M ��0����� -��*��4����� X �����# 0��

A1(x′) =
∨
x

R(x, x′), ∀x′ ∈ X, !;"

�� ���/ 7���'�, ���-����&���, ��0������ *��4����� A1 -�������&��� *����*�&/8
��*� K&�*����*�# ���,I�*� � ���&)'�5 R 

�-����&�* ��0����� *��4����� A0 �&���HI�* �)��%�*

A0(x) =
∧
x′
A1(x′), ∀x ∈ X.

(���� %�*����/# 0�� A0 ,�&,���, ��)�������* ��0����* *��4�����* �&, R# ��8
���� �� ������ ���)�&/.�* 

�-����&�* -��&�������&/����/ ��0����5 *��4���� (An)n

A2 = R ◦A1,

A3 = R ◦A2 = R2 ◦A1,

. . .

An+1 = R ◦An = Rn ◦A1.

+�*���*# 0�� -��&�������&/����/ ��0����5 *��4���� �)���HI�, � ������0���
*��4�����*� A0 � A1@

A0 ⊆ · · · ⊆ An+1 ⊆ An ⊆ · · · ⊆ A3 ⊆ A2 ⊆ A1.
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����/ X = {x1, x2, x3, x4, x5}# � ��0����� ����.���� R -�������&��� *����'��
�&���HI��� ���� 

�)�������� K&�*���� ,�&,H��, *����*�&/��*� � ��4��� �% �����������H8
I�5 ��&���� �� ������ K��5 K&�*����� *� *�4�* �-����&��/ �����'� A0 � A1

-��&�������&/����� (An)n 

R ◦ A0 = A0 !������&/��� ��.����" ���*��,, dx�8dwV ��*-�%�'�H � R �
A1# -�&�0�* A2 � -��&���HI�� *��4����� 

A0 ⊆ A4 ⊆ A3 ⊆ A2 ⊆ A1

!;" i&�*��� x1 � ���*��/.�� ���-��/H -�����&�4�����# ������ = ?# �&, ��0��8
���� *��4����� A1 ,�&,���, ����������* �&, ��0����5 *��4���� A2, A3, A4, A5 
i�� -����� -��0�������� K&�*��� 

!C" ����� K&�*����� X − {x1}# �� ���/ ����� {x2, x3, x4, x5}# K&�*���� � ���8
*��/.�� ���-��/H -�����&�4����� � ��0����* *��4����� A2 ,�&,H��, ������8
����*� �&, ��0����5 *��4���� A3, A4 � A5 i�� K&�*���� x4 � x5 �� ���-��/H
-�����&�4�����# ������ = D 
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&, ��.��� -��*��� n = 4 
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�&���HI�� �&�����* �� ���)��� ��0��&���, ���5 dx�8dwV ��*-�%�'�� �
�0��/ -���� � ��-�&/%������ �� ������� � ��������� �����������5 K&�*����� �
-��&�������&/����� �����'�� ����.���, R 

�� ��4��* .��� ������������ K&�*���� ��0�� ����� 4� ��� � � -������I�*
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!;" ��5���* ���)�&/.�� %��0���, � ��4��� ��&���� R 
!C" �)�%��0�* 0���% r ���*��/.�� ����� K��5 %��0���� � ��.�* �&�0�� K��

= ?# � ��&���� � ������� K�� %��0���� -����������� M x1 
!?" 	��&,�* �% ����.���, R K�� ��&���� � ������ � ���&���0��* �������* 

��&�0��* -����H �����'�H R′ ����.���, R �&����� ��*����/# 0�� *� �� ���8
&,�* ������# �����4�I�� %��0���� = ?# ���4�* x3 �&� x4 

!A" 
&, ����*��� ��0������ *��4����� An !n �I� ���%������" �����* %��0����
r !� ��.�* �&�0�� K�� = ?" � ��0����� ���-��� -�����&�4����� K&�*����# ������
�������� ���-����� � �������* ��0��������� ���&)'� !� ��.�* �&�0�� K�� x1" 

!D" ����5���* � .��� !;"# ��-�&/%�, �*���� R �����'�H R′ � ����* &�./
������0����*@ ��&� r′ �)�%��0��� ���*��/.�� �% *����*�*�� %��0���� ��4����
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���&)'� R′# �� � �����������HI�� -�%�'�� ������� ���-����&���� *��4����� An
*� �����* max{r, r′} 


% R′ *� -�&�0��* r′ = 0.5# ������� -����������� � ��&����5 x4 � x5# -��0�*
max{r′, r′} = max{0.5, 0.3} = 0.5 


% R′′ *� -�&�0��* r′′ = 0.4# ������� *��/.� 0.5 = r′# -�K��*� � -�%�'�H
x3 ������� ���-����&���� ��0������ *��4����� An *� �����* = D An(x2) = 0.6#

-����&/�� = E )�&/.� 0�* = D 
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1���� ������� �� -�&�0���� ��.���, An -���* ��0��&���, �� )�&�� 0�* n
-��&�������&/��5 dx�8dwV ��*-�%�'�� ����.���, R i��* *���� ���H�/ ��
,�&,���, ��*�* -�����*# ������ -�%��&,�� ��* -���%��/# 0�� ���)�&/.�� ��)8
�������� ��0����� *��4����� ����.���, R ���4� ,�&,���, � ���)�&/.�* ��)8
�������* ��0����* *��4�����* ����%�������� %�*�����, ����.���, R tCu 

��%���I�,�/ � ��0��&���H An# %�*���*# 0�� ���&���0�� ��*�# ��� A1 ��0��8
&,���, �� ������ ����.���, R !�*���� ����4���� !;""# A2 ��0��&,���, �&, R2#
A3 �&, R3 � � � ��� ��&/�� *� -�&�0�* n �����# 0�� An+1 = An# �� An ,�&,���,
���)�&/.�* ��)�������* ��0����* *��4�����* ����.���, R@

A2(x′) =
∨
x

R2(x, x′), ∀x′ ∈ X

. . .

An(x′) =
∨
x

Rn(x, x′), ∀x′ ∈ X

Z� ��;�&'�"��%5(� e�:�'�5�#

����*�����# *�4�� ��)���/ &H)�� �% -���&�4����5 *������ ��0��&���, ���8
)�&/.��� ��)��������� ��0������ *��4����� �&, ��0������ ����.���, ��� %���8
��� �� ��.��*�� %���0�# � ��&/%, ���%��/# 0�� �����8&�)� �% *������ %�����*�
&�0.� ������� 
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���4� ��*���*# 0�� �� ������ ��)�� tG# ;;# ;=u *�4�� ��.��/ �)�����H %���0�#
� �*����# ����� ��� ��0����� ����.���,# �&, ������5 An ,�&,���, ����������* 

����*����* ��-��/ ��%*�4��� �-���)� -��*�����, ��%�&/����� �� -������� 
��� ��*�0�&��/ � ��)���5 tG# ;;u# ��*-�%�'�, ��0������ ����.���, R � ��0������
*��4����� A ������������� -��,��H ��&������ ��0������ *��4����� � *�4�� )��/
����4��� -���������* ��0����� �*-&���'��@ ��(
 A# �� B ��
 	�(��

 R 
i�� -����&� ������ �7��*�&������� +��� � ��)��� tDu 	�&���� �����,# *� *�4�*
-�������/ ������% �&� ���&��/ -�����%# ��5��, �% -���%�������5 ��)&H����� �
��.�5 *���'�����5 %����� 

���'�-'�, ��0����5 ��)�������5 *��4���� ���� *�����&���H -����� ������8
����� � ����-����0����5 ����*����'�,5# 0�� -�%��&,�� �%)�4��/ ���-��*�&/����
�&� ��������� &�0���, 

�����&� ������# -��*��,�*�� � *���'�����* ����������������# *�4�� )��/
����*������ � ��*��5 ���'�-'�� 7���'�� ������, t;C# ;?u ��������,�/ �� ��8
&�������� ��7��*�'�� !�&� �������&/����"# ����4����� ��)&H���*�*� ��*-8
��*�*�# *�4�� -�������/ ��%&�0��� ���-��� ������, ������*�*� ������%� �&�
��&�0�H %�)�&�����, 1� -&������* ���&������/ ��%*�4��� -��*�����, ��0��8
��5 )������5 ����.���� � ��.���� -���)���� ���� -��)&�* 
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t;u � � �������# � � 3%���� 1���� ��.���, ����� %���0� ��%*�4��������
-�����**�������, 
%�����, ��� �����, � �����*� �-���&���,# !?"@;C;L
;CB# C==E 

tCu � � ��&������ ���)&�*� -���,��, ��.���� -�� ��0����� ��5����� ��8
7��*�'�� �����# 1 # ;GB; 

t?u � � ������� 	����0�����/ %���0 ��%*�4������� �-��*�%�'�� ��0�����
�����*� � *,���� ��0��&���,# C!A"@<LCE# C==< 

tAu � � ������� ��������� �������� *��4���� ��-����*�5 ��.���� %���0
��%*�4�������� -�����**�������, � ��0����*� )������*� ����.���,*�
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JJ 
�������������� *���&� � *,���� ��0��&���, � ������������* ����&&��8
�� �)����� ������ wa8� 1�4���������� ���0��8-�����0����� ���7����'��
!��&�*��# CB8?= *�, C==< � " 1 @ 9�%*��&��# C==<# ��* ;# � ;GDLC=? 

tDu ( +��� ���,��� &��������0����� -���*����� � ��� -��*������ � -���,��H
-��)&�4����5 ��.���� 1��# 1 # ;G<E 

tEu ~ vS^^Z\X# z x �\YSe fSF[U[WX Z\r[X` [X \ lOPPQ SXn[_WXZSXT d\X\`SZSXT
RF[SXFS# !;<"@;A;L;EA# ;G<= 

t<u � � vOFr^SQ jWUU[k[^[TQ \XY XSFSUU[TQ [X WcT[Z[P\T[WX NOPPQ RSTU \XY RQUTSZU#
!CD"@;L;?# ;GBB 

tBu f fOkW[U# � j_\YS NOPPQ RSTU \XY RQUTSZU@ meSW_Q \XY xcc^[F\T[WXU xF\YSZ[F
j_SUU# VSo �W_r# ;GB= 

tGu ] R\XFeSP ]�O\T[WXU YS _S^\T[WXU �WOSU me�SUS v[W^W`[S �OZ\[XS# d\_US[^^S#
;G<A 

t;=u ] R\XFeSP RW^OT[WXU [X FWZcWU[TS lOPPQ _S^\T[WX S�O\T[WXU wX xcc^[F\T[WX TW
ZSY[F\^ Y[\`XWU[U [X v_WOoS_[\X ^W`[F# NOPPQ xOTWZ\T\ \XY fSF[U[WX j_WFSUUSU#
ETe wNxy pW_^Y yWX`_SUU# vWUTWX# dx# ;G<D ]^USn[S_ VW_Te8�W^^\XY wXF # VSo
�W_r# 

t;;u ] R\XFeSP ~SUW^OT[WX Wl FWZcWU[TS lOPPQ _S^\T[WX S�O\T[WXU wXlW_Z\T[WX \XY
yWXT_W^# ?=!;"@?BLAB# ;G<E 

t;Cu g Re\lS_ x d\TeSZ\T[F\^ meSW_Q Wl ]n[YSXFS j_[XFSTWX �X[nS_U[TQ j_SUU#
j_[XFSTWX# V� # ;G<E 

t;?u ] � ReW_T^[�S# v g vOFe\X\X x ZWYS^ Wl [XSs\FT _S\UWX[X` [X ZSY[F[XS d\Te 
v[WUF # C?@?D;L?<G# ;G<D 

t;Au x a �\PSX[X bX TeS c_Wk^SZ Wl cWUU[k[^[UT[F WcT[Z[P\T[WX NOPPQ RSTU \XY
RQUTSZU# !B;"@;??L;A=# ;GGE 

t;Du x a �\PSX[X# d p\`SXrXSFeT jWUU[k[^[UT[F WcT[Z[P\T[WX x ZS\UO_S8k\USY
\cc_W\Fe# nW^OZS E v�my8�p# ;GGE 




