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� ����/� ����*������H��, 7��*�&�%�'�, � -��������� %���0 ���&���������
�-��*�%�'�� '�&���� -�����**� ��%����, -��*�.&������ -���-��,��, !:��" 
��� K��* -��*��,���, *�����&���, ���&�������, ��������� � K����*�0����5 ��8
7��*�'�����5 �����*�5 t;=u# ��%��)������, � ;GGB ���� �������* ������������8
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� � ���-�%������ ��� �����&���� ��&���, �-����&,H� 7��*�� � ���������
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1�����&���, ���&�������, ��������� � K����*�0����5 ��7��*�'�����5 ��8
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; �������, � ��.����, -��)&�*� -���.���, K77���������� �-���&��0����5
��.���� �� ������ ��%��)���� � -��*�����, 7��*�&/��5 *������ � �������
�)��)���� � ���)��4���, ��7��*�'��# ���&��������� �-��*�%�'�� 

C ��������, ���&�������, 1���&� ������ �������5 �����* ��-�&�,H��,
���)5���*�*� �&, �-�����, 0�&�����8*�.����5 -��'����� ���&�������, �
�-��*�%�'�� ������&,HI�*�@

• *���&� 0�&�����8*�.����5 -��'����� ���&�������, � �-��*�%�'�� ��
,%��� ������ �������5 �����*�

• *���&� %���0 *������������&/��� �-��*�%�'�� � ���%������*� 7���8
'�,*� -�&�%�����# �-�����HI�*� �������� -�&/%�����&�� ��������
�����*�# �� ,%��� K������0����5 -��'���� � ������ �������5 �����*�

• K������0����� �&�����*�0����� *���&� 0�&�����8*�.����5 -��'�����
���&�������, � �-��*�%�'�� � ���� �&�����*�� ������*�����# � � �
���� �&�����*�0����5 -���-�������

• 7��*�&/��� �&�����*�0����� *���&� 0�&�����8*�.����5 -��'�����
��.���, K�����*�&/��5 %���0# �-������*�� � -�*�I/H �&�����*�0�8
���5 *������ �-��*�%�'���

• *���&/ �����0������ ��&&�������� ��������� -�&/%�����&�� ��������
�����*� �� ,%��� ������ ��� � ��-������-�&�4��*� ��������*��

• *���*���0����� *���&� K�����*�&/��5 %���0# ��.��*�5 �� ��4���
�����'�� 0�&�����8*�.����5 -��'����� �� ,%��� ���&�������, �-���8
'�� � �������5 �����*�

• ����������� *���&� ��7��*�'�����5 -��'�����# �-�����HI�� ��7��8
*�'�����H ��5��&���H ���&�������, � �-��*�%�'�� �� ,%��� ��������8
���� -�����**�������,�

• K��-���*����&/��� *���&� 0�&�����8*�.����5 -��'����� ���&�������,
� �-��*�%�'�� � ���� ��*-/H�����5 *���&�� � �*���'�����5 ��� �
�������5 �����*�5�

• *���&� ����&&�����&/��� -�����4�� ���&��������� �-��*�%�'�� t;C#
;<u 

	-���&,HI�� � ���������HI�� ������ K��5 *���&�� ���� � �����* � � *�8
��&,*� ������ �������5 �����* ,�&,���, ���'�-���&/��, *���&/ 0�&�����8
*�.����5 -��'����� ���&�������, � �-��*�%�'��# ��HI�, �����4���&/���
-�������&���� � ��I��������5 ��������5 K��5 -��'����� � �&����5 ��,%,5
*�4�� ��*� 

? ���*��,���, ��%��)������� �� ������ -���'�-� ���&���������� �-���&�8
��, tAu -���'�- ���&��������� �-��*�%�'�� �� *��4����� ��*-��*�����5
��.���� t;;u ����'�- ���&��������� �-��*�%�'�� | }���&�'�, ���&���8
����, ��.���� � -���'�- �-��*�&/���� ���&���������� -&���������, ��8
���,��� ���&�'�� � 0�&�����8*�.����, -��'����� ���&�������, � ���&���8
������ �-��*�%�'�� �� *��4����� ��*-��*�����5 ��.���� � �-������ %�8
��0� ���&��������� �-��*�%�'�� �� *��4����� ��*-��*�����5 ��.���� �
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�5�*� 7���'����������, �������� �����*� � ���&�'��� ���&�������, ��.�8
��� � ��&&�������, ��������, ���&��������� �-��*�%�'��# �)��-�0���HI�,
�����0�����/ ��&&�������5 ��.����� +� �0�� -��*�����, K���� -���'�-�
-�&�0�H� ��.���, -� ���*���81�����.����� i�� ��.���, -�����&�4��
*��4����� ��*-��*�����5 ��.����# �)&���HI�*� ��������*� ����������
�����0������# �����,I�� � ��*# 0�� -�&�0����� �-��*�&/��� ���&���������
��.���, ��&/%, -������-�����&,�/ ���� �����# � ���.��� �����0������# ��8
���,I�� � ��%*�4����� ��4��*� �� -�����&�4�I�*� ��.���H -� ���*���8
1�����.����� � -�������HI�*� �� ��&/ )�&�� K77��������� -������-����8
���/ �-��*�&/��� ���&��������� ��.����# -�����&�4�I�� K��*� *��4����� 

�&�����*�0����� -���-�����, 0�&�����8*�.����5 -��'����� ���&������8
��� �-��*�%�'�� ����,��, �� ������ �&�����*�� ��-��&��� -�����**���8
����, ���*��,H��, *����� 9�����8��&/7� � ����������� *����� ���
�)&���H� 5���.�� �5���*���/H �� -����5 .���5 -����� � �����0��� � ��8
)��� ��-���&���, � .��� �-���� i�� �)��-�0����� �5���*���/ 0�&�����8
*�.����5 -��'����� � �����0�����/ �������� �5���*���� � ��0����� �-��8
��&���, ���������� �� ��4��* .��� -����� � K��* �&�0�� �� ��4��* .���
-����� *�4�� -��*��,�/ �&� ��)h�������� �'���� ��-���&���, ���4���,
� -����������� ��������� �&� ��)h�������� �'���� � ���� ��K77�'������
�5 %��0�*���� 

A 1�4�� ���I����&,�/ ��%��)���� �� ������ -������������, ����*���%���8
������ K����*�0����� ��7��*�'������ �����*� ���'�-���&/��5# ��7��8
*�'�����5 �� *���&��# *���*���0����5# �&�����*�0����5 � ����������5
*���&�� ��7��*�'�����5 -��'����� ���&�%�# ���&�������, � �-��*�%�'��
�&, ���������� K����*�0����� �����*�# *���&�� -�������&���, � ���)��4�8
��, ��7��*�'�� �� ,%��� -�&/%�����&/����� �����7���� � ,%��� ��&����
���7��� 

D 1�����&���, -�%��&,�� 7��*�&�%����/ ��������� ���'�-���&/��� *���&�
K����*�0����5 � ��*��������5 ����# ��-��*�� t;Au 

� -�*�I/H K��� *�����&���� )�&� -�����&��� � ��.��� %���0� ���0��5 ��8
�&�������� ���&���������� �-���&���, -������*� �����4���, � ������� ��5����
�19 ������ t?u# ���&��������� �-��*�%�'�� )H�4����5 '�&���5 -�����** ��8
����� t;D#;Bu# ��%����, �� *��4����� ��*-��*�����5 ��.���� ��7��*�'�������
�-���&���, 7��������85�%,��������� ��,��&/����� -���-��,��� t;?u# ���&������8
��� �-��*�%�'�, �*�I��������8%�*�&/���� ��*-&���� tC?u# ���&�������, K����*�8
0����5 ��������� � ���&�%� ��,��&/����� -�������5 ����4��5 ������%�'�� � '�8
&������*&����*� ������*� t;Gu � �� ����*�������*�, � ������ ����/� %���0� ��8
�0��5 ���&�������� ��&�0����, �� -���0��&����5 ��*# 0�� � ��� ����*���������,
���&��������, �-��*�%�'�, ��� �� *��4����� ��*-��*�����5 ��.����# ��� � ��
*��4����� ���-��������5 ��.���� ���-���'�, ,�&,���, ���)5���*�* K&�*��8
��* ���*������ ��,��&/����� tCu �&�����*�0����� -���-������ ��.���, �������8
��� %���0� ���&��������� �-��*�%�'�� �������, �� ������ �&�����*� ��.���,
*������������&/��� ���������� %���0� �-��*�&/���� �-���&���, �&, 7���'��
-�&�%����� tC=u# ,���* �������� ,�&,H��, ����������� *����� *���*���0������
-�����**�������, 
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6� �$�"�$�� � :�"�:�"�'�);*� *T�)�5�� )*@��)*��55*S *T"�:�e�Y�� Y�>
���*S T$*@$�::( $�e��"�# T$*:(?��55*@* T$�4T$�#"�#

+���0� ���&���������� �-���&���, %��&H0����, � ��%��)����# -���,��� � ��8
�&�%�'�� -������� :�� -��*�.&������ -���-��,��,# �)��-�0���HI�5 �� ���8
�*�������*�* -������ ���*��� *����*�&/��� ��������������� ��'��&/��8K��8
��*�0����� ��%�&/��� -�� ��&���� ����&��������, ��������� ��)����������# ��8
��������# ����������� � -������&� -���-��,��, 

������ :�� ��&H0��� � ��), �������, � ������� � ���*�������� ��������0�8
���5 '�&��# �����0����5 %���0 � �5 �����4����� � ��I�����# ����4���� � %��0�8
��,5 '�&���5 -���%���&��� � ���-����&���� 7������������, -� '�&,* � %���0�*�
� -���0�� � ���*�������� *���-��,��� -� �����4���H %���0# �5 �����4���� � �
-���0��# ���*�������� � %��0���,5 7�������5 -���%���&�� *���-��,��� 

1���*���0����� �-������ '�&� ���&���������� �-���&���, � ��'��&/��5 � K��8
��*�0����5 �����*�5 �� *��4����� ��*-��*�����5 � ���-��������5 ��.���� �&,
��%��)���� :�� )���� �*��/ ���@

p× max
y∈P (x,f)

(f 0 (x, y)) + (1− p)× min
y∈P (x,f)

(f 0(x, y)) → max
x∈X(a)

,

P (x, f 0 ) =
∏
i∈I

Pi(xi, yi), Pi(xi, f i ) = Arg max
yi∈Yi

(f i (xi, yi)),

x ∈ X(a), yi ∈ Yi(bi), X(a) =
∏
i∈I

Xi(ai), Y (b) =
∏
i∈I

Yi(bi),

f 0(x, y) = min
a ∈ A
x ∈ X(a)

(f0(x, y)), f i (xi, yi) = min
bi ∈ Bi
yi ∈ Yi(bi)

(fi(xi, yi))

!;"

-�� ��-�&����� ��&���� ���&�������, ���������# ���@

• f0!#" M '�&���, 7���'�,# *���*���0���� �-�����HI�, � -�*�I/H 7���8
'�� ���&/��� '������� -���-�0����, ��)���������� -���-��,��, ��'��&/��8
K����*�0����5 ��� �����,����

• fi!#" M '�&���, 7���'�, i8�� '�&������*&������ ������# �0�����HI��� � -��8
'���� ���&�%�'�� :��# *���*���0���� �-�����HI�, ��� ���������

• p M ��K77�'���� ��������0����� '�&������*&����5 �������# �0�����HI�5
� -��'���� ���&�%�'�� :���

• x|!x1#  #xi#  #xh) M ������&,HI�� -������ :�� -���-��,��,�

• xi|!xi1#  #xij #  #xim) M ������&,HI�� -������ :�� -� i8� '�&��

• y|!y1#   #yi#   #yh) M ���&�%�'�, -������ :�� -���-��,��,�

• yi|!yi1#   #yij #   #yim) M ���&�%�'�, -������ :�� -� i8� '�&��

• X(a) M *��4����� ��-����*�5 -������� :���

• a|!a1#  #ai#  #ah) M ������ 7�������5 -���*�����# �-����&,HI�5 ������0��8
��� *��4����� ��-����*�5 -������� :���
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• Xi(ai) M *��4����� ��-����*�5 -������� :���

• ai| !ai1#  #aij #  #aik) M ������ 7�������5 -���*�����# �-����&,HI�5 ����8
��0����� *��4����� ��-����*�5 -������� :�� -� i8� '�&��

• P (x#f) M *��4����� ��.���� ���� '�&������*&����5 ������� �&� *��4�8
���� ���5 �5 &���&/��8�-��*�&/��5 �����,����

• Pi(xi#fi) M *��4����� &���&/��8�-��*�&/��5 �����,��� i8�� '�&������*&��8
���� �������

• Yi(bi) M *��4����� ���&�%�'�� -������� :�� -� '�&,*�

• bi = (bi1, . . . , bij , . . . , bik) M ������ 7�������5 -���*�����# �-����&,HI�5
������0����� *��4����� ��-����*�5 %��0���� 7�������5 -���%���&�� i8��
'�&������*&������ ������ 

��������&���, � ���&�������� ��������� � '�&������*&����5 �������# �0���8
��HI�5 � ��%��)���� :��# *�4�� 7��*�&�%����/ � ���� *��4����� ���&���8
�����5 %��0���� 7�������5 -���%���&�� � ��-�&/%������* 7���'�� ������.�
ϕo,i(x#y) K&�*����� �������� �����*� ��������&/�� ��5������ �����,��,# �����8
�����*�5 �* '�����* -�� ����-&���� � ���&�'�H !C"@

Xc[n] = {x|f 0,i(x[n], y[n]) ≥ f 0,i(x[n = 0], y[n = 0]) + ϕ0,i(x[n], y[n])},

ϕ0,i(x[n], y[n]) ≥
∑
n∈N

Δ0,i[n], x[n] ∈ X, (y = x) ∪ (y ∈ Y (x)), !C"

Δ0,i[n] > 0, n ∈ N, N = {n|n = 1, 2, ..., n∗}.
i�� 7���'�, -�������&,�� ���4� 7���'�H ��0��������&/����� ��������&/��

��)��� K&�*����*� �������� �����*� !x#y) �&� !xtn|=u# ytn|=u" � ��5����� ��08
�� -����� �&, n|= � �0���* �5����5 )��/����# %����� �� -���� � ������0����5
��%*�4������ 0�&�����8*�.����5 ��������# �&� ��������&/�� ��.���� %���0 �-8
��*�&/���� �&� �-��*�&/���� ���&���������� -&���������,# �-����&,HI�5 ��8
������������� %��0���, Δo,i > 0 7���'�� ��0��������&/����� 

i�� ����4���, �%��0�H�# 0�� ���&��������� �-���&���� :�� �-����&,�� -&�8
�����*�� �-���)� �������, ��-�&����&��# ������� ,�&,H��, &�0.�*� �&, ��)8
����������# ����������� � -������&� -���-��,��, -� �5 7���'�,* -���-�0����,#
����4�HI�* �5 �������� 


&, �0��� -��*��,�*�5 '�&������*&����*� ������*� ��������� ��������0�8
���� � ��*-��*���� %�-�.�* �5 7���'�� ������.� !?"@

ϕi(·) = di0 × f 0(·) +
∑
j

dji × f i (·), di0 +
∑
j

dji = 1. !?"

��K77�'����� dio -�������&,H� ��K77�'����� ��������0����� �������5
K&�*����� � 5�%,�����HI�* ��)h����*# � dji M ��K77�'����� ��*-��*���� ��&�
��� dji|= � dio|;# �� K�� ��������, ��������0����� ��&� dji�= � dio�;# �� K��
��������, ��*-��*���� 

��&� ��-�&�,���, -���-�&�4����# 0�� � ��&���,5 ��%*�4����� ���7&����
!x#y) /∈ Xc �),%���&/�� *��4����� ��.���� ���� K&�*����� R(x#f) ∈ Xc(x)# ��
�-�����&��� ����������� !A"@



;;= ������	�� ����� 
����� ����

max{f 0(x, y)|x ∈ X, y ∈ Y, (x, y) ∈ Xc} ≥
≥ max{min(f 0 (x, y))|y ∈ R(x, f) ⊆ Xc(x)|x ∈ X}, !A"

��� *��4����� ��.���� ���� K&�*����� R(x#f) �)��%�H� *��4����� ���5 �5 &�8
��&/��8�-��*�&/��5 �����,��� Ri(x#fi)# ��� -���%��� � !D"@

R (x, f ) =
∏
i∈I

Ri (xi, f i ) , Ri (x, f) = Arg max
y∈Xc

(f i (x, y)) ,

Xc (x) ∈ {y |x ∈ X, (x, y) ∈ Xc } .
!D"

% ������.���, !D" �&�����# 0�� -��*������ ���&���������� �-���&���, :��
�� *���� K77������� -� ��������H �� ���*� �-������*� � -��*������*� ��
-������� -��'�����*� ���&��������� �-��*�%�'�� 

���'��� ���&���������� �-���&���, :�� �*��� �&���HI�H ���������@ ���&�8
�������, �-��*�%�'�, -������� :��# ��%��)���� � �����4����� '�&���� -��8
���**�# 7��*�������� �� ���������� ������ ����������# *��������� ���&�%�'��
'�&���� -�����**� � �����,I�� ��)��� ����*���������, ��&/�� ���&��������,
�-��*�%�'�, ��7��*�'������� �����4���, -������� -� :��# ������� ��&H0���
������ � ���*�������, ��������0����5 '�&�� � �����0����5 %���0# �5 �����4�8
���# ���-����&���� 7������������, -� '�&,* � %���0�*# -���0��/ � ���*�����8
��� *���-��,��� -� �����4���H %���0# �5 �����4����# -���0��/# ���*��������
� %��0���, 7�������5 -���%���&�� *���-��,��� 

���&�%�'�, ������ '�&� ���I����&,���, � -��'���� -�����4���,# ������� ��8
����� �% �&���HI�5 K��-�� 

; ���&�% ��'��&/��8K����*�0������ �����,��, -��*�.&������ -���-��,��,
%� -��.&�� � ����I�� -������ 

C �-����&���� ��-���&���, ���4���, �� ��5������ �����,��, � -�����������
��������0����5 '�&��# �����0����5 %���0 � *���-��,��� -� ��-�&����H
:�� 

? �-����&���� ��-���&���, ���4���, �� ��5������ �����,��, � -�����������
7������������, :�� -� �����0����* %���0�* 

A �-����&���� ��-���&���, ���4���, �� ��5������ �����,��, � -�����������
7�������5 -���%���&�� *���-��,��� -� �����4���H �����0����5 %���0 -��
%������* �5 7������������� 

D �'���� ����&��������&/����� :�� � ���&�% �&�)�5 � ��&/��5 �� ������
-��&�������&/�� ���--�� ��������0������ ���&�%�# ��*������ ���--�� -���8
-��,��,# ������* -� ��%����H# � ������� �5��,� -����������&� ��)�������8
���# ����������� � -������&� -���-��,��, 

E ��������� -��'���� ����,���# ����)���� �&� ��-���,��� :�� 


&, �'���� -�����4���, � :�� ��-�&/%�H��, -���%���&� -�����4���, �
'�&� ���&���������� �-���&���, :��# �-����&,�*�� ��� -����I���, 7���'��
���&/��� '������� ��'��&/��8K����*�0����5 �����,��� %� ���&�%����*��# -��8
���%����*�� �&� -&������ -������ ���,��� ���&/��� '������� ��%�&/����� )�8
&� ������� � �����*��* -��5��� -�� �-������ -�������, '�&������*&����5 �����*
t;u@
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w = w0(w1#   #wi#   #wn) M ���&/��, '������/ ��'��&/��8K����*�0������ ��8
���,��, -���-��,��,# i�I = Ic ∩ I�
 ∩ I� ∩ I��

wi = wi(ki1#   #kij #   #kimi) M ���&/��, '������/ ��'��&/��8K����*�0������ ��8
���,��, -���-��,��, -� '�&,*# j�J = J� ∩ J�
 ∩ J� ∩ J��

kij = kij(x11k#   #xijk#   #xnmi) M ���&/��, '������/ ��'��&/��8K����*�0��8
���� �����,��, -���-��,��, -� %���0�*# m�M = Mc ∩M�
 ∩M� ∩M��

xijk M 7�������� -���%���&/ k8�� *���-��,��,�
s0#si#sij #sijk M �)I�� 7��������� %������ �� �����4���� ���&/��5 '��������

-���-��,��,# -� '�&,*# %���0�* � *���-��,��,* � ������������ � ��������*�
�)�%��0���,*� �-�����&��� ���������@

kij = ksij (sij) , xijk = xsijk (sijk) , sijk = sxijk (xijk) !E"

����/ Δf#Δfi#Δgij M '�&���� -���%���&� !��*-� -�������" ��%����, -���8
-��,��,# ��������0����5 '�&�� � �����0����5 %���0�

Δhijk M ��*- -������� 7��������� -���%���&, *���-��,��,�
Δ10#Δ1i#Δ1ij #Δ1ijk M ��-�&����&/��� 7������������� ��*-�� -�������# �����

!<" M !G"@

Δw ∼= ∑
i∈I

∑
j∈J

(
∂w0
∂wi

)
×
(
∂wi

∂kij

)
×Δkij ,

Δw ∼= ∑
i∈I

∑
j∈J

(
∂w0
∂wi

)
×
(
∂wi

∂kij

)
×
(
∂kij

∂sij

)
×Δsij ,

!<"

Δwi ∼=
∑
j∈J

(
∂wi
∂kij

)
×Δkij , Δwi ∼=

∑
j∈J

(
∂wi
∂kij

)
×
(
∂kij
∂sij

)
×Δsij , !B"

Δkij ∼=
∑
k∈K

(
∂kij
∂xijk

)
×Δxijk , Δkij ∼=

(
∂kij
∂sij

)
×Δsij . !G"

9� ��"*4 � :*4��% )*@��)*��55*S *T"�:�e�Y�� )*)"��� )"$�"�@�'�);�!
Y���S "�;"�'�);�! e�4�' � :�$*T$�#"�S

+���0� ���&��������� �-��*�%�'�� ������� ��������0����5 '�&�� � �����0�8
���5 %���0 -� ��-�&����H :�� -���-��,��, �-��������, *���&/H !;= L ;D"@

CO (Δw (rw , rk, k∗))→ max, rw = {ri |i = 1w, 2w, ..., nw } ,
rk = {rij |j = 1ik, 2ik, ...,mik } , Δk∗ =

{
Δk∗ij

} ∈ ΔK∗,∑
i∈I

ri ≤ nwn
∗,
∑
j∈Ji

rij ≤ mik < m∗
i ;

!;="

CO (Δw (rw, rk, k∗)) ∼=
∑
i∈I

∑
j∈Ji

CO
(
∂w0
∂wi

)
× ri × CO

(
∂wi

∂kij

)
× rij×

×CO (Δk∗ij) , !;;"

CO (Δwi (r, k∗)) ∼=
∑
j∈Ji

(
∂wi
∂kij

)
× rij × CO

(
Δk∗ij

) ≥ CO (Δw
i ) , !;C"



;;C ������	�� ����� 
����� ����

i ∈ CO (I) = CO (Ic) ∩ CO (I�
) ∩ CO (Ip) ∩ CO (In) =
= CO {i |i = 1, 2, ..., n∗ } , !;?"

j ∈ CO (Ji) = CO (Jci) ∩ CO (J�
i) ∩ CO (Jpi) ∩ CO (Jni) =
= CO {j |j = 1i, 2i, ...,m∗

i } , !;A"

ri =
{

1, ��&� ��)������, '�&/ i,
0 8 � -�������* �&�0��

rij =
{

1, ��&� ��)������, %���0� ij,
0 8 � -�������* �&�0��#

!;D"

���

• CO(·) M ��)h�������, �'�����

• Δf!rw#rk#k∗) M ��*-� -������� ��'��&/��8K����*�0������ ��%�&/���� -���8
-��,��, %� ����*�������*�� -����� ���*����

• rw M *��4����� ��)�����5 '�&���

• rk M *��4����� ��)�����5 %���0�

• Δg∗|}Δg∗ij��Δi∗ M ������ ��-�������5 0��&���5 -���*����5# ��*-������
�������� �-����&,�� %��0���� 4�&��*��� ��*-� -������� -� %���0� j '�&� i�

• !∂f0J∂fi) M ������� ��K77�'���� %��0�*���� '�&� i -� ��*-� -������� ��8
'��&/��8K����*�0������ ��%�&/���� -���-��,��,# ������ 0������ -���%���8
��� 7���'�� ��'��&/��8K����*�0������ ��%�&/���� -���-��,��, -� 7���8
'�� ��%�&/���� -� '�&� i�

• !∂fij∂gij) M ������� ��K77�'���� !%��0�*����" %���0� j -� ��*-� -�������
'�&� i# ������ 0������ -���%������ 7���'�� ��%�&/���� -���-��,��, �&,
'�&� i -� 7���'�� ��%�&/���� -� %���0� j�

• I�#I�
#I�#I�#I M *��4����� ��%*�4��5 '�&��# 4�&��*�5 ��)���������*�# ��8
�������*�# �����������* � -������&�* -���-��,��, � �5 -�����0�����

• J�#J�
#J�#J��#J M *��4����� ��%*�4��5 %���0# 4�&��*�5 ��)���������*�#
���������*�# �����������* � -������&�* -���-��,��, � �5 -�����0���� 

+���0� ���&��������� �-��*�%�'�� ������� ��������0����5 '�&��# �����0����5
%���0 -� ��-�&����H :�� -���-��,��, %��&H0����, � �-����&���� ����5 '�&��
� %���0 �% %������ -���������5 *��4���� � ����5 ��*-�� -������� ��%�&/�����
��'��&/��8K����*�0������ ��%����, -� %���0�*# ������� �-����&,H� �-��*�&/8
��� %��0���� ��*-� -������� ��'��&/��8K����*�0������ �����,��, -���-��,��, 
1��4����� �������, %������ -� ��%�&/����* ���0��5 � ��'��&���0����5 ���&�8
�������# -� ��%�&/����* ����������� ��)����������# ����������# ����������� �
-������&� � -��*������* *������ -�����0����� ��'��&/��� -��5�&����# -� ��8
%�&/����* �)�&�������, -���-��,��, � -� ��%�&/����* -������*�5 ���������
-���&�4���� �� &�0.�� '�&� � %���0� 

��%�����, '���� ��������������� !:�" %� ��%��)���� :��# ��������0����5 '�8
&�� � �����0����5 %���0 ��� :� ��%��H��, 7����8���--� ������,��, %�������,



������������� �
�	�	��	� ������� 
�������� ���	�	���� ;;?

-� �����,* � ���� ����I���� � �-����&,H��, � ������������* -��'���� ��)h��8
������ �'���� *��4���� ��%*�4��5 '�&��

CO(I) = (Ic) ∩ (I�
) ∩ (I�) ∩ (I�)

��)����������# ����������# �����������# -������&� -���-��,��,� %���0

CO(J) = (Jci) ∩ (J�
i) ∩ (J�i) ∩ (J�i);

��)h�������� �'���� ������5 ��K77�'������ CO!∂f0J∂fi) '�&����� -���%���&,
��%����, -���-��,��, !��*- -������� ��'��&/��8K����*�0������ �����,��, -���8
-��,��," Δf0 -� '�&���* -���%���&,* ��������0����5 '�&�� !��*-� -�������"
Δfi� ������5 ��K77�'������ CO!∂fij∂gij) '�&���5 -���%���&�� ��������0����5
'�&�� wi -� '�&���* -���%���&,* �����0����5 %���0 !��*-� -�������" Δgij � '�&�8
��5 %��0���� ��*-�� -������� ��'��&/��8K����*�0������ �����,��, -���-��,��,
-� �����0����* %���0�* Δg∗ij � ��&���� ���&�������, -� '�&���* -���%���&,* '�8
&�� CO!Δw

i ) � %���0 CO!Δw
ij) ��� K��* -��*��,���, *���� 7����8���-- 

9����8���--� -���-�&���H� *��/.�� %������ ���*��� � ������� ����-�&�8
��H� ���&�% �&�� � �)��%��# � �� '�7� ���*��,���, ��)&H����� � �*��&���,
5������������� �������* *�����* 7����8���-- ,�&,���, ���--���, ��������,#
������, �*��� �&���HI�� ������%�'������ K��-�@

• �-����&���� '�&�� � ��*� ����������

• �)�� ��7��*�'�� !��������# %�����# ��4�����# *�����# ����5 ����# -���8
&�4���� ���5 �0�������� ���������" -� �)��4���*�� -��)&�*��

• �-��,��0������# �����-����'�, � �'���� -�&�0����� � 5��� ��������� ��8
7��*�'���

• -��������� ������@ ��-�����&���� '�&�� ��������� � �� ��%�&/����� 

��&�0����� �0��������@ A L D 0�&���� ����&,���, *��������# ������� ,�&,8
���, &�����* ���--� 
�&4�� )��/ *����*�&/��, �����������/ 0&���� ���--�
-� ��������* i�� -�%��&,�� �)��-�0��/ ��������0����� � &�,&/����/ ���� � ���8
�� :�&/H 7����8���--� ,�&,���, -�&�0���� ���)h�������� ��7��*�'���# � ��
�����4���� �������� *����� 

��&� -�����0���� ���4���, -����*# �� ��&����, ����� � ��&�0�� ���7&���� 

������������ ���7&��� �� ��-����* tCu � K��* �&�0�� -��*��,H��, 4������
*��� -� �����������%�'�� ����������� -���-��,��,# -� �����.����������H ��8
���*� �5 ���*�&�������,# -� -����*���� �������� -�&����� -���-��,��, � �� 
������������ ���7&��� ������ -�&�4���&/��H ��&/ tCu �&, ��������, -��'����
-���,��, ��.���� �� �� ��-����* ��&/�� � -��'���� ���&��������� �-��*�%�8
'�� ��� 7��*�������� ����0���&/���� ��.���, �� ��&4�� )��/ ��.�� 
&,
K���� -�����*����� ���.��� '��& �&�����*�0������ -���-�����, ���&���������
�-��*�%�'�� '�&�� � %���0# '��& -� �)&�4���H ��������� �� ��&H0��� -����
:� �-���)�� ���&�������, ���������@ -���� �)I�5 -����)������ � �-������# �%8
*������ -����������# ���������� ���������# ���%���� �%��*��5 ��&��# ���I����8
&���� ���-�'�7�0����5 ��*-����'�� � -��*������ ����'�� ���&� K���� ���%���8
���, �&�,��� :� � -��'���� �)I���, �� ��)����������# �����������# ����������



;;A ������	�� ����� 
����� ����

� -������& ������,��, )�����# ����I���,# �����&/��'��# ���������# -���������#
��������# ���0��� � ��*-/H������ -��%����'�� 

���&� K���� �� ��4��* .��� �������������� -��'���� ���I����&,���, ��.����
%���0 �-��*�%�'�� ��)h�������� �'���� '�&����� -���%���&, CO!Δf" � ���&���8
����� ��)h�������5 �'���� '�&���5 -���%���&�� CO!Δfi) �&� *�����* &��������
'�&�0��&������ -�����**�������, tC=u �&� *�����* ��*-/H������� *���&�����8
��,# � �-����&���, ��7��*�'������� �����4���, '�&�� � %���0# %��0���� Δg∗ij  

��&� ��I�����H� ��&/��� ������0���, -� ���*���# �-�'��&����*# �������* �
7��������* %������*# -� �)I���H � ��)���������*�# ���������*�# �����������*
� -������&�*# �� %���0� ���&��������� �-��*�%�'�� �-��I����, � K��* �&�0��
-��*��,H��,@ -��&�������&/��� ���&�% ��������� tCAu# ��-�&/%��*�� -�� -��8
����������� �&�4��5 �����*# ��*-/H������ *���&�������� � �&���HI�, �5�*�
���&��������� �-��*�%�'�� :�����* ��������������� 7��*������, -����� ����8
��� '�&�� � %���0 ���I����&,���, ��� ��*-/H������ *���&�������� � -��%����8
'�, !�'���� ��)���������*�# ���������*�# �����������* � -������&�*" �-����8
&,H��, �&�)�� � ��&/��� ��� ������� 9��*������, ������ ������� '�&�� � %���0
� � � ����� ����-&������, �������0��� ��&�0����� ���������# �� ���I����&,��8
�, �5 �'���� � ���--���� ��)�� �� ����I���,5# ������5 � ���7����'�,5 1�4��
)��/ ��%���� ��*����, 

���&� �-����&���, ��������0����5 '�&�� 7��*���H��, '����� ������������8
��� -� '�&,* !:�i) 

R� ��"*4 � :*4��% )*@��)*��55*S *T"�:�e�Y�� $�)[$)*� Y����*S T$*>
@$�::(

1���&/ ���&��������� �-��*�%�'�� �������� :�� �� *��4����� ��*-��*���8
��5 � ���-��������5 ��.���� ��)����������# ����������# �����������# ��-�&��8
��&�� :��# ������ �'���� ��0����� � -���,��, :�� -� �����0����* %���0�* �
��-�&/%������* ��)h�������5 �'���� :� -� -�����**�# '�&,* )���� �*��/ ���
!;E"@

CO (Δw (Δsij)) ∼=
∑
i∈I

∑
j∈Ji

CO
(
∂w0
∂wi

)
× CO

(
∂wi

∂kij

)
× CO

(
∂kij

∂sij

)
×

×Δsij →
Δsij

max, c0 ≥ Δs0 =
∑
i∈I

∑
j∈Ji

Δsij ≥ CO (Δs
0),

CO (Δwi (Δsij)) ∼=
∑
j∈Ji

CO
(
∂wi

∂kij

)
× CO

(
∂kij

∂sij

)
×Δsij ≥ CO (Δw

i ) ,

CO (Δkij) ≥ Δk∗ij , Δsi =
∑
j∈Ji

Δsij ≥ CO (Δs
i ),

Iw = {i |i = 1w, 2w, ..., nw } , Ji = {j |j = 1ik, 2ik, ...,mik } ,

!;E"

���

• CO(·) M ��)h�������, �'�����

• Δ1ij M -���*����,# �-����&,HI�, ��%*�� 7������������, %���0� j '�&� i�

• Δf!Δ1ij) M 7���'�,# %��0���, ������� �-����&,H� ��*-� -������� ��'��&/8
��8K����*�0������ ��%�&/���� -���-��,��, �� ��%*���� 7������������, -�
%���0�*�
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• !∂gijj∂1ij) M ��*- -������� ��%�&/���� -� %���0� j '�&� i# -��5��,I���, ��
�����'� 7������������, K��� %���0��

• Δfi!Δ1ij) M 7���'�,# %��0���, ������� �-����&,H� ��*-� -������� ��8
'��&/��8K����*�0������ ��%�&/���� '�&� i �� ��%*���� 7������������, -�
%���0�*�

• Δ1ij M ��%*�� 7������������, -� %���0� j '�&� i�

• c0 M ������0���, �� 7��������� ��������

• Δ10 M 7������������� -� :���

• Δs
0 M 4�&��*�� ��%*�� 7������������, -� :���

• Δgij M ��*- -������� ��%�&/���� -� %���0� j�

• Δg∗ij M 4�&��*�� ��*- -������� ��%�&/���� -� %���0� j�

• Δ1j M ��%*�� 7������������, -� '�&� i�

• Δs
i M 4�&��*�� ��%*�� 7������������, -� '�&� i 

+���0� ���&��������� �-��*�%�'�� �������� :�� �� *��4����� ��*-��*���8
��5 � ���-��������5 ��.���� %��&H0����, � �-����&���� ����5 ��%*���� 7����8
��������, -� %���0�*# ������� �-����&,H� �-��*�&/��� %��0���� ��*-� -�������
��'��&/��8K����*�0������ �����,��, -���-��,��, ������0���, �� 7���������
������� �-����&,�� 7��������, �&�4)� -���-��,��, � �0���* 7���� ��%����,#
-����-�HI�� ����0��# ��%*�4������ �%,��, �������� � ��%*�4������ �������8
������, +��0���, ������0���� -��)&�%���&/�� � ���/���H��,# %� �0�� 0��� 7��8
*���H��, ��%&�0��� �������� 

W� �*4��% )*@��)*��55*S *T"�:�e�Y�� Y�5"$*: *"��")"��55*)"� T*;�>
e�"���S :�$*T$�#"�S T* )"$�"�@�'�);�: Y��#:

1���&/ ���&��������� �-��*�%�'�� :�i -���%���&�� *���-��,��� -� ������8
��0����* '�&,* �� *��4����� ��*-��*�����5 � ���-��������5 ��.���� � ��-�&/8
%������* ��)h�������5 �'���� :�i -� '�&,* � %���0�* )���� �*��/ ��� !;<"@

CO (Δkij) ∼=
∑
k∈K

CO
(
∂kij

∂xijk

)
×Δxijk →

Δxijk≥Δx
�
max,

CO (Δkij) ≥ Δk∗ij , Δsij ≤
∑
k∈K

CO
(
∂kij

∂xijk

)
×Δxijk ≥ CO

(
Δs
ij

)
,

i ∈ Iw = {i |i = 1w, 2w, ..., nw } , j ∈ Jik = {j |j = 1ik, 2ik, ...,mik } ,

!;<"

���

• CO(·) M ��)h�������, �'�����

• Δgij M ��*- -������� ��%�&/���� -� %���0� j '�&� i�

• k ∈ K M ������ -���%���&, *���-��,��, � *��4����� �5 %��0�����
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• Δhijk M ��*- -������� ��%�&/���� -���%���&, *���-��,��, k -� %���0� j
'�&� i�

• Δh�
 M %��0�*�� %��0���� -��������

• Δs
ij M 4�&��*�� ��%*�� 7������������, %���0� j '�&� i�

• !∂1ijkj∂hijk) M 7������������� *���-��,��, k -� %���0� j '�&� i �� �����'�
��*-� -������� ��%�&/���� -���%���&, *���-��,��, k -� %���0� j '�&� i 

+���0� ���&��������� �-��*�%�'�� :�i -���%���&�� *���-��,��� -� ������8
��0����* '�&,* �� *��4����� ��*-��*�����5 � ���-��������5 ��.���� '�����
��������������� -� '�&,* � %���0�* %��&H0����, � �-����&���� ����5 ��%*����
��*-�� -������� ��%�&/���� -� *���-��,��,*# ������� �-����&,H� �-��*�&/���
%��0���� ��*-� -������� ��'��&/��8K����*�0������ �����,��, -� %���0�* ���
K��* �-����&,H��, � -���0��/ *���-��,���# �&, ������5 Δhijk ≥Δh�
 

��� :�i ��%��H��, 7����8���--� ������,��, %�������, -� �����,* � ���� ��8
��I���� � �-����&,H��, � ������������* -��'���� ��)h�������� �'���� ������5
��K77�'������ CO!∂f0J∂fi) '�&����� -���%���&, ��%����, -���-��,��, !��*-
-������� ��'��&/��8K����*�0������ �����,��, -���-��,��," Δf0 -� '�&���* -�8
��%���&,* ��������0����5 '�&�� !��*-� -�������" Δfi� ������5 ��K77�'������
CO!∂fij∂gij) '�&���5 -���%���&�� ��������0����5 '�&�� wi -� '�&���* -���%���8
&,* �����0����5 %���0 !��*-� -�������" Δgij � '�&���5 %��0���� ��*-�� -�������
��'��&/��8K����*�0������ �����,��, -���-��,��, -� �����0����* %���0�* Δgij{�
������5 ��K77�'������ CO!∂gijj∂hijk) '�&���5 -���%���&�� �����0����5 %���0
-� ��*-�* -������� 7�������5 -���%���&�� *���-��,��� xijk � ��)h�������� ��8
������������� �'���� CO!∂gijj∂1i) ��*-�� -������� -� %���0� kl �� �����'� 7�8
�����������, Δ1i� ��)h�������� ��������������� �'���� CO!∂1ijkj∂hijk) ��*-��
-������� 7������������, �� �����'� 7��������� -���%���&, *���-��,��, xijk �
��&���� ���&�������, -� '�&���* -���%���&,* '�&�� CO!Δw

i ) � %���0 CO!Δw
ij)�

-� 7������������H :�� CO!Δs
0)# '�&�� CO!Δs

i ) � %���0 CO!Δs
ij)� ��)h��������

�'���� ������5 ��K77�'������ ��������� �'���� :�� CO!∂mj∂il) ��� K��*
-��*��,���, *���� 7����8���-- 

���&� K���� �� ��4��* .��� �������������� -��'���� ���I����&,���, ��.����
%���0� &�������� -�����**�������, �&� -��������, ��*-/H������ *���&�����8
��� � ���--���, �'����# � �-����&���� ��7��*�'������� �����4���, *���-��,8
���# %��0���� Δhijk 

Z� �*4��% )*@��)*��55*S *T"�:�e�Y�� �5X*$:�Y�*55*@* )*4�$g�5�#
Y����*S T$*@$�::( 5� *)5*�� *Y�5;� �� [4*���"�*$�"��%5*)"� � �5�>
��e� )��_(! � )��%5(! )"*$*5

+���0� ���&��������� �-��*�%�'�� ��7��*�'������� �����4���, :�� �� ��8
���� �'���� �� ����&��������&/����� � -&��� t;u � ���&�%� �&�)�5 � ��&/��5 ��
������ )���� �*��/ ��� !;B"@

CO (Δw (ΔPl (x, z∗))) =
∑
l∈L

CO
(
∂W
∂Pl

)
× CO (ΔPl (x, z∗)) → max

x
,

x ∈ X = CO (Xc) ∩ CO (X�
) ∩ CO (Xp) ,
l ∈ L = CO (Lc) ∩ CO (L�
) ∩ CO (Lp) ,

!;B"
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• CO(·) M ��)h�������, �'�����

• Δf!ΔIl(x#z∗)) M 7���'�,# �-����&,HI�, %��0���� ��*-� -������� ��'��&/8
��8K����*�0������ ��%�&/���� -���-��,��, �� %��0���� x#z∗ ��7��*�'���8
���� �����4���, :�� � ���)������ � ����

• ΔIl(x#z∗) M 7���'�,# �-����&,HI�, %��0���� ��*-� -������� ���������
��'��&/��8K����*�0������ ��%�&/���� -���-��,��, ΔIl# l�L �� %��0����
x#z∗ ��7��*�'������� �����4���, :�� � ���)������ � ����

• x#z∗ M ��7��*�'������ �����4���� :�� � ���)�����, � ����

• !∂mj∂Il) M ������� ��K77�'���� %��0�*���� -� ��*-� -������� �������, l
��'��&/��8K����*�0������ ��%�&/���� -���-��,��,# ������ 0������ -���%8
������ 7���'�� ��'��&/��8K����*�0������ ��%�&/���� -���-��,��, -� 7��8
�'�� �������, l�

• X�#X�
#X� M ��%*�4��� *��4����� ��7��*�'�����5 �����4���� :�� -�
-�������&���,* ��)����������# ���������� � ������������

• L�#L�
#L� M ��%*�4��� *��4����� ��������� :�� -� -�������&���,* ��)8
����������# ���������� � ����������� 

+���0� ���&��������� �-��*�%�'�� ��7��*�'������� �����4���, :�� �� ��8
���� �'���� �� ����&��������&/����� � ���&�%� �&�)�5 � ��&/��5 �� ������ %�8
�&H0����, � �-����&���� ����5 ��7��*�'�����5 �����4���� :��# ������� �-��8
��&,H� ����&��������&/��� �&, '�&������*&����5 ������� !��)����������# ��8
�������� � �����������" t;u %��0���� ��*-� -������� ��'��&/��8K����*�0������
�����,��, -���-��,��, 

���I����&,���, �'���� ����&��������&/����� :�� '�����*� ���������������
-���-��,��, � %���* ������* -� ��%����H -���-��,��, � ��-�&/%������* ��)h8
�������5 �'���� CO(X) = CO(Xc) ∩ CO(X�
) ∩ CO(X�)# CO(L) = CO(Lc) ∩
CO(L�
)∩CO(L�) � CO!∂mj∂Il) ��&� ��&���� ����&��������&/����� �� ��-�&8
�,���,# �� ����������H��, ��)h�������� �'���� !� -����H �0����/ M ��&���,
���&�������," � ����� ���I����&,���, ��.���� %���0 �-��*�%�'�� ��&� 4� ��&�8
��� ��-�&�,���,# �� :�� ���0�&� �����4�����, ������&/��* ���������*# � %���*
-����*����, ��)�����* ��)���������� ��� K��* -��*��,���, *���� 7����8���-- 

��;�&'�5��

� ����/� -�������� ���0��� ��%�&/����# -�&�0����� -�� ��.���� %���0� ��8
�0��5 ���&�������� ���&��������� �-��*�%�'�� '�&���� -�����**� ��%����,
-��*�.&������ -���-��,��, i�� 7��*�&�%�'�, � -��������� %���0 ���&������8
��� �-��*�%�'�� ����*������ ���4� ���'�-���&/��� �5�*� �5 ��.���, ��&�8
0����� ��%�&/���� )�&� �������� �� ��� (�5��&��&/���� %���� ��������5��8
��� 
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t;u ���77# � # i*���# 9 � '�&������*&����5 �����*�5 J � ���77# 9 i*��� 
1 @ ���������� ������# ;G<A C<A � 

tCu ��������# � 1 ��'��&/��, -��5�&���, J � 1 �������� ?8� �%� 1 @ �����#
;GGA ?CD � 

t?u ��)�%��# � � ���&��������� �-���&���� -������*� ��� �19 ������ J � � 
��)�%�� JJ ������**��� -������� � �����*� C==C �? � AD L AB 

tAu $�����# � � ������ *���*���0����� ������ �������5 �����* J � � $����� 
1 @ �������# ;G<< CDD � 

tDu ����&/��# � � ������� -�����&���, ���7&����� J � � ����&/�� ��) @
��0/ C==C ;<A � 

tEu �������� � -�����0����H ��'��&/��H -��5�&���H J ��� ��� 2 1 >�����#
( � ����������# � � ��&��/���� 1 @ �����# ;GGA CDD � 

t<u ������# $ # 
H���4# � ��������0����� �&/,��� J $������ ������# �/�� 
H�8
��4 ��� � ���& 1 @ �9��81# C==C ??C � 

tBu �����/���# 1  ���&�������� ��������� � ���-��������5 ���������5 J 1  
�����/��� 1 @ �	 ���# �%�8�� ������ C==D CG? � 

tGu 
4�77����# � ��.���� %���0 �-��*�%�'�� -�� *����5 �������,5 �� ������
0�&�����8*�.����5 -��'���� J � 
4�77����# 
4 
����# � 9���)��� JJ
��-���� ���&�%� � -��'����� -���,��, ��.���� 1 @ 1��# ;G<E � ;CE L
;AA 

t;=u ��%��'��# � � ���&�������� � �-��*�%�'�, � �����5�0����5 �����*�5 �
�������*� K&�*����*� J � � ��%��'�� 1 @ �	 ���# ;GGE ;?C � 

t;;u ��%��'��# � � ����'�- ���&��������� �-��*�%�'�� �� *��4����� ��*-��8
*�����5 ��.���� � �������5 �����*�5 � ��&���,5 ����0���� %����, '�&���5
7���'�� �5 K&�*����� J � � ��%��'��# � 2 �&H.�� JJ �)����� ���0��5
������ �������**��� � ��5��0����� �������� *�����8)��&���0����5 � ��5��8
0����5 �����*� �������� ��������������� ��5��0����� ����������� ����/ 
;GGB � A L ;? 

t;Cu ��%��'��# � � �7��*�'������ �-���&���� -��'����* ��0������ ���--�8
���� ��)��� � '�&������*&����5 �����*�5 J � � ��%��'��# � � ���&�� JJ
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