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���4�5��

�7��*�&��������, � -����� 0������� ����'����� ���� ( $�)��)�5�* ��-���%�
�) �'���� ���&�������5 ��K77�'������ ����&�����5 ���7��*��5 ���)��4����
�����0���� ����� � ��*-&�����H -&������/ � ���*������� f(0) = 0, f ′(0) = 1
-����&� � �������*� ��%����H *������ � ���� ���*����0����� ������ 7���'��
��*-&������� -���*������ �� -��� � ����%���&/���� ��-���%� $�)��)�5� ��%8
���&� ����� ��-���&���, ������ 7���'�� � ����� -��)&�*�# ��������� �% ����8
��5 ����H��, ����.����*� � 0��������# ���*���, �� ��-�.��� ����%���&/����
( �� $���4�* � ;GBA � ��-���%� $�)��)�5�# ���&���0��, %���0� �&, ������0��8
��5 ���7��*��5 ���)��4���� �� ��5 -�� -�&����/H �� ��.��� 

��4� ����*������H��, ��������� �&����0����� %���0� ���*����0����� ������
7���'�� � �&���� ����&�����5 ���7��*��5 ���)��4���� ����� � ��),# �� -����8
*�HI�5 7�����������5 %��0���� �% �����0���� ����� 
���%���&/���� �������5
��%�&/����� �-���H��, �� *����� K�����*�&/��5 �&��# ��**����%�'��# *�����#
��%����� � ������ &������8�����������5 ��*����� ���7��*��5 ���)��4����# �
���4� ��������� �%������� �'���� � �&����5 ����&�����5 7���'�� 

;?<



;?B ���� ����� !�������	 ����

3� �)5*�5(� $�e[�%"�"(

����*����* ��*������ F(a) ���7��*��5 ���)��4���� f �����0���� ����� Δ =
{z : |z| < 1} � ��),# ����&�����,HI�5 ��&���,* f(0) = 0, f ′(0) > 0, f(z) �=
a, ��� a L -���%��&/��� 7������������ 0��&�# �����# 0�� 0 < |a| < 1. �&����
F(a) �� ,�&,H��, ��*-�����*� � ��-�&���� &���&/��8�����*����� �5���*����#
��# �0������# -�� &H)�* �������0�� *�&�* c > 0 -���&���� Fc(a), �����,I�� �%
���)��4���� f ∈ F(a), �&, ������5 f ′(0) ≥ c, ��*-����� 

���)5���*���/ �'����# ��,%����5 � ���)��4���,*� ���%������ ����# �����8
��0�� 0���� ��%������ � %���0�5 ���*����0����� ������ 7���'��# ��-��*��# -��
�%�0���� -��0������5 ���&���0����5 � ���*���0����5 7���'�� 

� ������ ������� �������� ��*�����/ ��,%/ ��*����� ���� F(a) � �&����*
7���'��# 7�������HI�* � ����.����� �� ������,.��� *�*��� -��)&�*� �.�8
4� t;u �) �'���� ���&�������5 ��K77�'������ ����&,���5 � �����0��* �����
7���'�� ϕ, �&, ������5 0 < |ϕ(z)| ≤ 1 -�� &H)�* z ∈ Δ.

�&���� F(a) ����� ��,%��� � �%������*� !�* # ��-��*��# tCu" �&����*� SM
������0����5 ���7��*��5 �%�*��7�%*�� F �����0���� ����� Δ � ���� ΔM =
{z : |z| < M}, M ≥ 1, ���*��������5 ��&���,*�@ F (0) = 0, F ′(0) = 1. 
������8
��&/��# ��&� f ∈ F(a), ��# �0������# F (z) = f(z)/f ′(0) ∈ SM �&, M ≥ 1/f ′(0).
��4�,, �����'� �%*�����, ��&�0��� M �&, ���5 f ∈ F(a) *�4�� )��/ -�&�0���
� -�*�I/H �&���HI�� �����*�@

��*$�:� 3� �� �+/�. ,&��'�� f ∈ F(a) ����������� ��"�� �'����

f ′(0) ≤ 4|a|
(1 + |a|)2 . (1)

#�������� �����)���� ���	�� �� ,&��'�� fa(z), ���/��@�+��� �����"6
��. ��&) Δ �� �/����� Da = Δ\{z : |z| ≥ |a|, arg z = arg a} Y ��&)� � ������	���
��
��
��� � ���+��� ���

fa(z) = ei arg af|a|(e−i arg az). (2)

K���	

f|a|(z) =
1
2

(
z +

1
z

)
1 +A

2
− 1−A

2
−
√[

1
2

(
z +

1
z

)
1 +A

2
− 1−A

2

]2
− 1, (3)

)�� A = 1
2 (|a|+ |a|−1), � �����	
������ ����	 �������� ��������� ����@����	6

��� 
��"��� �� ����@����	��� �&"� �����������. ����

+�*���*# 0�� ��4�,, �'���� f ′(0) � �&���� F(a) ������&/��@ f ′(0) > 0. 9���8

'�� Fa(z) = fa(z)
(1+|a|)2

4|a| -�����&�4�� �&����* SM , M = (1+|a|)2
4|a| , � �%������ ���

7���'�� ���� !�* # ��-��*��# tCu" 
�&H0���H ��&/ � ����%���&/���� �����*� ; ������ -��,��� *���&, �����,%���

�)&���� ��-�*��*# 0�� *���&�* �����,%��� �)&���� D ��%������, 0��&�

M(D) =
1

λ(Γ)
,



���������� ���������	�� �� 
�	�	���"	� ������������ ;?G

��� λ(Γ) L K�����*�&/��, �&��� ��*������ �����5 Γ, ��%��&,HI�5 �����0���
��*-������ �)&���� D. � 0�������� *���&/ ���'�����0������ ��������� ��&/'�
K(r,R) � �������*� r � R, 0 < r < R <∞, �����

M(K(r,R)) =
1
2π

^X
R

r
.

%������ !�* # ��-��*��# t?u"# 0�� *���&� �)&���H� ��������* ��������������
-�� ���7��*��5 ���)��4���,5 *������,%��5 �)&����� ����� �����5 �������
*���&�� ��*���* �5 *����������/# -���*��*�H � �&���HI�* �*��&�@ ��&� ���8
��,%��� �)&���� D1 � D2 ������# 0�� D1 ⊂ D2, �� M(D1) ≤M(D2).

1���� ��**����%�'�� � ���*����0����� ������ 7���'�� ���5���� � ��)���*
��&�� � ����# �������� �)%�� ������� ��**����%�'�����5 -���)��%������ *�8
4�� )��/ ������ � tAu �������� ��**����%�'��� %�*������� *��4����� E ����8
����&/�� -�&�4���&/���� &�0� ��I��������� ��� ��%������, *��4�����

E∗ =
⋃

0≤r<∞
γr,

��� γr = {z : |z| = r, | arg z| ≤ μ(Er)/2}. +���/ μ(Er) L &������, *��� (�)��� -���8
��0���, *��4����� E � ����4����/H {z : |z| = r}. 3���# 0�� -�� ��**����%�'��
-��,��� ��,%����� *��4����� E �� ��%������� 

����/ D L �����,%��, �)&���/# G1, G2 L ��*-������ ��,%����� ��-�&����,
� D, -��0�* G1 L ������0����, ��*-������ ��-�&����, � 0 ∈ G1. ��&� D∗ =
C\(G∗

1 ∪ G∗
2

)
-�������&,�� ��)�� �����,%��H �)&���/# �� ��%���* D∗ ��������

��**����%�'��� �)&���� D. ��� �������5 ��**����%�'�,5 *���&� �����,%��5
�)&����� �� �)���H� !�* # ��-��*��# tAu"# � � 

M(D) ≤M(D∗),

-��0�* ��������� ��%*�4�� ��&/�� � ��* �&�0��# ����� D � D∗ ���-���H� � ��08
����/H �� ���I���, ������ ��0�&� ��������� 

*;�e�"��%)"�* "�*$�:( 3� ����/ 7���'�, f(z) -�����&�4��
�&���� F(a), D = f(Δ). ����*����* 0��&� ε > 0 �����&/�� *�&��# 0�� ���� {w :
|w| ≤ ε} &�4�� � �)&���� D. �-����&�* �����,%��H �)&���/Dε = D\{w : |w| ≤ ε}.
����/ Δε = f−1(Dε). � ��&� ���*������# ��&�4����5 �� ���)��4���� f, �)&���/
Δε F ��0����/H �� )������0�� *�&�5 -��,��� o(ε) ���-����� � �������* ��&/8
'�* {z : ε/f ′(0) < |z| < 1}. �����# � ��&� ���7��*��� �������������� *���&��
�����,%��5 �)&�����# �*��*

M(Dε) = M(Δε) =
1
2π

^X
f ′(0)
ε

+ o(1).

+�*���*# 0�� �)&���/ Dε �� �����4�� ��0�� a. ����� �����,%��, �)&���/ D∗
ε ,

-�&�0����, �% Dε �������� ��***����%�'���# &�4�� � ��&/'� {w : ε < |w| < 1},
��**����0�� ��������&/�� ���������&/��� ��� � �� �����4�� ����%�� [|a|, 1]. ���8
��*�, �� ���*���� -���������� ��.� �������� *���&�� � ��**����%�'�����5
-���)��%������# -�&�0��*

M(Dε) ≤M(D∗
ε).



;A= ���� ����� !�������	 ����

� ���H �0����/# �)&���/ D∗
ε �����4���, � Da

ε L ��&/'� {w : ε < |w| < 1} �
��%��%�* -� ����%�� [|a|, 1] ���������&/��� ��� �&�������&/��#

M(D∗
ε) ≤M(Da

ε ).


����,%��, �)&���/ Da
ε � ��0����/H �� )������0�� *�&�5 -��,��� o(ε) ���8

-����� � �)��%�* ��&/'� {z : ε/f ′
|a|(0) < |z| < 1} -�� ���7��*��* ���)��4����

f|a|(z) ���� !?" ��K��*�

M(Da
ε ) =

1
2π

^X
f ′
|a|(0)

ε
+ o(1).

� ����� -��5���* � �����������

1
2π

^X
f ′(0)
ε

+ o(1) ≤ 1
2π

^X
f ′
|a|(0)

ε
+ o(1),

�% �������� -��&� -����&/���� -���5��� -�� ε→ 0 �&����� �'����

f ′(0) ≤ f ′
|a|(0).

�������, %�*����/# 0�� f ′
|a|(0) = 4|a|

(1+|a|)2 , � ���)��4���� fa(z) =
ei arg af|a|(e−i arg az) -�����&�4�� �&���� F(a), -��0�* f ′

a(0) = f ′
|a|(0).

� �&�0��# ��&� � !;" �*��� *���� ���������# ��������� ��&4�� �*��/ *����
� �� ���5 -���������5 ��.� �'����5 �� K�� ��%*�4�� ��&/�� � �&�0��# �����
Dε = D∗

ε � ��0����/H �� ���I���, ������ ��0�&� ���������# � D∗
ε = Da

ε , � � 
f(Δ) = Da = Δ\{z : |z| ≥ |a|, arg z = arg a}. � ��&� �������������� ���7��*����
���)��4���, Δ �� Da � ���*������*� f(0) = 0, f ′(0) > 0 %��&H0��*# 0�� f = fa.
�����*� ����%��� 

��,%/ �&����� F(a) � �&����*� ������0����5 ���7��*��5 ���)��4���� SM
� ������-����� � �����*�� ; -�%��&,H� -�&�0��/ �'���� ������� ���&���������
��K77�'����� 7���'�� �% F(a).

��*$�:� 6� �� �+/�. ,&��'�� f ∈ F(a), f(z) = a1z + a2z
2 + ..., �����������

��"��� �'���� ��A,,�'����� a2.
<=� V��� |a| ≤ 3− 2

√
2, ��

|a2| ≤ 8|a| (|a| − 1)2

(|a|+ 1)4
.

B=� V��� 3− 2
√

2 < |a| < 1, ��

|a2| ≤ 1
2
.

#�������� �����)�+�� �� ,&��'��� ���/��@�+��� ��&) Δ �� ��&) � ����6
��	��� ��
��
��� ���"�� � ��&"�� <= Y ���	�� �� ,&��'�� ���� ;B=�

*;�e�"��%)"�*� ����/ 7���'�, f ∈ F(a). �����# ��� ��*�0�&��/ ��.�#
F (z) = f(z)/f ′(0) ∈ SM �&, M = 1/f ′(0). ��� �%������ !�* # ��-��*��# tCu"



���������� ���������	�� �� 
�	�	���"	� ������������ ;A;

� �&����5 SM �-�����&��� ��0��, �'���� ������� ���&��������� ��K77�'�����@
|F ′′(0)/2| ≤ 2(1− 1/M), -��0�* ��������� ����������, ��&/�� �� 7���'�,5 ���� 
�&�������&/��# �&, f ∈ F(a)

|a2|
f ′(0)

=
|f ′′(0)|
2f ′(0)

=
|F ′′(0)|

2
≤ 2
(
1− f ′(0)

)
,

� � 
|a2| ≤ 2f ′(0)

(
1− f ′(0)

)
.

� ��&� �'���� !;" �*��*@ f ′(0) ≤ 4|a|/(1 + |a|)2. � ������ ������� 2t(1−t) ≤ 1/2
�&, &H)��� t ∈ [0, 1] � ��������� ����������, -�� t = 1/2. ����* �)��%�*# ��&�
4|a|/(1 + |a|)2 ≤ 1/2 !� � |a| ≤ 3− 2

√
2"# ��

|a2| ≤ 2
4|a|

(1 + |a|)2
(
1− 4|a|

(1 + |a|)2
)

= 8|a| (|a| − 1)2

(|a|+ 1)4

� ��������� ����������, �� ��&/�� 7���'�,5 ���� !C" 
��&� 4� 4|a|/(1 + |a|)2 > 1/2, ��

|a2| ≤ 1
2
,

� ��������� ����������, �� 7���'�,5# ���)��4�HI�5 Δ �� ���� � �����&/��*
��%��%�* �� ��0�� (3− 2

√
2)ei arg a �� ei arg a. �����*� ����%��� 

1�����# ��-�&/%��*�� -�� -�&�0���� �'���� � &������8�����������5 ��*��8
����5 ��&�*��7��5 7���'�� !�* tDu"# -�%��&,H� ����%��/ �&���HI�H �����*� 

��*$�:� 9� �� �+/�. ,&��'�� f ∈ F(a) � �� �+/�)� z ∈ Δ �����������
��"�� �'����

|f ′(z)| ≤ 4|a|
(1 + |a|)2 ·

1− |f(z)|2
1− |z|2 · |1− f(z)/a| |1− af(z)|

|1− e−i arg af(z)|2 . (4)

#�������� �����)���� �� ,&��'�� ���� ;B=�

+�*���*# 0�� -�� z = 0 �'���� !A" -���)������ ��� !;"# � -�� |a| → 1 �%
!A" �&����� &�**� ����'� � ������������ 7��*�# ������, *�4�� )��/ �������#
��-��*��# � tEu 

*;�e�"��%)"�*� ����/ 7���'�, f ∈ F(a) � z ∈ Δ L 7������������ 0��&� 
����*����* ���7��*��� ����*��7�%*� �����0���� �����

ϕ(ζ) =
ζ + z

1 + zζ
� ψ(w) = eiα

w − f(z)
1− f(z)w

, (5)

�&, ������5

ϕ′(ζ) =
1− |ζ|2

(1 + zζ)2
� ψ′(w) = eiα

1− |f(z)|2
(1− f(z)w)2

.

����*��� α -��)���* ����* �)��%�*# 0��)� ��*-�%�'�, f̃(ζ) = ψ ◦ f ◦ ϕ(ζ)
-�����&�4�&� ��������*� �&���� F(ã), ��� ã = eiα a−f(z)

1−f(z)a
. 
&, K���� ���)5���*�#



;AC ���� ����� !�������	 ����

0��)� 0��&� f̃ ′(0) = ϕ′(0) · f ′(z) · ψ′(f(z)) = eiαf ′(z) 1−|z|2
1−|f(z)|2 )�&� -�&�4���&/�� 

i�� �����# ��&� α = − arg f ′(z).
% �����*� ; �&�����# 0��

f̃ ′(0) ≤ 4|ã|
(1 + |ã|)2 , � � 

eiαf ′(z) ≤ 4
|a− f(z)|
|1− af(z)| ·

1− |f(z)|2
1− |z|2 ·

(
|1− af(z)|

|1− af(z)|+ |a− f(z)|

)2

.

����)��%��* %��*�����&/ -��&����� �% ���)��@

|1− af(z)|+ |a− f(z)| = |1− af(z)|+ |a− f(z)| =
=
∣∣1− |a|e−i arg af(z)

∣∣+ ∣∣|a| − e−i arg af(z)
∣∣ ≥ (1 + |a|)|1− e−i arg af(z)|.

����* �)��%�*

|f ′(z)| ≤ 4
(1 + |a|)2

1− |f(z)|2
1− |z|2 · |a− f(z)| · |1− af(z)|

|1− e−i arg af(z)|2 ,

0�� ����%����� �-�����&�����/ ���)��*�� �'���� !A" �����*� ����%��� 


�&/���.�� -��*������ ��5����# ��-�&/%������� -�� ����%���&/���� �����8
*� ?# ���*����� � �����������*� �% �����*� C -�%��&,�� -�&�0��/ ������������
�'���� �&, |f ′(z)|.

��*$�:� R� �� �+/�. ,&��'�� f ∈ F(a) � �� �+/�)� z ∈ Δ, arg z = ϕ,
����������� �'����

f ′(0)−
∫ |z|

0

Af (r) dr
1− r2 ≤ 1− |z|2

1− |f(z)|2 · |f
′(z)| ≤ f ′(0) +

∫ |z|

0

Af (r) dr
1− r2 , (6)

)��

Af (r) =
8|a|

(1 + |a|)2 ·
∣∣1− f(reiϕ)/a

∣∣ ∣∣1− af(reiϕ)
∣∣

|1− e−i arg af(reiϕ)|2 ×

×
( |a− f(reiϕ)| − |1− af(reiϕ)|
|a− f(reiϕ)|+ |1− af(reiϕ)|

)2

,

����
∣∣∣ a−f(reiϕ)
1−af(reiϕ)

∣∣∣ ≤ 3− 2
√

2, � Af (r) = 1
2 � ��������� ��&"���

�0������# 0�� ��4�,, �'���� � !E" ��I�������� ��&/�� -�� ��5 |z|, �&, ����8

��5 f ′(0) >
∫ |z|
0

Af (r) dr
1−r2 .

*;�e�"��%)"�*� ����/ 7���'�, f ∈ F(a) � z ∈ Δ L 7������������ 0��&� 
��� � -�� ����%���&/���� �����*� ? ����*����* ���7��*��� ����*��7�%*� ϕ(ζ)
� ψ(w) �����0���� ����� ���� !D"# ��� α ��� � -��4�� -��)���* ����* �)��%�*#
0��)� 7���'�, f̃(ζ) = ψ ◦ f ◦ ϕ(ζ) -�����&�4�&� ��������*� �&���� F(ã), ���



���������� ���������	�� �� 
�	�	���"	� ������������ ;A?

ã = eiα a−f(z)

1−f(z)a
. ����� ��-������������*� ��0��&���,*� �������&������,# 0��∣∣∣∣∣ f̃ ′′(0)

2

∣∣∣∣∣ = |f ′(z)| 1− |z|2
1− |f(z)|2

∣∣∣∣∣(1− |z|2)
(
f(z)f ′(z)
1− |f(z)|2 +

1
2
f ′′(z)
f ′(z)

)
− z
∣∣∣∣∣=

= |f ′(z)| 1− |z|2
1− |f(z)|2

∣∣∣∣(1− |z|2) ∂∂z ^X
|f ′(z)|

1− |f(z)|2 +
∂

∂z
(1− |z|2)

∣∣∣∣ =
= (1− |z|2)

∣∣∣∣ ∂∂z
(

(1 − |z|2) |f ′(z)|
1− |f(z)|2

)∣∣∣∣ .
����/ z = reiϕ. 
&, &H)�� ���������&/��%��0��� 7���'�� F (z) ��-�&�,���,

���������
∂

∂z
F (z) = e−iϕ

1
2
∂

∂r
F (reiϕ)− i 1

2
e−iϕ

r

∂

∂ϕ
F (reiϕ).

����� ∣∣∣∣∣ f̃ ′′(0)
2

∣∣∣∣∣ = 1− r2
2

∣∣∣∣ ∂∂r
(
|f ′(reiϕ)| 1− r2

1− |f(reiϕ)|2
)
−

− i
r

∂

∂ϕ

(
|f ′(reiϕ)| 1− r2

1− |f(reiϕ)|2
)∣∣∣∣ .

� ������ ������� � ��&� �����*� C �*��*∣∣∣∣∣ f̃ ′′(0)
2

∣∣∣∣∣ ≤ 8|ã| (|ã| − 1)2

(|ã|+ 1)4
,

��&� |ã| =
∣∣∣ a−f(z)

1−f(z)a

∣∣∣ ≤ 3 − 2
√

2, �
∣∣∣ f̃ ′′(0)

2

∣∣∣ ≤ 1
2 � -�������* �&�0�� ��-����������8

��*� ��0��&���,*� �������&������,# 0��∣∣∣∣∣ f̃ ′′(0)
2

∣∣∣∣∣ ≤ Af (r),

��� Af (r) �*��� ���# ���%����� � 7��*�&������ �����*� 
����* �)��%�*∣∣∣∣ ∂∂r

(
|f ′(reiϕ)| 1− r2

1− |f(reiϕ)|2
)
− i

r

∂

∂ϕ

(
|f ′(reiϕ)| 1− r2

1− |f(reiϕ)|2
)∣∣∣∣ ≤ 2Af (r)

1− r2 .

����, 4� �'����# �0������# �-�����&��� � �&, ���&/��� 0���� ����4���, -��
%����* *���&,# � � 

−2Af(r)
1− r2 ≤

∂

∂r

(
|f ′(reiϕ)| 1− r2

1− |f(reiϕ)|2
)
≤ 2Af (r)

1− r2 .

��������, -��&����� ������� ����������� -� ����%�� [0, |z|], � �0���* ����#
0�� f(0) = 0, -��5���* � ���)��*�* �'����* !E" �����*� ����%��� 



;AA ���� ����� !�������	 ����

6� �_*_d�5�#

����*�������� ��.� %���0� *���� )��/ �)�)I��� �� �&����
F(a1, a2, ..., an) ���7��*��5 ���)��4���� f �����0���� ����� Δ � ��),# ��*�8
�������5 ��&���,*� f(0) = 0, f ′(0) > 0, � �� -����*�HI�5 %��0���� a1, a2, ..., an,
��� ak, k = 1, n, L -�-���� ��%&�0��� ��*-&������ 0��&�# 0 < |ak| < 1, k = 1, n.

�������� *����������� *���&�� �����,%��5 �)&����� -�%��&,�� ����%��/ �&�8
��HI�H �����*� 

��*$�:� W� V��� ���/��@���� f0 ∈ F(a1, a2, ..., an) ������� "�� f ′
0(0) ≥ f ′(0)

�� ���� f ∈ F(a1, a2, ..., an), �� f0 ���/��@��� Δ �� �/����	

D0 = Δ\
n⋃
k=1

γk,

)�� γk, k = 1, n, Y �&)� @��������� ������� ������+��� �����"�&+ ���&@����	
� ��"���� ak, k = 1, n.

���)I� �����,# ���� γk �� �),%��� )��/ -�-���� ��%hH�����*�# �� �� ��%)�8
��H� Δ �� -���)&���� � �� -��5��,� 0���% ��0�&� ��������� 

*;�e�"��%)"�*� +�*���*# 0�� ��I���������� ���)��4���, f0 ∈ F(a1, a2, ...,
an), ������&,HI��� *����*�* 7���'����&� f ′(0), �&����� �% ��*-�������� � ��8
-�&���� &���&/��8�����*����� �5���*���� � ����� Δ -���&����� Fc(a1, a2, ..., an)
�&���� F(a1, a2, ..., an), �����,I�5 �% 7���'�� f, �&, ������5 f ′(0) ≥ c, ��� c > 0
L �������0�� *�&�� 7������������ 0��&�# � �% ��-���������� 7���'����&� f ′(0).

����/ f0 ∈ F(a1, a2, ..., an) ������# 0�� f ′
0(0) ≥ f ′(0) �&, ���5 f ∈ F(a1, a2, ..., an).

��� � -�� ����%���&/���� �����*� ; ����*����* �������0�� *�&�� 0��&� ε > 0,
�����# 0�� ���� {w : |w| ≤ ε} �����4���, � �)&���� D0 = f0(Δ). ����/ D0

ε =
D0\{w : |w| ≤ ε}. ����� � ��&� ���7��*��� �������������� *���&, �����,%���
�)&���� � ���*������# ��&�4����5 �� f0,

M(D0
ε) =

1
2π

^X
f ′
0(0)
ε

+ o(1).

���0�&� -���4�*# 0�� �)&���/ D0 �� �*��� ���.��5 ��0�� � ����� Δ. 
��8
������&/��# ��&� )� ����� ���.��� ��0�� ��I�������&�# �� � Δ ��.&��/ )� ��8
����,%��, �)&���/ D̃, �� �����4�I�, ��0�� a1, a2, ..., an, ����,# 0�� D0 ⊂ D̃. ��8
�H�� � ��&� *����������� *���&�� �����,%��5 �)&����� �&�����&� )�# 0�� �&,
D̃ε = D̃\{w : |w| ≤ ε}

M(D0
ε) < M(D̃ε) =

1
2π

^X
f̃ ′(0)
ε

+ o(1),

��� f̃ ∈ F(a1, a2, ..., an), � ���)��4��� Δ �� D̃. �&�������&/��#

f ′
0(0) < f̃ ′(0),

0�� -��������0�� K�����*�&/����� ���)��4���, f0.
����* �)��%�*# ������,%��, �)&���/ D0 -�������&,�� ��)�� �����0��� ����

� ��%��%�*� -� �����*� �����5 γk, k = 1,m, -��5��,I�5 0���% ��0�� ak, k =



���������� ���������	�� �� 
�	�	���"	� ������������ ;AD

1, n. 	)���*�,# 0�� �����*� ��%��%�� *�4�� )��/ �-����� � -�*�I/H �����5 γk,
�)&���HI�5 ��������*�# ���%����*� � 7��*�&������ �����*� 


��������&/��# ��&� )� �����8&�)� �% ��%��%�� ��%*�4�� )�&� ��������/ !%�
�0�� ����# 0�� �� �� ����0������, �� � ����� �% ��0�� ak" ����* �)��%�*# 0��)�

-�&�0�HI�,�, -�� K��* �)&���/ D̃ ������&��/ ������,%��� � �� �����4�&� ��0��
a1, a2, ..., an, �� K�� -����&� )� � ��&H0���H D0 ⊂ D̃, -��0�* D̃ \D0 �= ∅. �����#
��� � ��.�# ��-�&/%�, *����������/ *���&�� �����,%��5 �)&�����# *� -�&�0�&�
)� ����������� M(D0

ε) < M(D̃ε), �# �&�������&/��# f ′
0(0) < f̃ ′(0) �&, f̃ , ���)��4�8

HI�� Δ �� D̃.
���# �����*� ��%��%�� � �����0��* �����# �����������HI�5 K�����*�&/���

�)&���� D0 = f0(Δ), ������# 0�� ��4��� ��%��% %����0������, � �����8&�)� �% ��8
0�� a1, a2, ..., an, � �� �*��� ������&����# �� -��5��,I�5 0���% K�� ��0�� ��������
-��,�/# 0�� ����H �����*� ��%��%�� *�4�� �-����/ � -�*�I/H n4��������5 ���8
��5# ����0���HI�5�, � ��0��5 ak, k = 1, n, �# ��%*�4��# 0����0�� ���-���HI�5 
�����*� ����%��� 

+�*���*# 0�� ��,��H 7���'�H f ∈ F(a1, a2, ..., an) *�4�� -���������/ � ����
��*-�%�'��

f = Φ1 ◦ Φ2 ◦ ... ◦Φn, (7)

��� ���7��*��� ���)��4���, Φk, r|1, n, -�����&�4�� ��������* �&����* F(ãk),
k = 1, n, ����*# 0��@

ã1 = a1, � Φ1 ∈ F(a1),

ãk = (Φ1 ◦ Φ2 ◦ ... ◦ Φk−1)
−1 (ak), k = 2, n,

� � ��)�� �0�������� ���)��4���, Φk �&�,�� �� ��� �&���HI�� ��0�� ak+1.
��� K��*

f ′(0) = Φ′
1(0) ·Φ′

2(0) · ... · Φ′
n(0),

��� � ��&� �����*� ; Φ′
k(0) ≤ 4|ãk|

(1+|ãk|)2 , k = 1, n. �0������# 0��# ��&� f0 ∈ F(a1, a2,

..., an) ������&,�� *����*�* 7���'����&� f ′(0), �� �&, -��&������ �% ��*��4���8
&�� ��&4�� �*��/ *���� ���������

Φ′
n(0) =

4|ãn|
(1 + |ãn|)2 .

� �0���* �����*� D ���H�� %��&H0��*# 0�� K�����*�&/��� ���)��4���� f0
*�4�� )��/ -�������&��� � ���� ��*-�%�'�� !<"# ��� ��4��, 7���'�, Φk, k =
1, n− 1, ���)��4��� Δ �� ���� � ��������* ��%��%�* !���),%���&/�� �����&/8
��*"# � -��&����� %���� Φn ��*-�%�'�� !<" -�������&,�� ��)�� ���7��*��� ���)8
��4���� Δ �� ���� � �����&/��* ��%��%�* �� ��0��

ãn = (Φ1 ◦ Φ2 ◦ ... ◦ Φn−1)
−1 (an).



;AE ���� ����� !�������	 ����

��;�&'�5��

����* �)��%�*# ��-�&/%������ ������� *���&�� �����,%��5 �)&�����# ��**��8
��%�'�����5 -���)��%������ � *������# ��%����5 � ������ &������8���������8
��5 ��*����� &���&/��8����&�����5 7���'��# -�%��&,�� -�&�0��/ ��0��� �'����
� �&����5 F(a) ���7��*��5 ���)��4����# �� -����*�HI�5 ��������5 %��0���� 

��������&,�� ������� ����%���&/���� ���&���0��5 �'���� � �&����5 F(a1, a2,
..., an).

�T�)*; ��"�$�"[$(

t;u �_PQP � g yWS�F[SXT c_Wk^SZ lW_ kWOXYSY XWXn\X[Ue[X` lOXFT[WXU JJ xXX jW^WX 
d\Te ;GE<8;GEB a C= j ?;A 

tCu j_WreW_Wn f a ]nSX FWS�F[SXT SUT[ZUTSU lW_ kWOXYSY OX[n\^SXT lOXFT[WXUJJ xXX 
jW^WX d\Te ;GG? a DB# V ? j CE<8C<? 

t?u 
�)���� � � ��**����%�'�, � ������ 7���'�� ��*-&������� -���*������
JJ 	�-�5� *�� ���� ;GGA# � AG# V ; � ?8<E 

tAu 
4������ 
4 ����&������ 7���'�� � ���7��*��� ���)��4���, 1 # ;GEC 

tDu jWZZS_SXrS ye z[XS\_8[Xn\_[\XTS N\Z[^[SX \X\^QT[UFeS_ NOXFT[WXSX w JJ d\Te 
xXX ;GEA �l ;DD j ;=B8;DA 

tEu ��&�%�� � 1 ���*����0����, �����, 7���'�� ��*-&������� -���*������ 
1 # ;GEE 


