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Введение

Вихревые образования в жидкости исследовались главным образом в рамках
моделей Эйлера и Навье–Стокса [1, 2]. Постоянная средняя плотность жидкости
𝜌 входит в качестве параметра в обе указанные модели. Система Навье–Стокса
включает еще одну физически осмысленную положительную константу – коэф-
фициент вязкости (динамический или кинематический). Экспериментально изме-
ряемая скорость звука 𝑐𝑠 не является определяющим параметром в системе Навье–
Стокса. Однако скорость распространения возмущений в сплошной среде не может
не оказывать влияния на характер ее течения.

В 1993 г. автором данной статьи была предложена еще одна математическая мо-
дель течений жидкости, получившая название квазигидродинамической (КГД) [3].
Эта система, содержащая 𝑐𝑠 в качестве параметра, стала предметом многочислен-
ных исследований [4,5]. Были выявлены ее глубокие связи с классическими урав-
нениями Эйлера и Навье–Стокса. Система КГД использовалась для построения
численных методов решения системы Навье–Стокса в естественных переменных,
как двумерном, так и в трехмерном случае [6, 7]. В настоящей работе построены
два новых точных решения стационарных квазигидродинамических уравнений в
цилиндрических координатах. Первое решение является общим для систем Эйлера
и Навье–Стокса. Второе удовлетворяет системе Навье–Стокса, но не является точ-
ным решением уравнений Эйлера. Оба решения описывают вихревые структуры
в жидкости.
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1. Общее точное решение стационарных систем Навье–Стокса, Эйлера
и квазигидродинамической системы в цилиндрических координатах

Стационарная система Навье–Стокса для вязкой несжимаемой жидкости без
учета влияния внешних сил в цилиндрических координатах может быть записана
следующим образом:

1

𝑟

𝜕(𝑟𝑢𝑟)

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝑢𝜙
𝜕𝜙

+
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

= 0, (1.1)

1

𝑟

𝜕(𝑟𝑢2𝑟)

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕(𝑢𝜙𝑢𝑟)

𝜕𝜙
+
𝜕(𝑢𝑧𝑢𝑟)

𝜕𝑧
−
𝑢2𝜙
𝑟

+
1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑟
=

= 2𝜈
(︁1

𝑟

𝜕(𝑟𝜎𝑟𝑟)

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝜎𝜙𝑟

𝜕𝜙
+
𝜕𝜎𝑧𝑟
𝜕𝑧

− 𝜎𝜙𝜙

𝑟

)︁
, (1.2)

1

𝑟

𝜕(𝑟𝑢𝑟𝑢𝜙)

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕(𝑢2𝜙)

𝜕𝜙
+
𝜕(𝑢𝑧𝑢𝜙)

𝜕𝑧
+
𝑢𝑟𝑢𝜙
𝑟

+
1

𝜌𝑟

𝜕𝑝

𝜕𝜙
=

= 2𝜈
(︁1

𝑟

𝜕(𝑟𝜎𝑟𝜙)

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝜎𝜙𝜙

𝜕𝜙
+
𝜕𝜎𝑧𝜙
𝜕𝑧

+
𝜎𝜙𝑟

𝑟

)︁
, (1.3)

1

𝑟

𝜕(𝑟𝑢𝑟𝑢𝑧)

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕(𝑢𝜙𝑢𝑧)

𝜕𝜙
+
𝜕(𝑢2𝑧)

𝜕𝑧
+

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑧
=

= 2𝜈
(︁1

𝑟

𝜕(𝑟𝜎𝑟𝑧)

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝜎𝜙𝑧

𝜕𝜙
+
𝜕𝜎𝑧𝑧
𝜕𝑧

)︁
. (1.4)

Символом 𝜌 обозначена плотность жидкости, 𝜈 – коэффициент кинематической
вязкости. Величины 𝜌 и 𝜈 считаются заданными положительными постоянными.
Компоненты тензора скоростей деформаций определяются с помощью соотноше-
ний

𝜎𝑟𝑟 =
𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑟

, 𝜎𝜙𝜙 =
1

𝑟

𝜕𝑢𝜙
𝜕𝜙

+
𝑢𝑟
𝑟
, 𝜎𝑧𝑧 =

𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

,

𝜎𝑟𝜙 = 𝜎𝜙𝑟 =
1

2

[︁1

𝑟

𝜕𝑢𝑟
𝜕𝜙

+ 𝑟
𝜕

𝜕𝑟

(︁𝑢𝜙
𝑟

)︁]︁
,

𝜎𝜙𝑧 = 𝜎𝑧𝜙 =
1

2

(︁𝜕𝑢𝜙
𝜕𝑧

+
1

𝑟

𝜕𝑢𝑧
𝜕𝜙

)︁
,

𝜎𝑧𝑟 = 𝜎𝑟𝑧 =
1

2

(︁𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑟

+
𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑧

)︁
. (1.5)

Связь декартовых координат (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝑥, 𝑦, 𝑧) с цилиндрическими координа-
тами (𝑟, 𝜙, 𝑧) дается равенствами

𝑥 = 𝑟 cos𝜙, 𝑦 = 𝑟 sin𝜙, 𝑧 = 𝑧.
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Неизвестными величинами являются компоненты 𝑢𝑟 = 𝑢𝑟(𝑟, 𝜙, 𝑧), 𝑢𝜙 = 𝑢𝜙(𝑟, 𝜙, 𝑧),
𝑢𝑧 = 𝑢𝑧(𝑟, 𝜙, 𝑧) вектора скорости 𝑢⃗ в ортонормированном локальном базисе (𝑒⃗𝑟,
𝑒⃗𝜙, 𝑒⃗𝑧) и давление 𝑝 = 𝑝(𝑟, 𝜙, 𝑧).

Если в системе Навье–Стокса (1.1) – (1.4) пренебречь вязкими членами, то
получим классическую систему Эйлера в динамике идеальной жидкости:

1

𝑟

𝜕(𝑟𝑢𝑟)

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝑢𝜙
𝜕𝜙

+
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

= 0, (1.6)

1

𝑟

𝜕(𝑟𝑢2𝑟)

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕(𝑢𝜙𝑢𝑟)

𝜕𝜙
+
𝜕(𝑢𝑧𝑢𝑟)

𝜕𝑧
−
𝑢2𝜙
𝑟

+
1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑟
= 0, (1.7)

1

𝑟

𝜕(𝑟𝑢𝑟𝑢𝜙)

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕(𝑢2𝜙)

𝜕𝜙
+
𝜕(𝑢𝑧𝑢𝜙)

𝜕𝑧
+
𝑢𝑟𝑢𝜙
𝑟

+
1

𝜌𝑟

𝜕𝑝

𝜕𝜙
= 0, (1.8)

1

𝑟

𝜕(𝑟𝑢𝑟𝑢𝑧)

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕(𝑢𝜙𝑢𝑧)

𝜕𝜙
+
𝜕(𝑢2𝑧)

𝜕𝑧
+

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑧
= 0. (1.9)

Для 𝑟 > 0 определим функции

𝑢𝑟 = −𝑎𝑟
2
, 𝑢𝜙 =

Γ

2𝜋𝑟
, 𝑢𝑧 = 𝑎𝑧, (1.10)

𝑝 = 𝑝(𝑟, 𝑧) = 𝑝0 +
𝜌𝑎2

8

(︀
(𝑟20 − 𝑟2) + 4(𝑧20 − 𝑧2)

)︀
+
𝜌Γ2

8𝜋2

(︁ 1

𝑟20
− 1

𝑟2

)︁
. (1.11)

Здесь 𝑎 и Γ – постоянные величины. Символом 𝑝0 обозначено значение давления
в точке (𝑟0, 𝑧0), где 𝑟0 > 0. Подставим (1.10) в (1.5). Получим

𝜎𝑟𝑟 = −𝑎
2
, 𝜎𝜙𝜙 = −𝑎

2
, 𝜎𝑧𝑧 = 𝑎,

𝜎𝑟𝜙 = 𝜎𝜙𝑟 = − Γ

2𝜋𝑟2
, 𝜎𝜙𝑧 = 𝜎𝑧𝜙 = 0, 𝜎𝑧𝑟 = 𝜎𝑟𝑧 = 0. (1.12)

Кроме того,

𝑢𝑟
𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑟

+
𝑢𝜙
𝑟

𝜕𝑢𝑟
𝜕𝜙

+ 𝑢𝑧
𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑧

−
𝑢2𝜙
𝑟

+
1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑟
= 0,

𝑢𝑟
𝜕𝑢𝜙
𝜕𝑟

+
𝑢𝜙
𝑟

𝜕𝑢𝜙
𝜕𝜙

+ 𝑢𝑧
𝜕𝑢𝜙
𝜕𝑧

+
𝑢𝑟𝑢𝜙
𝑟

+
1

𝜌𝑟

𝜕𝑝

𝜕𝜙
= 0,

𝑢𝑟
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑟

+
𝑢𝜙
𝑟

𝜕𝑢𝑧
𝜕𝜙

+ 𝑢𝑧
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

+
1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑧
= 0. (1.13)

Принимая во внимание равенства (1.12) и (1.13), нетрудно убедиться в том, что
набор функций (1.10), (1.11) образует точное решение как системы Навье–Стокса
(1.1) – (1.4), так и системы Эйлера (1.6) – (1.10). При Γ ̸= 0 это решение описывает
стационарный вихрь в жидкости.
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Выпишем квазигидродинамическую систему без учета влияния внешних сил в
цилиндрических координатах для случая установившихся течений:

1

𝑟

𝜕(𝑟𝑢𝑟)

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝑢𝜙
𝜕𝜙

+
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

=
1

𝑟

𝜕(𝑟𝑤𝑟)

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝑤𝜙

𝜕𝜙
+
𝜕𝑤𝑧

𝜕𝑧
, (1.14)

1

𝑟

𝜕(𝑟𝑢2𝑟)

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕(𝑢𝜙𝑢𝑟)

𝜕𝜙
+
𝜕(𝑢𝑧𝑢𝑟)

𝜕𝑧
−
𝑢2𝜙
𝑟

+
1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑟
=

= 2𝜈
(︁1

𝑟

𝜕(𝑟𝜎𝑟𝑟)

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝜎𝜙𝑟

𝜕𝜙
+
𝜕𝜎𝑧𝑟
𝜕𝑧

− 𝜎𝜙𝜙

𝑟

)︁
+

+
2

𝑟

𝜕(𝑟𝑤𝑟𝑢𝑟)

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕(𝑤𝜙𝑢𝑟)

𝜕𝜙
+
𝜕(𝑤𝑧𝑢𝑟)

𝜕𝑧
+

+
1

𝑟

𝜕(𝑢𝜙𝑤𝑟)

𝜕𝜙
+
𝜕(𝑢𝑧𝑤𝑟)

𝜕𝑧
− 2

𝑢𝜙𝑤𝜙

𝑟
, (1.15)

1

𝑟

𝜕(𝑟𝑢𝑟𝑢𝜙)

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕(𝑢2𝜙)

𝜕𝜙
+
𝜕(𝑢𝑧𝑢𝜙)

𝜕𝑧
+
𝑢𝑟𝑢𝜙
𝑟

+
1

𝜌𝑟

𝜕𝑝

𝜕𝜙
=

= 2𝜈
(︁1

𝑟

𝜕(𝑟𝜎𝑟𝜙)

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝜎𝜙𝜙

𝜕𝜙
+
𝜕𝜎𝑧𝜙
𝜕𝑧

+
𝜎𝜙𝑟

𝑟

)︁
+

+
1

𝑟

𝜕(𝑟𝑤𝑟𝑢𝜙)

𝜕𝑟
+

2

𝑟

𝜕(𝑤𝜙𝑢𝜙)

𝜕𝜙
+
𝜕(𝑤𝑧𝑢𝜙)

𝜕𝑧
+

+
1

𝑟

𝜕(𝑟𝑢𝑟𝑤𝜙)

𝜕𝑟
+
𝜕(𝑢𝑧𝑤𝜙)

𝜕𝑧
+
𝑢𝑟𝑤𝜙 + 𝑢𝜙𝑤𝑟

𝑟
, (1.16)

1

𝑟

𝜕(𝑟𝑢𝑟𝑢𝑧)

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕(𝑢𝜙𝑢𝑧)

𝜕𝜙
+
𝜕(𝑢2𝑧)

𝜕𝑧
+

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑧
=

= 2𝜈
(︁1

𝑟

𝜕(𝑟𝜎𝑟𝑧)

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝜎𝜙𝑧

𝜕𝜙
+
𝜕𝜎𝑧𝑧
𝜕𝑧

)︁
+

+
1

𝑟

𝜕(𝑟𝑤𝑟𝑢𝑧)

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕(𝑤𝜙𝑢𝑧)

𝜕𝜙
+ 2

𝜕(𝑤𝑧𝑢𝑧)

𝜕𝑧
+

+
1

𝑟

𝜕(𝑟𝑢𝑟𝑤𝑧)

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕(𝑢𝜙𝑤𝑧)

𝜕𝜙
. (1.17)

Здесь

𝑤𝑟 = 𝜏
(︁
𝑢𝑟
𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑟

+
𝑢𝜙
𝑟

𝜕𝑢𝑟
𝜕𝜙

+ 𝑢𝑧
𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑧

−
𝑢2𝜙
𝑟

+
1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑟

)︁
,

𝑤𝜙 = 𝜏
(︁
𝑢𝑟
𝜕𝑢𝜙
𝜕𝑟

+
𝑢𝜙
𝑟

𝜕𝑢𝜙
𝜕𝜙

+ 𝑢𝑧
𝜕𝑢𝜙
𝜕𝑧

+
𝑢𝑟𝑢𝜙
𝑟

+
1

𝜌𝑟

𝜕𝑝

𝜕𝜙

)︁
,
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𝑤𝑧 = 𝜏
(︁
𝑢𝑟
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑟

+
𝑢𝜙
𝑟

𝜕𝑢𝑧
𝜕𝜙

+ 𝑢𝑧
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

+
1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑧

)︁
. (1.18)

Компоненты тензора скоростей деформаций вычисляются по формулам (1.5).
Система (1.14) – (1.17) отличается от (1.1) – (1.4) слагаемыми, содержащими

постоянный положительный множитель 𝜏 , имеющий размерность времени. Неиз-
вестными величинами в ней являются проекции вектора скорости 𝑢𝑟 = 𝑢𝑟(𝑟, 𝜙, 𝑧),
𝑢𝜙 = 𝑢𝜙(𝑟, 𝜙, 𝑧), 𝑢𝑧 = 𝑢𝑧(𝑟, 𝜙, 𝑧) и давление 𝑝 = 𝑝(𝑟, 𝜙, 𝑧). Параметр 𝜏 может быть
определен с помощью выражения

𝜏 =
𝜈

𝑐2𝑠
, (1.19)

где 𝑐𝑠 – скорость звука в жидкости. Для воды при температуре 𝑇0 = 293.15 𝐾
и нормальном атмосферном давлении 𝑝0 = 1.01325 · 106 дин/см2 плот-

ность 𝜌 = 1 г/см
3
, кинематическая вязкость 𝜈 = 0.01 см2/с, скорость звука

𝑐𝑠 = 1.483 · 105 см/c. С помощью (1.19) находим 𝜏 = 4.5469 · 10−13 c.
Покажем, что набор функций (1.10), (1.11) образует точное решение квазигид-

родинамической системы (1.14) – (1.17). Подстановка (1.13) в (1.18) приводит к
равенствам

𝑤𝑟 = 0, 𝑤𝜙 = 0, 𝑤𝑧 = 0.

Таким образом, 𝜏–члены в КГД системе обнуляются и она переходит в систему
Навье–Стокса. Найденное решение можно рассматривать как иллюстрирующий
пример к теореме, доказанной в [5] на с. 95. В газовой динамике другое вихревое
решение, общее для стационарных систем Эйлера, Навье–Стокса и КГД, построено
в [8].

2. Общее точное решение системы Навье–Стокса и квазигидродинами-
ческой системы в цилиндрических координатах, не удовлетворяющее
уравнениям Эйлера

Будем искать точное решение системы Навье–Стокса (1.1) – (1.4) в виде

𝑢𝑟 = 0, 𝑢𝜙 = Ω𝑟 +
Γ

2𝜋𝑟
, 𝑢𝑧 =

𝐴

4𝜈𝜌
𝑟2 +𝐵 ln 𝑟 + 𝐶, (2.1)

𝑝 = 𝑝(𝑟, 𝑧). (2.2)

Здесь Ω, Γ, 𝐴, 𝐵 и 𝐶 – постоянные величины. Будем считать, что одна из констант
Ω или Γ отлична от нуля. Постоянная 𝐴 не равна нулю. С помощью (2.1) и (1.5)
найдем компоненты тензора скоростей деформаций:

𝜎𝑟𝑟 = 0, 𝜎𝜙𝜙 = 0, 𝜎𝑧𝑧 = 0, 𝜎𝑟𝜙 = 𝜎𝜙𝑟 = − Γ

2𝜋𝑟2
,

𝜎𝜙𝑧 = 𝜎𝑧𝜙 = 0, 𝜎𝑧𝑟 = 𝜎𝑟𝑧 =
𝐴

4𝜈𝜌
𝑟 +

𝐵

𝑟
. (2.3)

Подстановка (2.1) в (1.1) – (1.4) приводит к соотношениям

𝜕𝑝

𝜕𝑟
=
𝜌𝑢2𝜙
𝑟
,

𝜕𝑝

𝜕𝑧
= 𝐴. (2.4)
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Фиксируем точку (𝑟0, 𝑧0), где 𝑟0 > 0. Пусть 𝑝0 – давление в этой точке. Используя
(2.4) и (2.1), находим

𝑝 = 𝑝(𝑟, 𝑧) =

𝑟∫︁
𝑟0

𝜌𝑢2𝜙(𝑟*)

𝑟*
𝑑𝑟* +𝐴(𝑧 − 𝑧0) =

=
𝜌Ω2

2

(︀
𝑟2 − 𝑟20

)︀
+
𝜌ΩΓ

𝜋
ln
(︁ 𝑟
𝑟0

)︁
+
𝜌Γ2

8𝜋2

(︁ 1

𝑟20
− 1

𝑟2

)︁
+𝐴(𝑧 − 𝑧0), 𝑟 > 0. (2.5)

Набор функций (2.1), (2.5) образует точное решение системы Навье–Стокса (1.1)
– (1.4).

Поскольку 𝐴 ̸= 0, построенное решение не удовлетворяет уравнениям Эйлера
(1.6) – (1.9). Покажем, что оно является точным для квазигидродинамической
системы (1.14) – (1.18). Подстановка (2.1), (2.5) в (1.18) дает

𝑤𝑟 = 0, 𝑤𝜙 = 0, 𝑤𝑧 =
𝜏𝐴

𝜌
.

Непосредственной проверкой можно убедиться в том, что все 𝜏–члены в КГД си-
стеме обращаются в ноль. Еще одно точное вихревое решение стационарной ква-
зигидродинамической системы в цилиндрических координатах построено.

Заключение

В научной литературе известны другие вихревые решения стационарных урав-
нений гидродинамики. Нидерландский физик Иоханнес Мартинус Бюргерс в 1948
году построил точное решение системы Навье–Стокса (1.1) – (1.4), описывающее
вихрь в жидкости [9, 10]. Оно имеет вид

𝑢𝑟 = −𝑎𝑟
2
, 𝑢𝜙 = 𝑢𝑛𝑠(𝑟) =

Γ

2𝜋𝑟

[︂
1 − exp

(︁
−𝑎𝑟

2

4𝜈

)︁]︂
, 𝑢𝑧 = 𝑎𝑧,

𝑝 = 𝑝(𝑟, 𝑧) = 𝑝1 −
𝜌𝑎2

8

(︀
𝑟2 + 4𝑧2

)︀
− 𝜌

+∞∫︁
𝑟

𝑢2𝑛𝑠(𝑟*)

𝑟*
𝑑𝑟*, 𝑟 > 0.

Здесь 𝑎 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, Γ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ̸= 0, 𝑝1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.
Еще одно решение системы Навье–Стокса (1.1) – (1.4) было найдено в 1963

году Ратипом Беркером (см. [2], с. 201). Компоненты поля скорости выглядят
следующим образом:

𝑢𝑟 =
2𝐴

𝑅2
𝑟𝑧, 𝑢𝜙 = 0, 𝑢𝑧 = 2𝐴

(︂
1 − 2𝑟2 + 𝑧2

𝑅2

)︂
,

где 𝑅 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝐴 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ̸= 0, 𝑟 > 0. Решение системы Эйлера в динамике
идеальной жидкости, опубликованное в 1893 году Михеем Хиллом и описывающее
шаровой вихрь, имеет те же соcтавляющие вектора скорости. Отличаются лишь
распределения давления

𝑝 = 𝑝𝑛𝑠(𝑟, 𝑧) = 𝑝1 + 𝜌𝐴2
[︁(︁ 𝑟
𝑅

)︁4
− 2
(︁ 𝑟
𝑅

)︁2
− 2
(︁ 𝑧
𝑅

)︁4
+ 4
(︁ 𝑧
𝑅

)︁2]︁
− 20𝜌𝜈𝐴

𝑅2
𝑧
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и

𝑝 = 𝑝𝑒𝑢(𝑟, 𝑧) = 𝑝1 + 𝜌𝐴2
[︁(︁ 𝑟
𝑅

)︁4
− 2
(︁ 𝑟
𝑅

)︁2
− 2
(︁ 𝑧
𝑅

)︁4
+ 4
(︁ 𝑧
𝑅

)︁2]︁
,

поскольку функция 𝑝𝑛𝑠(𝑟, 𝑧) зависит от параметра 𝜈, а функция 𝑝𝑒𝑢(𝑟, 𝑧) от него
не зависит. Попытки автора построить точные решения квазигидродинамических
уравнений (1.14) – (1.17), описывающие вихри Бюргерса и Хилла, пока к успеху
не привели.
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Two new exact solutions of stationary quasi–hydrodynamic equations in
cylindrical coordinates are constructed. First solution is common for Euler
and Navier–Stokes systems. The second solution satisfies to Navier–Stokes
system, but it is not exact solution for Euler equations. Both solutions
describe vortex structures in the fluid.
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