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Как известно, если оператор замыкания является алгебраическим, то
решетка его замкнутых множеств является алгебраической. Однако в
общем случае неверно, что если некоторое семейство множеств образу-
ет алгебраическую решетку по включению, то естественный оператор
замыкания, определенный этой решеткой, будет алгебраическим. В ра-
боте приводится пример алгебраической решетки множеств, естествен-
ный оператор замыкания которой не является алгебраическим. Кроме
того, приводится точный критерий алгебраичности естественного опе-
ратора замыкания, определенного алгебраической решеткой.
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Введение

Пусть 𝑈 — некоторое непустое множество. Заданную на множестве всех его
подмножеств одноместную операцию 𝐶 будем называть оператором (или опера-
цией) замыкания на множестве 𝑈 , если эта операция удовлетворяет следующим
условиям:

C1. 𝑋 ⊆ 𝐶(𝑋);

C2. 𝑋 ⊆ 𝑌 ⇒ 𝐶(𝑋) ⊆ 𝐶(𝑌 );

C3. 𝐶(𝐶(𝑋)) = 𝐶(𝑋).

Множество 𝑋 ⊆ 𝑈 будем называть замкнутым множеством, если 𝐶(𝑋) = 𝑋.
Для любого множества 𝑋 посредством 𝒫(𝑋) будем обозначать множество его

подмножеств, а посредством 𝒫𝑓𝑖𝑛(𝑋) — множество всех его конечных подмно-
жеств.

Частично упорядоченное множество ⟨𝐴,≤⟩ будем называть решеткой, если для
любых элементов 𝑎 и 𝑏 существуют наибольшая нижняя грань 𝑎 ∧ 𝑏 = inf{𝑎, 𝑏} и

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты № 16–07–01272-а и № 17–03–
00818-a).
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наименьшая верхняя грань 𝑎 ∨ 𝑏 = sup{𝑎, 𝑏}. Решетку будем называть полной,
если любое подмножество 𝑋 множества 𝐴 имеет инфинум и супремум, которые
мы будем обозначать

⋀︀
𝑋 и

⋁︀
𝑋, соответственно.

Элемент 𝑎 полной решетки называется компактным, если для всякого множе-
ства 𝐴 элементов этой решетки верно, что 𝑎 ≤

⋁︀
𝐴 ⇒ ∃𝐵 ∈ 𝒫𝑓𝑖𝑛(𝐴)(𝑎 ≤

⋁︀
𝐵).

Решетка называется алгебраической, если она является полной и для любого ее
элемента 𝑎 существует такое множество компактных элементов 𝐴, что 𝑎 =

⋁︀
𝐴.

Оператор замыкания называется алгебраическим, если выполняется равенство
𝐶(𝑋) =

⋃︀
{𝐶(𝑌 ) : 𝑌 ∈ 𝒫𝑓𝑖𝑛(𝑋)}.

Говорят, что семейство множеств ℒ образует систему замыканий (closure
system), если для любого его подсемейства 𝒴 ⊆ ℒ верно, что

⋂︀
𝒴 ∈ ℒ.2 Известно

(см. [1], с. 57, Теорема 1.1), что если семейство множеств ℒ образует систему за-
мыканий, то оно определяет оператор замыкания на множестве

⋃︀
ℒ следующим

образом: 𝐶(𝑋) =
⋂︀
{𝑌 ∈ ℒ : 𝑋 ⊆ 𝑌 }.

Замкнутыми элементами при этом являются в точности все элементы семей-
ства ℒ, которые образуют полную решетку по включению относительно пересе-
чения и операции взятия супремума, которая для любого подсемейства 𝒴 ⊆ ℒ
определяется следующим образом:

⋁︀
𝒴 = 𝐶(

⋃︀
𝒴).

Пусть задано некоторое семейство множеств 𝒯 ⊆ 𝒫(𝑈), которое образует пол-
ную решетку по включению ⟨𝒯 ,∨,∧⟩. Будем говорить, что решетка ⟨𝒯 ,∨,∧⟩ опре-
деляет естественный (для этой решетки) оператор замыкания на множестве
𝑈 , если существует одноместная функция 𝐶 : 𝒫(𝑈)→ 𝒫(𝑈), которая является опе-
рацией замыкания на 𝑈 и неподвижными точками которой являются в точности
элементы 𝒯 .

Известно, что полная решетка по включению ⟨𝒯 ,∨,∧⟩ некоторого семейства
множеств 𝒯 определяет естественный оператор замыкания на

⋃︀
𝒯 тогда и только

тогда, когда для любого подсемейства 𝒳 ⊆ 𝒯 верно, что
⋀︀
𝒳 =

⋂︀
𝒳 . То есть, когда

семейство множеств 𝒯 образует систему замыканий. Решетку, элементы которой
образуют систему замыканий, будем обозначать ⟨𝒯 ,∨,∩⟩.

Хорошо известны следующие факты.
Если оператор замыкания является алгебраическим, то решетка его замкну-

тых множеств является алгебраической ( [2] с. 11–12, Теорема 5.1).
Всякая алгебраическая решетка изоморфна решетке замкнутых множеств

некоторого алгебраического оператора замыкания ( [2] с. 12–13, Теорема 5.2).
Однако, следующее утверждение: если некоторое семейство множеств

𝒯 ⊆ 𝒫(𝑈) образует алгебраическую решетку по включению, то определенный
по этой решетке естественный оператор замыкания будет алгебраическим, в
общем случае не верно, что мы докажем ниже.

Также мы рассмотрим некоторое условие, которому должна удовлетворять ал-
гебраическая решетка по включению, чтобы определенный ею естественный опе-
ратор замыкания был алгебраическим.

1. Конечная порожденность компактных элементов

Пусть 𝒯 ⊆ 𝒫(𝑈) — некоторое семейство подмножеств, которое образует полную

2Семейство множеств, образующее систему замыканий, является нижней полной полурешет-
кой.
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решетку по включению с естественным оператором замыкания 𝐶. Будем говорить,
что некоторый элемент 𝑋 ∈ 𝒯 конечнопорожден, если существует такое конечное
множество 𝐴 ⊆ 𝑈 , что 𝑋 = 𝐶(𝐴).

Лемма 1. Пусть 𝒯 — семейство подмножеств множества 𝑈 , образующее пол-
ную решетку по включению ⟨𝒯 ,∨,∩⟩ с естественным оператором замыкания 𝐶,
и 𝑋 — компактный элемент решетки. Тогда 𝑋 конечнопорожден.

Доказательство. Рассмотрим множество 𝒳 = {𝐵 : 𝐵 ∈ 𝒫𝑓𝑖𝑛(𝑋)} и мно-
жество ℬ = {𝐶(𝐵) : 𝐵 ∈ 𝒫𝑓𝑖𝑛(𝑋)}. Известно, что если решетка опре-
деляет оператор замыкания, то для любого подсемейства 𝒴 ⊆ 𝒯 верно,
что

⋁︀
𝒴 = 𝐶(

⋃︀
𝒴), (см. [2] с. 10, Теорема 4.1). Так как 𝑋 =

⋃︀
𝒳 и⋃︀

𝒳 ⊆
⋃︀
ℬ ⊂ 𝐶(

⋃︀
ℬ), то 𝑋 ⊆

⋁︀
ℬ. Поскольку элемент 𝑋 является компакт-

ным, то существует такое конечное подсемейство {𝐶(𝐵1), . . . , 𝐶(𝐵𝑛)} ⊆ ℬ, что
𝑋 ⊆

⋁︀
{𝐶(𝐵1), . . . , 𝐶(𝐵𝑛)} = 𝐶(

⋃︀
{𝐶(𝐵1), . . . , 𝐶(𝐵𝑛)}) = 𝐶(

⋃︀
{𝐵1, . . . , 𝐵𝑛}).

Для любого 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 верно, что 𝐵𝑖 ⊆ 𝑋, следовательно,
𝐶(

⋃︀
{𝐵1, . . . , 𝐵𝑛}) ⊆ 𝐶(𝑋) = 𝑋. Таким образом, 𝑋 = 𝐶(

⋃︀
{𝐵1, . . . , 𝐵𝑛}), где⋃︀

{𝐵1, . . . , 𝐵𝑛} — конечное множество.

2. Пример алгебраической решетки множеств с неалгебраическим опе-
ратором замыкания

Построим алгебраическую решетку подмножеств, естественный оператор за-
мыкания которой не будет алгебраическим.

Посредством𝐻 обозначим множество всех нечетных натуральных чисел. Пусть
𝐿 = {2 + 3𝑘 : 𝑘 ≥ 1}, 𝒳 = {𝑋 ∈ 𝒫(𝐻) : 𝐿 ⊆ 𝑋} и Φ = {𝑋 ∪{2} : 𝑋 ∈ 𝒳}. Элементы
множества Ψ = 𝒫(𝐻) ∖ 𝒳 будем называть стандартными элементами, элементы
множества Φ будем называть выделенными элементами. Всякое выделенное мно-
жество 𝑌 имеет вид: 𝑌 = {2}∪𝐿∪𝑀 , где 𝑀 — некоторое стандартное множество.
Cемейство множеств 𝒯 = Ψ ∪ Φ, с отношением включения, и будет образовывать
нужную нам решетку.

Лемма 2. Семейство 𝒯 образует систему замыканий.

Доказательство. Несложно убедится, что для любого подсемейства 𝒳 ⊆ 𝒯 верно
следующее: если существует такое 𝑋 ∈ 𝒳 , что 𝑋 ∈ Ψ, то

⋂︀
𝒳 ∈ Ψ, в противном

случае
⋂︀
𝒳 ∈ Φ.

Поскольку, семейство 𝒯 образует систему замыканий, то оно определяет опе-
ратор замыкания 𝐶 на множестве 𝐻 ∪ {2}, при этом:

𝐶(𝑋) =

⎧⎨⎩ {2} ∪𝑋, 𝐿 ⊆ 𝑋 и 2 ̸∈ 𝑋;
𝐿 ∪𝑋, 2 ∈ 𝑋 и 𝐿 ̸⊆ 𝑋;

𝑋, иначе.

Таким образом, в этой решетке операция
⋁︀

определяется следующим образом:
для любого 𝒳 ⊆ 𝒯 , ⋁︁

𝒳 =

{︂
(
⋃︀
𝒳 ) ∪ {2}, 𝐿 ⊆

⋃︀
𝒳 ;⋃︀

𝒳 , иначе.
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Лемма 3. Множество компактных элементов этой решетки совпадает со мно-
жеством всех конечных стандартных множеств.

Доказательство. В силу Леммы 1, всякий компактный элемент решетки конеч-
нопорожден. Все конечнопорожденные множества этой решетки делятся на стан-
дартные и нестандартные.

В силу определения операции замыкания на данной решетке, замыкание ко-
нечного стандартного множества совпадает с ним самим. Пусть {𝑘1, . . . , 𝑘𝑛} ∈ Ψ и
для некоторого бесконечного семейства 𝒳 верно, что {𝑘1, . . . , 𝑘𝑛} ⊆

⋁︀
𝒳 . Посколь-

ку
⋁︀
𝒳 =

⋃︀
𝒳 или

⋁︀
𝒳 = (

⋃︀
𝒳 ) ∪ {2}, то есть, в любом случае,

⋁︀
𝒳 включает

объединение множеств из 𝒳 , то для каждого числа 𝑘𝑖 верно, что оно принадле-
жит некоторому элементу объединения. Таким образом, в 𝒳 найдется такое ко-
нечное подсемейство, что множество {𝑘1, . . . , 𝑘𝑛} содержится в супремуме этого
подсемейства.

Рассмотрим теперь конечные нестандартные множества, то есть содер-
жащие число 2. Такое множество имеет вид {2, 𝑘1, . . . , 𝑘𝑛}. Заметим что
𝐶({2, 𝑘1, . . . , 𝑘𝑛}) ⊆

⋁︀
{{𝑥} : 𝑥 ∈ 𝐿 ∪ {𝑘1, . . . , 𝑘𝑛}} и из этого бесконечного семей-

ства нельзя выделить конечное подсемейство, супремум которого содержал бы
𝐶({2, 𝑘1, . . . , 𝑘𝑛}).

Таким образом, все конечнопорожденные стандартные множества являются
компактными элементами данной решетки. Поскольку все остальные конечнопо-
рожденные элементы этой решетки компактными не являются, то семейство ее
компактных элементов совпадает с семейством всех конечных стандартных мно-
жеств.

Лемма 4. Любой элемент решетки 𝒯 является супремумом некоторого семей-
ства компактных элементов.

Доказательство. Очевидно, что для любого стандартного множества 𝑋 имеем:
𝑋 =

⋃︀
{{𝑥} : 𝑥 ∈ 𝑋} =

⋁︀
{𝐶(𝑥) : 𝑥 ∈ 𝑋}.

Поскольку всякое выделенное множество 𝑌 = {2} ∪𝐿∪𝑀 , где 𝑀 — некоторое
стандартное множество, то 𝑌 =

⋁︀
{𝐶(𝑥) : 𝑥 ∈ 𝐿 ∪𝑀}.

Теорема 1. Семейство 𝒯 является алгебраической решеткой по включению,
оператор замыкания которой не является алгебраическим.

Доказательство. Тот факт, что решетка 𝒯 является алгебраической, следует из
лемм 3 и 4.

Из Леммы 2 следует, что она определяет оператор замыкания 𝐶 на множестве⋃︀
𝒯 = 𝐻 ∪ {2}.
Заметим, что

𝐶(𝐿) = {2} ∪ 𝐿 ̸=
⋃︁
{𝑌 : 𝑌 ∈ 𝒫𝑓𝑖𝑛(𝐿)} =

⋃︁
{𝐶(𝑌 ) : 𝑌 ∈ 𝒫𝑓𝑖𝑛(𝐿)}.

Следовательно, естественный оператор замыкания этой решетки алгебраическим
не является.
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3. Отображения в подсемейства компактных элементов

Пусть некоторое семейство множеств 𝒯 ⊆ 𝒫(𝑈) образует алгебраическую ре-
шетку по включению ⟨𝒯 ,∨,∩⟩, которая определяет естественный оператор замы-
кания на 𝑈 .

Как известно, если ℒ — некоторая алгебраическая решетка и 𝒦 — множество
всех ее компактных элементов, то на множестве 𝒦 можно определить оператор
замыкания 𝐶𝒦 таким образом, что решетка замкнутых множеств этого оператора,
будет изоморфна решетке ℒ. Определим этот изоморфизм для решетки ⟨𝒯 ,∨,∩⟩.

Пусть 𝒦 — множество всех компактных в ⟨𝒯 ,∨,∩⟩ элементов. На множестве
𝒫(𝒦) определим алгебраический оператор замыкания 𝐶𝒦 следующим образом:
для любого Γ ∈ 𝒫(𝒦),

𝐶𝒦(Γ) = {𝐾 ∈ 𝒦 : 𝐾 ⊆
⋁︁

Γ}.

Тогда семейство всех замкнутых элементов из 𝒫(𝒦) образует алгебраическую
решетку по включению 𝑆, которая изоморфна решетке ⟨𝒯 ,∨,∩⟩. Отображение
𝜑 : 𝒯 → 𝑆 такое, что

𝜑(𝑋) = {𝐾 ∈ 𝒦 : 𝐾 ⊆ 𝑋} = 𝐶𝒦(Γ),

где Γ — такое множество компактных элементов, что 𝑋 =
⋁︀

Γ, является изо-
морфизмом между решетками ⟨𝒯 ,∨,∩⟩ и 𝑆. (Доказательство этих фактов можно
посмотреть в [2], стр. 12–13, доказательство Теоремы 5.2.)

Расширим отображение 𝜑 до отображения 𝜑𝒫 : 𝒫(𝑈)→ 𝑆, положив для любого
𝐴 ∈ 𝒫(𝑈),

𝜑𝒫(𝐴) = {𝐾 ∈ 𝒦 : 𝐾 ⊆ 𝐴}.

Далее, для любого семейства множеств 𝒳 ⊆ 𝒫(𝑈) посредством 𝜑(𝒳 ) и 𝜑𝒫(𝒳 )
будем обозначать семейства образов.

Семейство множеств 𝒳 будем называть направленным, если для любых 𝐴 ∈ 𝒳
и 𝐵 ∈ 𝒳 существует такое 𝐶 ∈ 𝒳 , что 𝐴 ∪𝐵 ⊆ 𝐶.

Лемма 5. Пусть 𝒯 — семейство подмножеств множества 𝑈 , образующее ал-
гебраическую решетку по включению ⟨𝒯 ,∨,∧⟩, и 𝒳 — его направленное подсемей-
ство. Тогда 𝜑𝒫(

⋃︀
𝒳 ) =

⋃︀
𝜑(𝒳 ).

Доказательство. Несложно заметить, что 𝜑𝒫 является монотонным относитель-
но включения отображением. Кроме того, верно, что для любого 𝑋 ∈ 𝒯 ,
𝜑(𝑋) = 𝜑𝒫(𝑋). Также для любого 𝑋 ∈ 𝒯 , верно, что если 𝑋 ⊆

⋃︀
𝒳 , то

𝜑(𝑋) ⊆ 𝜑𝒫(
⋃︀
𝒳 ) и, значит,

⋃︀
𝜑(𝒳 ) ⊆ 𝜑𝒫(

⋃︀
𝒳 ).

Пусть 𝐾 ∈ 𝜑𝒫(
⋃︀
𝒳 ). Тогда 𝐾 ⊆

⋃︀
𝒳 . Для любого семейства 𝒳 элементов

полной решетки подмножеств верно, что
⋃︀
𝒳 ⊆

⋁︀
𝒳 и, значит, 𝐾 ⊆

⋁︀
𝒳 . Так

как 𝐾 — компактный элемент решетки ⟨𝒯 ,∨,∧⟩, то существует подсемейство
{𝑌1, . . . , 𝑌𝑛} ⊆ 𝒳 такое, что 𝐾 ⊆

⋁︀
{𝑌1, . . . , 𝑌𝑛}. Вследствие того, что 𝒳 — направ-

ленное семейство, существует такое 𝑍 ∈ 𝒳 , что
⋃︀
{𝑌1, . . . , 𝑌𝑛} ⊆ 𝑍. Поскольку⋁︀

{𝑌1, . . . , 𝑌𝑛} = sup {𝑌1, . . . , 𝑌𝑛}, то
⋁︀
{𝑌1, . . . , 𝑌𝑛} ⊆ 𝑍. Таким образом, получим,

что 𝐾 ⊆ 𝑍 и, значит, 𝐾 ∈ 𝜑(𝑍) ⊆
⋃︀
𝜑(𝒳 ).
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4. Критерий алгебраичности оператора замыкания алгебраической ре-
шетки множеств

Для любого 𝑥 ∈ 𝑈 любое компактное подмножество 𝐾𝑥, для которого 𝑥 ∈ 𝐾𝑥,
будем называть компактным представителем элемента 𝑥.

Лемма 6. Пусть 𝒯 — семейство подмножеств множества 𝑈 , образующее ал-
гебраическую решетку по включению ⟨𝒯 ,∨,∧⟩. Если для любого 𝑋 ∈ 𝒯 верно,
что для любого 𝑥 ∈ 𝑋 во множестве 𝜑(𝑋) есть его компактный представи-
тель, то семейство 𝒯 замкнуто относительно объединения его направленных
подсемейств.

Доказательство. Пусть 𝒳 ⊆ 𝒯 и 𝒳 является направленным. Покажем, что⋃︀
𝒳 ∈ 𝒯 . Для этого докажем, что

⋃︀
𝒳 =

⋁︀
𝒳 .

Включение
⋃︀
𝒳 ⊆

⋁︀
𝒳 очевидно, докажем обратное включение.

Пусть 𝑥 ∈
⋁︀
𝒳 . Тогда в 𝜑(

⋁︀
𝒳 ) существует его компактный представитель —

множество 𝐾𝑥.
Так как 𝜑 — изоморфизм, то раз семейство 𝒳 — направленное, то и семейство

𝜑(𝒳 ) будет направленным. Поскольку 𝐶𝒦 — алгебраический оператор, то решетка
его неподвижных точек замкнута относительно объединения направленных подсе-
мейств (см. [1], с. 59–60, Теорема 1.2). Учитывая также Лемму 5, получим цепочку
равенств:

𝜑(
⋁︁
𝒳 ) =

⋁︁
𝜑(𝒳 ) =

⋃︁
𝜑(𝒳 ) = 𝜑𝒫(

⋃︁
𝒳 ).

Таким образом, 𝐾𝑥 ∈ 𝜑𝒫(
⋃︀
𝒳 ), то есть 𝐾𝑥 ⊆

⋃︀
𝒳 и, значит, 𝑥 ∈

⋃︀
𝒳 .

Теорема 2. Пусть 𝒯 — семейство подмножеств множества 𝑈 , образующее
алгебраическую решетку по включению ⟨𝒯 ,∨,∩⟩, которая определяет естествен-
ный оператор замыкания 𝐶 на 𝑈 . Оператор 𝐶 является алгебраическим тогда и
только тогда, когда для любого 𝑋 ∈ 𝒯 верно, что для любого 𝑥 ∈ 𝑋 во множе-
стве 𝜑(𝑋) есть его компактный представитель.

Доказательство. В силу Леммы 6, семейство 𝒯 замкнуто относительно объеди-
нения его направленных подсемейств. Как известно (см. [1], с. 59–60, Теорема 1.2),
если полная решетка замкнутых подмножеств замкнута относительно объедине-
ния направленных подсемейств, то ее естественный оператор замыкания является
алгебраическим.

Пусть оператор замыкания 𝐶, определенный решеткой ⟨𝒯 ,∨,∩⟩, является ал-
гебраическим. Пусть 𝑋 ∈ 𝒯 и 𝑥 ∈ 𝑋. Тогда 𝐶(𝑥) ⊆ 𝑋. Поскольку все конечно-
порожденные алгебраическим оператором замыкания множества являются ком-
пактными в решетке его замкнутых подмножеств (см. [3], с. 243–244, Теорема 7),
то 𝐶(𝑥) является компактным представителем 𝑥 в 𝜑(𝑋).

Заключение

В данной работе получен еще один точный критерий алгебраичности оператора
замыкания, который порожден некоторой системой замыканий.
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Таким образом, как следует из Леммы 3.1 (см. [4], с. 27–28), Леммы 1 и Тео-
ремы 7 (см. [3], с. 243–244), а также Теоремы 2 настоящей работы, следующие
утверждения будут эквивалентны:

– оператор замыкания, порожденный решеткой ⟨𝒯 ,∨,∩⟩, является алгебра-
ическим;

– решетка ⟨𝒯 ,∨,∩⟩ замкнута относительно объединения ее направленных
подсемейств;

– все конечнопорожденные естественным оператором замыкания решетки
⟨𝒯 ,∨,∩⟩ множества являются компактными;

– в алгебраической решетке ⟨𝒯 ,∨,∩⟩ для любого 𝑋 ∈ 𝒯 и для любого 𝑥 ∈ 𝑋
существует такой его компактный представитель 𝐾𝑥, что 𝐾𝑥 ⊆ 𝑋.

Несложно заметить, что последнее утверждение эквивалентно следующему: в ал-
гебраической решетке ⟨𝒯 ,∨,∩⟩ для любого 𝑋 ∈ 𝒯 и для любого 𝑥 ∈

⋃︀
𝒯 верно,

что 𝑥 ∈ 𝑋 тогда и только тогда, когда существует такой компактный его
представитель 𝐾𝑥, что 𝐾𝑥 ⊆ 𝑋.
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It is well known that a lattice of closed sets is algebraic lattice if a closure
operator is algebraic. The converse is not true. In this paper we give an
example of an algebraic lattice the closure operator of which is not algebraic.
The exact criterion that the closure operator of an algebraic lattice is
algebraic is found. It is proved that the closure operator of an algebraic
lattice 𝒯 is algebraic if and only if for any 𝑋 ∈ 𝒯 and for any 𝑥 ∈ 𝑋, there
exists a compact element 𝐾𝑥 such that 𝑥 ∈ 𝐾𝑥 and 𝐾𝑥 ⊆ 𝑋.
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