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Показано, что любое бесконечно дифференцируемое решение стацио-
нарной системы Эйлера является решением соответствующей квази-
гидродинамической системы тогда и только тогда, когда оно удовлетво-
ряет стационарной системе Навье–Стокса. Приведен пример точного
решения, общего для трех указанных систем и описывающего изотер-
мический вихрь в газе.
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Введение

Для описания течений газа широко использовались классические системы Эй-
лера и Навье–Стокса [1]. Нетривиальной является задача построения точных фи-
зически осмысленных решений этих систем. В 1997 г. автором была феноменоло-
гически выведена еще одна система уравнений [2], получившая название квази-
гидродинамической (КГД). Она стала предметом многочисленных исследований,
обзоры которых приведены в [3] – [6]. КГД уравнения успешно использовались для
изучения движений газа в микроканалах, а также при моделировании турбулент-
ных течений.

В последнее время предложен новый подход к теоретическому обоснованию
полных квазигидродинамических уравнений, использующий процедуру замыка-
ния Колмана–Нолла [7]. КГД система была успешно применена для прямого мо-
делирования течений в микрообразцах горных пород [8]. Другое направление свя-
зано с построением на основе системы КГД эффективных разностных схем расчета
одномерных нестационарных газодинамических течений [9].

В данной работе сделан еще один шаг к теоретическому обоснованию КГД
уравнений, выявлению их связей с классическими системами Эйлера и Навье–
Стокса. Показано, что любое бесконечно дифференцируемое решение стационар-
ной системы Эйлера является решением соответствующей КГД системы тогда и
только тогда, когда оно удовлетворяет стационарной системе Навье–Стокса. При-
веден пример точного решения, общего для трех указанных систем и описываю-
щего изотермический вихрь в газе.
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1. Полная квазигидродинамическая система для установившихся тече-
ний. Системы Эйлера и Навье–Стокса

Квазигидродинамическая система, описывающая установившиеся течения
сжимаемого вязкого теплопроводного газа, имеет вид

div (𝜌�⃗�) = div (𝜌�⃗�), (1.1)

div (𝜌�⃗�⊗ �⃗�) + ∇𝑝 = 𝜌𝐹 + div Π + div [(𝜌�⃗� ⊗ �⃗�) + (𝜌�⃗�⊗ �⃗�)], (1.2)

div
[︁
𝜌�⃗�
(︁ �⃗�2

2
+ 𝜀
)︁

+ 𝑝�⃗�
]︁

+ div �⃗� = 𝜌
(︀
𝐹 · (�⃗�− �⃗�)

)︀
+ div (Π · �⃗�)+

+div
[︁
𝜌�⃗�
(︁ �⃗�2

2
+ 𝜀
)︁

+ 𝑝�⃗� + 𝜌�⃗�(�⃗� · �⃗�)
]︁
. (1.3)

Здесь 𝐹 = 𝐹 (�⃗�) – массовая плотность внешних сил. Входящие в (1.1) – (1.3) вели-
чины Π, �⃗� и �⃗� вычисляются по формулам

Π = 𝜂
(︁

(∇⊗ �⃗�) + (∇⊗ �⃗�)𝑇 − 2

3
𝐼div �⃗�

)︁
, (1.4)

�⃗� = −æ∇𝑇, (1.5)

�⃗� =
𝜏

𝜌

(︀
𝜌(�⃗� · ∇)�⃗�+ ∇𝑝− 𝜌𝐹

)︀
, (1.6)

где 𝐼 – единичный тензор-инвариант второго ранга. Для определенности будем
считать, что сплошная среда представляет собой идеальный политропный газ. В
этом случае к системе необходимо добавить уравнения состояния

𝑝 = 𝜌R𝑇, 𝜀 = 𝑐𝑣𝑇. (1.7)

Здесь R – газовая постоянная, 𝑐𝑣 – удельная теплоемкость при постоянном объе-
ме. Удельная внутренняя энергия 𝜀 является линейной функцией температуры 𝑇 .
Зависимость 𝜂 = 𝜂(𝑇 ) коэффициента динамической вязкости от температуры вы-
берем в виде

𝜂 = 𝜂0

(︁ 𝑇
𝑇0

)︁𝜔
, (1.8)

где 𝜂0 – известное значение 𝜂 при температуре 𝑇0, 𝜔 – заданное число из промежут-
ка [0.5, 1]. Коэффициент теплопроводности æ определяется с помощью выражения

æ =
𝑐𝑝𝜂

𝑃𝑟
. (1.9)

Символом 𝑐𝑝 обозначена удельная теплоемкость при постоянном давлении, 𝑃𝑟 –
число Прандтля. Релаксационный параметр 𝜏 , имеющий размерность времени,
может быть вычислен следующим образом:

𝜏 =
𝜂

𝑝 𝑆𝑐
. (1.10)

Здесь 𝑆𝑐 – число Шмидта.
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Квазигидродинамическая система (1.1) – (1.3), дополненная выражениями (1.4)
– (1.10), замкнута относительно неизвестных функций – плотности 𝜌 = 𝜌(�⃗�) > 0,
скорости �⃗� = �⃗�(�⃗�) и давления 𝑝 = 𝑝(�⃗�) > 0. Для одноатомного газа твердых
шаров при нормальных условиях 𝜔 = 0.5, 𝛾 = 𝑐𝑝/𝑐𝑣 = 5/3, 𝑃𝑟 = 2/3, 𝑆𝑐 = 3/4.
Предположим, что таким газом является гелий. Тогда ℜ = 2.0785 ·103 Дж/(кг ·K).

Если в системе (1.1) – (1.3) пренебречь диссипативными слагаемыми, содержа-
щими 𝜂, æ и 𝜏 , то получим классическую стационарную систему Эйлера

div (𝜌�⃗�) = 0, (1.11)

div (𝜌�⃗�⊗ �⃗�) + ∇𝑝 = 𝜌𝐹 , (1.12)

div
[︁
𝜌�⃗�
(︁ �⃗�2

2
+ 𝜀
)︁

+ 𝑝�⃗�
]︁

= 𝜌(𝐹 · �⃗�). (1.13)

Она замыкается уравнениями (1.7). Если же в (1.1) – (1.3) отбросить члены, зави-
сящие от 𝜏 , то придем к системе Навье–Стокса

div (𝜌�⃗�) = 0, (1.14)

div (𝜌�⃗�⊗ �⃗�) + ∇𝑝 = 𝜌𝐹 + div Π, (1.15)

div
[︁
𝜌�⃗�
(︁ �⃗�2

2
+ 𝜀
)︁

+ 𝑝�⃗�
]︁

+ div �⃗� = 𝜌(𝐹 · �⃗�) + div (Π · �⃗�), (1.16)

описывающей установившиеся течения сжимаемого вязкого теплопроводного газа.
Эта система замыкается уравнениями (1.4), (1.5), (1.7) – (1.9).

2. Общие точные решения систем Эйлера, Навье–Стокса и квазигидро-
динамической системы

Нижеследующая теорема устанавливает связь между решениями систем Эйле-
ра, Навье–Стокса и КГД в стационарном случае.

Теорема 1. Пусть тройка (𝜌, �⃗�, 𝑝) бесконечно дифференцируемых в некоторой
области 𝑉 ⊂ R3

�⃗� функций удовлетворяет стационарной системе Эйлера (1.11) –
(1.13). Для того, чтобы тройка (𝜌, �⃗�, 𝑝) была решением квазигидродинамической
системы (1.1) – (1.3), необходимо и достаточно, чтобы она удовлетворяла урав-
нениям Навье–Стокса (1.14) – (1.16).

Доказательство. Необходимость. Пусть тройка (𝜌, �⃗�, 𝑝) бесконечно дифференци-
руемых в некоторой области 𝑉 ⊂ R3

�⃗� функций удовлетворяет как системе Эйлера
(1.11) – (1.13), так и квазигидродинамической системе (1.1) – (1.3). Тогда

�⃗� =
𝜏

𝜌

(︁
div (𝜌�⃗�⊗ �⃗�) + ∇𝑝− 𝜌𝐹 − �⃗� div (𝜌�⃗�)

)︁
= 0.

Из (1.2) и (1.3) находим
div Π = 0, (2.1)

div �⃗� = div (Π · �⃗�). (2.2)
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Отсюда следует, что тройка функций (𝜌, �⃗�, 𝑝) удовлетворяет уравнениям Навье–
Стокса (1.14) – (1.16).

Достаточность. Допустим, что тройка функций (𝜌, �⃗�, 𝑝) удовлетворяет и си-
стеме Эйлера (1.11) – (1.13), и системе Навье–Стокса (1.14) – (1.16). Вновь по-
лучаем соотношения (2.1) – (2.2). Поскольку �⃗� = 0, непосредственной проверкой
убеждаемся в том, что набор функций (𝜌, �⃗�, 𝑝) является решением КГД системы
(1.1) – (1.3).

Примеры точных решений, общих для систем Эйлера, Навье–Стокса и КГД,
немногочисленны. Приведем один из таких примеров. Пренебрегая влиянием
внешних сил, выпишем квазигидродинамическую систему в декартовых коорди-
натах для случая плоских стационарных течений:

𝜕(𝜌𝑢𝑥)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝜌𝑢𝑦)

𝜕𝑦
=

𝜕

𝜕𝑥

[︁
𝜏
(︁
𝜌𝑢𝑥

𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+ 𝜌𝑢𝑦
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝑝

𝜕𝑥

)︁]︁
+

+
𝜕

𝜕𝑦

[︁
𝜏
(︁
𝜌𝑢𝑥

𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑥

+ 𝜌𝑢𝑦
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

+
𝜕𝑝

𝜕𝑦

)︁]︁
, (2.3)

𝜕(𝜌𝑢2𝑥)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝜌𝑢𝑥𝑢𝑦)

𝜕𝑦
+
𝜕𝑝

𝜕𝑥
=

= 2
𝜕

𝜕𝑥

(︁
𝜂
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

)︁
+

𝜕

𝜕𝑦

(︁
𝜂
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑦

)︁
+

𝜕

𝜕𝑦

(︁
𝜂
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑥

)︁
− 2

3

𝜕

𝜕𝑥

[︁
𝜂
(︁𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

)︁]︁
+

+2
𝜕

𝜕𝑥

[︁
𝜏𝑢𝑥

(︁
𝜌𝑢𝑥

𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+ 𝜌𝑢𝑦
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝑝

𝜕𝑥

)︁]︁
+

+
𝜕

𝜕𝑦

[︁
𝜏𝑢𝑦

(︁
𝜌𝑢𝑥

𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+ 𝜌𝑢𝑦
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝑝

𝜕𝑥

)︁]︁
+

+
𝜕

𝜕𝑦

[︁
𝜏𝑢𝑥

(︁
𝜌𝑢𝑥

𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑥

+ 𝜌𝑢𝑦
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

+
𝜕𝑝

𝜕𝑦

)︁]︁
, (2.4)

𝜕(𝜌𝑢2𝑦)

𝜕𝑦
+
𝜕(𝜌𝑢𝑥𝑢𝑦)

𝜕𝑥
+
𝜕𝑝

𝜕𝑦
=

= 2
𝜕

𝜕𝑦

(︁
𝜂
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

)︁
+

𝜕

𝜕𝑥

(︁
𝜂
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑥

)︁
+

𝜕

𝜕𝑥

(︁
𝜂
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑦

)︁
− 2

3

𝜕

𝜕𝑦

[︁
𝜂
(︁𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

)︁]︁
+

+2
𝜕

𝜕𝑦

[︁
𝜏𝑢𝑦

(︁
𝜌𝑢𝑥

𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑥

+ 𝜌𝑢𝑦
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

+
𝜕𝑝

𝜕𝑦

)︁]︁
+

+
𝜕

𝜕𝑥

[︁
𝜏𝑢𝑥

(︁
𝜌𝑢𝑥

𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑥

+ 𝜌𝑢𝑦
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

+
𝜕𝑝

𝜕𝑦

)︁]︁
+

+
𝜕

𝜕𝑥

[︁
𝜏𝑢𝑦

(︁
𝜌𝑢𝑥

𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+ 𝜌𝑢𝑦
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝑝

𝜕𝑥

)︁]︁
, (2.5)

𝜕

𝜕𝑥

[︁
𝜌𝑢𝑥

(︁𝑢2𝑥 + 𝑢2𝑦
2

+ 𝜀+
𝑝

𝜌

)︁]︁
+

𝜕

𝜕𝑦

[︁
𝜌𝑢𝑦

(︁𝑢2𝑥 + 𝑢2𝑦
2

+ 𝜀+
𝑝

𝜌

)︁]︁
=
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= 2
𝜕

𝜕𝑥

(︁
𝜂𝑢𝑥

𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

)︁
+

𝜕

𝜕𝑦

(︁
𝜂𝑢𝑥

𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑦

)︁
+

𝜕

𝜕𝑦

(︁
𝜂𝑢𝑥

𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑥

)︁
+

+2
𝜕

𝜕𝑦

(︁
𝜂𝑢𝑦

𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

)︁
+

𝜕

𝜕𝑥

(︁
𝜂𝑢𝑦

𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑥

)︁
+

𝜕

𝜕𝑥

(︁
𝜂𝑢𝑦

𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑦

)︁
−

−2

3

𝜕

𝜕𝑥

[︁
𝜂𝑢𝑥

(︁𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

)︁]︁
− 2

3

𝜕

𝜕𝑦

[︁
𝜂𝑢𝑦

(︁𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

)︁]︁
+

+
𝜕

𝜕𝑥

(︁
æ
𝜕𝑇

𝜕𝑥

)︁
+

𝜕

𝜕𝑦

(︁
æ
𝜕𝑇

𝜕𝑦

)︁
+

+
𝜕

𝜕𝑥

[︁
𝜏
(︁𝑢2𝑥 + 𝑢2𝑦

2
+ 𝜀+

𝑝

𝜌

)︁(︁
𝜌𝑢𝑥

𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+ 𝜌𝑢𝑦
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝑝

𝜕𝑥

)︁]︁
+

+
𝜕

𝜕𝑦

[︁
𝜏
(︁𝑢2𝑥 + 𝑢2𝑦

2
+ 𝜀+

𝑝

𝜌

)︁(︁
𝜌𝑢𝑥

𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑥

+ 𝜌𝑢𝑦
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

+
𝜕𝑝

𝜕𝑦

)︁]︁
+

+
𝜕

𝜕𝑥

[︁
𝜏𝑢2𝑥

(︁
𝜌𝑢𝑥

𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+ 𝜌𝑢𝑦
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝑝

𝜕𝑥

)︁]︁
+

+
𝜕

𝜕𝑥

[︁
𝜏𝑢𝑥𝑢𝑦

(︁
𝜌𝑢𝑥

𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑥

+ 𝜌𝑢𝑦
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

+
𝜕𝑝

𝜕𝑦

)︁]︁
+

+
𝜕

𝜕𝑦

[︁
𝜏𝑢𝑥𝑢𝑦

(︁
𝜌𝑢𝑥

𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+ 𝜌𝑢𝑦
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝑝

𝜕𝑥

)︁]︁
+

+
𝜕

𝜕𝑦

[︁
𝜏𝑢2𝑦

(︁
𝜌𝑢𝑥

𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑥

+ 𝜌𝑢𝑦
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

+
𝜕𝑝

𝜕𝑦

)︁]︁
. (2.6)

Дополним систему алгебраическими соотношениями

𝑝 = 𝜌R𝑇, 𝜀 = 𝑐𝑣𝑇, 𝜂 = 𝜂0

(︁ 𝑇
𝑇0

)︁𝜔
, æ =

𝑐𝑝𝜂

𝑃𝑟
, 𝜏 =

𝜂

𝑝 𝑆𝑐
. (2.7)

В (2.3) – (2.7) неизвестными величинами являются плотность 𝜌 = 𝜌(𝑥, 𝑦) > 0, ком-
поненты скорости 𝑢𝑥 = 𝑢𝑥(𝑥, 𝑦) и 𝑢𝑦 = 𝑢𝑦(𝑥, 𝑦), а также давление 𝑝 = 𝑝(𝑥, 𝑦) > 0.

Построим точное решение (2.3) – (2.7), отвечающее изотермическому вихрю.
Пусть

𝑢𝑥 = −Ω𝑦, 𝑢𝑦 = Ω𝑥, (2.8)

где Ω = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0. Температуру газа будем считать постоянной, то есть

𝑇 = 𝑇0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0. (2.9)

Потребуем, чтобы

𝜌𝑢𝑥
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+ 𝜌𝑢𝑦
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝑝

𝜕𝑥
= 0, (2.10)

𝜌𝑢𝑥
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑥

+ 𝜌𝑢𝑦
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

+
𝜕𝑝

𝜕𝑦
= 0. (2.11)

Принимая во внимание (2.8) и (2.9), а также уравнение Менделеева–Клапейрона
𝑝 = 𝜌R𝑇 , перепишем (2.10) и (2.11) в виде

1

𝜌

𝜕𝜌

𝜕𝑥
=

Ω2𝑥

R𝑇0
, (2.12)
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1

𝜌

𝜕𝜌

𝜕𝑦
=

Ω2𝑦

R𝑇0
. (2.13)

Отсюда

𝜌 = 𝜌0 exp
(︁ Ω2

2R𝑇0

(︀
𝑥2 + 𝑦2

)︀)︁
. (2.14)

Здесь 𝜌0 – заданное положительное значение плотности при (𝑥, 𝑦) = (0, 0). Соот-
ветственно,

𝑝 = 𝑝0 exp
(︁ Ω2

2R𝑇0

(︀
𝑥2 + 𝑦2

)︀)︁
, (2.15)

где 𝑝0 = 𝜌0R𝑇0.
Покажем, что набор функций (2.14), (2.8), (2.15) образует точное решение КГД

системы (2.3) – (2.7). Заметим, что кроме (2.10), (2.11) имеют место следующие
равенства:

𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

= 0, (2.16)

𝜕(𝜌𝑢𝑥)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝜌𝑢𝑦)

𝜕𝑦
= 𝜌
(︁𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

)︁
+ 𝑢𝑥

𝜕𝜌

𝜕𝑥
+ 𝑢𝑦

𝜕𝜌

𝜕𝑦
= 0, (2.17)

𝑢𝑥

(︁𝜕(𝜌𝑢𝑥)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝜌𝑢𝑦)

𝜕𝑦

)︁
+ 𝜌𝑢𝑥

𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+ 𝜌𝑢𝑦
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝑝

𝜕𝑥
= 0, (2.18)

𝑢𝑦

(︁𝜕(𝜌𝑢𝑥)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝜌𝑢𝑦)

𝜕𝑦

)︁
+ 𝜌𝑢𝑥

𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑥

+ 𝜌𝑢𝑦
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

+
𝜕𝑝

𝜕𝑦
= 0, (2.19)

𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑥

= 0, (2.20)

𝜕

𝜕𝑥

[︁
𝜌𝑢𝑥

(︁𝑢2𝑥 + 𝑢2𝑦
2

+ 𝜀+
𝑝

𝜌

)︁]︁
+

𝜕

𝜕𝑦

[︁
𝜌𝑢𝑦

(︁𝑢2𝑥 + 𝑢2𝑦
2

+ 𝜀+
𝑝

𝜌

)︁]︁
=

=
(︁𝑢2𝑥 + 𝑢2𝑦

2
+ 𝜀+

𝑝

𝜌

)︁(︁𝜕(𝜌𝑢𝑥)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝜌𝑢𝑦)

𝜕𝑦

)︁
+

+𝜌𝑢𝑥
𝜕

𝜕𝑥

(︁𝑢2𝑥 + 𝑢2𝑦
2

+ 𝜀+
𝑝

𝜌

)︁
+ 𝜌𝑢𝑦

𝜕

𝜕𝑦

(︁𝑢2𝑥 + 𝑢2𝑦
2

+ 𝜀+
𝑝

𝜌

)︁
= 0, (2.21)

𝜕

𝜕𝑥

(︁
æ
𝜕𝑇

𝜕𝑥

)︁
+

𝜕

𝜕𝑦

(︁
æ
𝜕𝑇

𝜕𝑦

)︁
= 0. (2.22)

Принимая во внимание (2.16) – (2.22), нетрудно убедиться в том, что равенства
(2.3) – (2.6) выполняются.

Очевидно, что построенное решение является точным как для системы Эйлера
(1.11) – (1.13), так и для системы Навье–Стокса (1.14) – (1.16). Другие примеры
точных физически адекватных решений полных КГД уравнений в стационарном
случае приведены в [5] на с. 184 – 189.

Заключение

Дальнейшие исследования могут быть направлены на выявление новых связей
КГД системы с классическими уравнениями гидродинамики, разработку методов
построения точных решений, поиск доказательств корректности постановок кра-
евых и начально–краевых задач.
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It is shown that any infinitely differentiable solution of the stationary Euler
system is the solution of corresponding quasi–hydrodynamic system if and
only if it satisfies to stationary Navier–Stokes system. An example of the
exact solution, which is common for three these systems and describes an
isothermal vortex in gas, is given.
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