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Рассматривается модель книги заказов, в которой заказ на покупку или
продажу может быть выставлен по любой цене. Предложен механизм
влияния поступающих заказов на цену актива. Получена предельная
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1. Введение

Книга заказов на бирже представляет собой список всех не исполненных к на-
стоящему моменту заказов на покупку и продажу некоторого торгуемого актива.
Она содержит важную информацию на основе которой участники торгов дела-
ют прогнозы возможного движения цены данного актива. Важность этой инфор-
мации значительно возросла с развитием высокочастотной торговли [1]. Именно
этим вызван большой интерес исследователей к построению моделей книги зака-
зов. Обзор последних исследований в этой области и обширную библиографию
можно найти в диссертации А. Куканова [2].

Целью настоящей работы является построение модели, описывающей влияние
книги заказов на цену актива. Была взята модель книги заказов, близкая к рас-
смотренной в [2], но с одним существенным отличием. Обычно на бирже сделки
происходят не по произвольной цене, а по цене вида 𝑛ℎ, где 𝑛 – некоторое целое
число, а ℎ – минимальное изменение цены (тик). Это число как правило мало по
сравнению со стоимостью актива. Так например сейчас при стоимости фьючерса
на S&P около 2000 и среднем изменении цены в течение дня в 2014 году более
16 тик ℎ равен 0.25. Поэтому сетка {𝑛ℎ, 𝑛 > 1} является достаточно частой и мы
можем для упрощения вычислений допустить возможность проведения сделок и
выставления заказов по произвольной цене.

Далее в этой модели вводится следующий механизм влияния поступающих
заказов на цену. Представим себе точку массой 𝑚, которая может двигаться без
трения по числовой оси. Текущее положение точки на оси это текущая цена 𝑋 (𝑡).
Каждый заказ на продажу (поступающий по цене 𝐴𝑖 не ниже, чем 𝑋 (𝑡)) вызывает
появление силы 𝐹, действующей по направлению от 𝐴𝑖 к 𝑋 (𝑡). Сила эта постоянна
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и действует пока данный заказ присутствует в книге. Аналогично с заказами на
покупку. Заказы живут экспонециальное время после чего уходят из книги (за
счет исполнения или отмены), прекращая свое воздействие на цену.

Цель настоящей работы состоит в том, чтобы выяснить какой процесс движе-
ния цены порождает такая система при интенсивном потоке приходящих заказов.

2. Описание модели

Предположим, что в начальный момент времени книга заказов пуста. Поток
заказов 𝑁 является процессом Кокса

{𝑁 (𝑡) = 𝑁1 (Λ (𝑡)) , 𝑡 > 0} ,

где 𝑁1 – пуассоновский процесс с единичной интенсивностью, а Λ – стартующий
из нуля процесс с неубывающими и непрерывными справа траекториями, не зави-
сящий от 𝑁1 и удовлетворяющий условию P (Λ (𝑡) <∞) для любого 𝑡 > 0. Заказы
находятся в книге случайное время, и по окончании этого времени уходят из си-
стемы (за счет исполнения или отмены). Если говорить более строго, то заказ с
номером 𝑖 приходит со следующим набором параметров:

– 𝜒𝑖 = 0, если это заказ на продажу и 𝜒𝑖 = 1 в противном случае;

– ℎ𝑖 – разность между ценой заказа и текущей ценой актива;

– 𝜂𝑖 – время пребывания заказа в книге.

Случайные величины {𝜒𝑖, ℎ𝑖, 𝜂𝑖, 𝑖 = 1, 2, ...} независимы в совокупности и не
зависят от входящего потока. При этом P (𝜒𝑖 = 0) = 𝑏, P (ℎ𝑖 < 𝑥) = 𝐴 (𝑥), а 𝜂𝑖
распределены экспоненциально с параметром 𝜇 для любого 𝑖 > 1.

Пришедший заказ с номером 𝑖 начинает действовать на цену с силой 𝐹0 (ℎ𝑖)
(sgn𝐹0 (ℎ) = − sgnℎ) . На функции 𝐹0 и 𝐴 мы наложим следующие ограничения

E𝐹0 (ℎ𝑖) = 0,E [𝐹0 (ℎ𝑖)]
2

= 𝐹 <∞. (1)

Первое из них означает, что заказы на покупку действуют на цены в среднем с
той же силой, что и заказы на продажу; второе – чисто техническое.

Логично считать 𝐹0 возрастающей на интервалах (−∞, 0) и (0,∞) функцией,
поскольку воздействие заказа на цену тем больше, чем ближе его цена к текущей,
но мы этого не требуем.

3. Процесс цены

Предположим, что в начальный момент времени книга заказов пуста и цена
имеет нулевую начальную скорость. Пусть 𝑖-й заказ приходит в момент времени
𝜏𝑖0 и уходит в 𝜏𝑖1. Сила, действующая на цену, является случайным процессом
{𝐹 (𝑡) , 𝑡 > 0} с кусочно постоянными траекториями. Она равна

𝐹 (𝑡) =

𝑁1(Λ(𝑡))∑︁
𝑖=1

𝐹0 (ℎ𝑖) 1[𝜏𝑖0,𝜏𝑖1) (𝑡) .
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Соответственно, изменение цены за время 𝑇 равно

𝑋 (𝑇 ) =
1

𝑚

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑡

0

𝐹 (𝑢) 𝑑𝑢𝑑𝑡 =

𝑁1(Λ(𝑇 ))∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖 (𝑇 ) , (2)

где

𝑋𝑖 (𝑇 ) =
1

𝑚

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑡

0

𝐹0 (ℎ𝑖) 1[𝜏𝑖0,𝜏𝑖1) (𝑢) 𝑑𝑢𝑑𝑡.

Таким образом, изменение цены за время 𝑇 складывается из индивидуальных
изменений 𝑋𝑖 (𝑇 ), порожденных приходом соответcтвующих заказов.

Изучим свойства суммы в (2). Внутренний интеграл в выражении для 𝑋𝑖 (𝑇 )
считается явно

𝑋𝑖 (𝑇 ) =
𝐹0 (ℎ𝑖)

𝑚

∫︁ 𝑇

0

[𝑡 ∧ 𝜏𝑖1 − 𝑡 ∧ 𝜏𝑖0] 𝑑𝑡 =

=
𝐹0 (ℎ𝑖)

𝑚

∫︁ 𝑇

0

[𝑡 ∧ (𝜏𝑖0 + 𝜂𝑖) − 𝑡 ∧ 𝜏𝑖0] 𝑑𝑡.

Случайные величины {𝑋𝑖 (𝑇 ) , 𝑖 = 1, 2, ...} не являются независимыми, но суммы
в (2) можно представить в виде сумм независимых случайных величин. В са-
мом деле, по известному свойству пуассоновского потока распределение вектора
{𝜏10, ..., 𝜏𝑛0} при условии 𝑁1 (Λ (𝑇 )) = 𝑛 есть распределение вариационного ряда
выборки из 𝑛 независимых случайных величин, равномерно распределенных на
[0,Λ (𝑇 )] . Ну, а поскольку от перемены мест слагаемых сумма не меняется, будем
далее считать, что в каждой из сумм (2) 𝜏𝑖0 независимы, равномерно распреде-
ленны на [0,Λ (𝑇 )] . Тогда {𝑋𝑖 (𝑇 ) , 𝑖 = 1, 2, ...} также независимы.

Следующая лемма устанавливает асимптотические свойства моментов 𝑋𝑖 (𝑇 )
которые нам потребуются в дальнейшем.

Лемма 1. Пусть с.в. 𝜉 равномерно распределена на [0, 𝑇 ], 𝜂0 не зависит от 𝜉 и
имеет экспоненциальное распределение с параметром 𝜇, 𝜂 = min(𝜉, 𝜂0),

𝑠 =

∫︁ 𝑇

0

[𝑡 ∧ (𝜉 + 𝜂0) − 𝑡 ∧ 𝜉] 𝑑𝑡. (3)

Тогда

𝑠
𝑑
= 𝜂

(︁
𝜉 − 𝜂

2

)︁
и

lim
𝜇→∞

𝜇E𝑠 =
𝑇

2
, lim
𝜇→∞

𝜇2E𝑠2 =
2

3
𝑇 2, lim

𝜇→∞
𝜇2D𝑠2 =

5

12
𝑇 2.

Доказательство. Положим ̂︀𝜂 = min(𝑇 − 𝜉, 𝜂0). Тогда непосредственное вычисле-
ние интеграла (3) дает

𝑠 =
1

2
̂︀𝜂2 + ̂︀𝜂 (𝑇 − 𝜉 − ̂︀𝜂) = ̂︀𝜂(︂𝑇 − 𝜉 − ̂︀𝜂

2

)︂
.
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Заметим, что 𝜉 и 𝑇 − 𝜉 распределены одинаково и не зависят от 𝜂0. Поэтому
одновременная замена 𝑇 −𝜉 на 𝜉 в определении ̂︀𝜂 и последней формуле не изменит
распределения 𝑠, а ̂︀𝜂 перейдет в 𝜂. Получаем

𝑠
𝑑
= 𝜂

(︁
𝜉 − 𝜂

2

)︁
,

E𝜉𝑘𝜂𝑛 =
1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

𝑥𝑘𝑑𝑥

[︂∫︁ ∞

𝑥

𝑥𝑛𝜇𝑒−𝜇𝑦𝑑𝑦 +

∫︁ 𝑥

0

𝑦𝑛𝜇𝑒−𝜇𝑦𝑑𝑦

]︂
=

=
1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

𝑥𝑘𝑑𝑥

[︃
𝑥𝑛𝑒−𝜇𝑥 −𝜇𝑒−𝜇𝑦

(︃
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑖!𝐶𝑖𝑛
𝜇𝑖+1

𝑦𝑛−𝑖

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥

0

]︃
=

=
1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

𝑥𝑘𝑑𝑥

[︃
𝑥𝑛𝑒−𝜇𝑥 − 𝜇𝑒−𝜇𝑥

(︃
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑖!𝐶𝑖𝑛
𝜇𝑖+1

𝑥𝑛−𝑖

)︃
+
𝑛!

𝜇𝑛

]︃
=

=
1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

𝑥𝑘

[︃
𝑛!

𝜇𝑛
− 𝜇

(︃
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑖!𝐶𝑖𝑛
𝜇𝑖+1

𝑥𝑛−𝑖

)︃
𝑒−𝜇𝑥

]︃
𝑑𝑥 =

=
𝑛!

𝜇𝑛
𝑇 𝑘

𝑘 + 1
− 𝜇

𝑇

∫︁ 𝑇

0

𝑥𝑘

(︃
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑖!𝐶𝑖𝑛
𝜇𝑖+1

𝑥𝑛−𝑖

)︃
𝑒−𝜇𝑥𝑑𝑥 =

𝑛!

𝜇𝑛
𝑇 𝑘

𝑘 + 1
+ 𝑜

(︂
1

𝜇𝑛

)︂
.

Следовательно

𝑛!

𝜇𝑛
𝑇 𝑘

𝑘 + 1
E𝑠 = E𝜂

(︁
𝜉 − 𝜂

2

)︁
=

𝑇

2𝜇
+ 𝑜

(︂
1

𝜇

)︂
, 𝜇→ ∞,

E𝑠2 = E𝜂2
[︂
𝜉2 − 𝜉𝜂 +

𝜂2

4

]︂
=

2

3

𝑇 2

𝜇2
+ 𝑜

(︂
1

𝜇2

)︂
, 𝜇→ ∞,

D𝑠 =

[︂(︂
2

3
− 1

4

)︂
𝑇 2

𝜇2
+ 𝑜

(︂
1

𝜇2

)︂]︂
=

5

12

𝑇 2

𝜇2
+ 𝑜

(︂
1

𝜇2

)︂
, 𝜇→ ∞,

откуда и следует утверждение леммы.

Рассмотрим теперь последовательность введенных выше процессов (2)⎧⎨⎩𝑋𝑛 (𝑡) =

𝑁1(Λ𝑛(𝑡))∑︁
𝑖=1

𝑋𝑛𝑖 (𝑡) , 0 6 𝑡 6 𝑇

⎫⎬⎭ . (4)

Каждому члену последовательности {𝑋𝑛} соответствует свой процесс
{Λ𝑛 (𝑡) , 0 6 𝑡 6 𝑇} , параметр 𝜇𝑛 и функция 𝐹𝑛0, задающая силу воздействия зака-
за на цену. При увеличении 𝑛 будем увеличивать интенсивность входящего пото-
ка заказов (Λ𝑛 (𝑇 ) ⇒ ∞), уменьшать время пребывания заказа в книге (𝜇𝑛 → ∞)
и влияние отдельного заказа на цену (𝐹𝑛0 = 𝛼𝑛𝐹0, 𝛼𝑛 > 0, 𝛼𝑛 → 0) . Следующая
лемма описывает асимптотические свойства моментов с.в. 𝑋𝑛1 (𝑇 ) при указанном
изменении параметров. Аргумент 𝑇 у них одинаков и, для краткости, будем его
опускать.
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Лемма 2. Пусть 𝜇𝑛 → ∞, 𝛼𝑛 → 0 и 𝑘𝑛 =
𝜇2
𝑛

𝛼2
𝑛
. Тогда

1. 𝑘𝑛E𝑋𝑛1 → 0, 𝑘𝑛D𝑋𝑛1 → 2
3
𝐹
𝑚2𝑇

2 (𝑛→ ∞) ;

2. (Условие Линдеберга) для любого 𝜀 > 0

lim
𝑛→∞

𝑘𝑛E
[︀
𝑋2
𝑛1I (|𝑋𝑛1| > 𝜀)

]︀
= 0,

где I (𝐴) – индикатор события 𝐴.

Доказательство. В силу условия (1) E𝑋𝑛1 = 0 для любого 𝑛, так что в первом
утверждении леммы надо проверить лишь соотношение для дисперсий. По лемме 1
𝑋𝑛1 представимо в виде 𝑋𝑛1 = 𝑚−1𝐹𝑛0 (ℎ1) 𝑠𝑛, где

𝑠𝑛
𝑑
= 𝜂𝑛

(︁
𝜉 − 𝜂𝑛

2

)︁
, 𝜂𝑛 = 𝑚𝑖𝑛 (𝜉, 𝜂𝑛0) ,

𝜂𝑛0 распределена экспоненциально с параметром 𝜇𝑛, а ℎ1, 𝜉 и 𝜂𝑛0 независимы.
Тогда

𝑘𝑛D𝑋𝑛1 =
𝜇2
𝑛

𝛼2
𝑛

E𝑋2
𝑛1 = E

[︂
𝐹𝑛0 (ℎ1)

𝑚𝛼𝑛

]︂2
𝜇2
𝑛E𝑠2𝑛 =

= E
[︂
𝐹0 (ℎ1)

𝑚

]︂2
𝜇2
𝑛E𝑠2𝑛 → 𝐹

𝑚2

2

3
𝑇 2, 𝑛→ ∞.

Докажем справедливость второго утверждения. Воспользовавшись приведенным
выше представлением для 𝑋𝑛1, получаем

𝜇𝑛
𝛼𝑛

|𝑋𝑛1| 6
⃒⃒⃒⃒
𝐹0 (ℎ1)

𝑚

⃒⃒⃒⃒
𝜇𝑛𝜂𝑛𝜉 6

⃒⃒⃒⃒
𝐹0 (ℎ1)

𝑚

⃒⃒⃒⃒
𝜇𝑛𝜂𝑛0𝜉

𝑑
=

⃒⃒⃒⃒
𝐹0 (ℎ1)

𝑚

⃒⃒⃒⃒ ̂︀𝜂𝜉,
где ̂︀𝜂 распределена экспонециально с параметром 1. Распределение случайной ве-

личины 𝑌𝑛 =
⃒⃒⃒
𝐹0(ℎ1)
𝑚

⃒⃒⃒
𝜇𝑛𝜂𝑛0𝜉 не зависит от 𝑛 и, согласно 1, имеет конечный второй

момент. Поэтому

𝑘𝑛E𝑋2
𝑛1I (|𝑋𝑛1| > 𝜀) = 𝑘𝑛E𝑋2

𝑛1I
(︁√︀

𝑘𝑛 |𝑋𝑛1| >
√︀
𝑘𝑛𝜀
)︁
≤

6 E𝑌 2
𝑛 I
(︁
|𝑌𝑛| >

√︀
𝑘𝑛𝜀
)︁

= E𝑌 2
1 I
(︁
|𝑌1| >

√︀
𝑘𝑛𝜀
)︁
.

Последнее математическое ожидание стремится к нулю при 𝑛 → ∞ по теореме
Лебега о мажорируемой сходимости.

Воспользуемся теперь доказанной в работе [3] функциональной центральной
предельной теоремой, устанавливающей для процессов вида (4) условия сходи-
мости к некоторому предельному процессу 𝑋 в пространстве Скорохода 𝒟 =
(𝐷 [0, 1] , 𝑑0) (см. [4, Глава 3]).

Теорема 1. ( [3]) Пусть для некоторой неограниченно возрастающей последова-
тельности чисел {𝑘𝑛}𝑛>1 выполнены условия
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1. существуют числа 𝑎 ∈ R и 𝜎 > 0, такие что

𝑘𝑛E𝑋𝑛1 → 𝑎, 𝑘𝑛D𝑋𝑛1 → 𝜎2 (𝑛→ ∞) ;

2. (условие Линдеберга) для любого 𝜀 > 0

lim
𝑛→∞

𝑘𝑛E
[︁
(𝑋𝑛1 − 𝑎𝑛)

2 I (|𝑋𝑛1 − 𝑎𝑛| > 𝜀)
]︁

= 0,

где I (𝐴) индикатор события 𝐴, 𝑎𝑛 = E𝑋𝑛1;

3. существует безгранично делимая случайная величина 𝑈 , такая что
P (𝑈 = 0) < 1, P (𝑈 > 0) = 1,E𝑈2 <∞ и

𝑘−1
𝑛 Λ𝑛 (1) ⇒ 𝑈, 𝑛→ ∞;

4.

sup
𝑛
𝑘−2
𝑛 EΛ𝑛 (1)

2
<∞.

Тогда обобщенные процессы Кокса {𝑋𝑛} слабо сходятся в пространстве Скорохо-
да 𝒟 к процессу Леви 𝑋, такому, что

𝑋 (1)
𝑑
= 𝜎

√
𝑈𝑁 (0, 1) + 𝑎𝑈,

где 𝑁 (0, 1) – случайная величина со стандартным нормальным распределением,
независимая от 𝑈 .

Первые два условия теоремы выполняются для последовательности
{︁
𝑘𝑛 =

𝜇2
𝑛

𝛼2
𝑛

}︁
согласно лемме 2. Таким образом, достаточно наложить условия лишь на стоха-
стическую интенсивность входящего потока заказов чтобы была справедлива сле-
дующая теорема.

Теорема 2. Пусть 𝜇𝑛 → ∞, 𝛼𝑛 → 0, 𝑘𝑛 =
𝜇2
𝑛

𝛼2
𝑛
, sup𝑛 𝑘

−2
𝑛 EΛ𝑛 (1)

2
< ∞ и суще-

ствует безгранично делимая случайная величина 𝑈 , такая что

P (𝑈 = 0) < 1,P (𝑈 > 0) = 1,E𝑈2 <∞

и

𝑘−1
𝑛 Λ𝑛 (1) ⇒ 𝑈, 𝑛→ ∞.

Тогда обобщенные процессы Кокса {𝑋𝑛} слабо сходятся в пространстве Скорохо-
да 𝒟 к процессу Леви 𝑋, такому, что

𝑋 (1)
𝑑
= 𝜎

√
𝑈𝑁 (0, 1) ,

где 𝜎 = 𝑇
𝑚

√︁
2𝐹
3 , а 𝑁 (0, 1) – случайная величина со стандартным нормальным

распределением, независимая от 𝑈.
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Таким образом, если входящий поток заказов пуассоновский с интенсивностью
Λ𝑛 (1) = 𝑘𝑛 п.н., то последовательность процессов {𝑋𝑛} сходится к винеровскому
процессу. А если 𝑈 имеет гамма распределение, то мы получаем в пределе гам-
ма дисперсионный (variance gamma) процесс [5]. Большое количество примеров
входящих потоков, удовлетворяющих условиям теоремы, приведено в работе [6].

Заключение

Мы предложили модель механизма влияния поступающих заказов на цену ак-
тива. Показали, что справедлива функциональная предельная теорема, позволя-
ющая при высокой интенсивности входящего потока аппроксимировать процесс
цены процессом Леви, приращения которого являются смесью нормальных зако-
нов.
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The limit order book model with the option of setting order at arbitrary
price is suggested. The mechanism of the effect of incoming orders on the
asset price is introduced. The functional limit theorem is derived for the
price process with high intensity order flow.
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