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Â ñòàòüå ðàçðàáîòàí äàò÷èê, ãåíåðèðóþùèé îäíîñòîðîííèå óñòîé÷èâûå
ñëó÷àéíûå ÷èñëà. Â îñíîâó ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëîæåíà îáîáùåííàÿ ÖÏÒ.
Àíàëèçèðóåòñÿ åãî ðàáîòà äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòè÷åñêî-
ãî ïîêàçàòåëÿ α < 1.

Generator for one-sided stable random variables is developed in this article.
Modelling is based on GCLT. Its work for various values of characteristic
exponent α < 1 is analyzed.
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1. Ââåäåíèå

Óñòîé÷èâûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé, èìå-
þùèõ äîñòàòî÷íî øèðîêèé äèàïàçîí ïðèìåíåíèé: â ýêîíîìèêå, ðàäèîòåõíèêå, ôè-
çèêå, àñòðîíîìèè, ãèäðîëîãèè è äðóãèõ íàóêàõ. Â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ ýòèõ çà-
êîíîâ âçÿòî ñâîéñòâî óñòîé÷èâîñòè: ∀a1, a2 > 0 ∃a3 > 0 è b ∈ R, ò.÷.

a1X1 + a2X2
d= a3X3 + b,

ãäå Xk, k = 1, 3 íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.
Ïðèâåäåííîå ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò ñîñòàâèòü è ðåøèòü óðàâíåíèå äëÿ õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè. Ïåðâûå ðåçóëüòàòû ïîÿâèëèñü â òðóäàõ Ïîëÿ Ëåâè â
20-30-x ã.ã. ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ. Â áîëåå ïîçäíåì ðóññêîÿçû÷íîì èçäàíèè [2], ãë.5
ñîäåðæèòñÿ èõ êðàòêîå èçëîæåíèå.

Äëÿ îïèñàíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé áûë âûáðàí ïàðàìåòðè÷åñêèé ïîä-
õîä. Ñóùåñòâóåò îêîëî äåñÿòêà ðàçëè÷íûõ ôîðì ïðåäñòàâëåíèé è èõ ìîäèôèêà-
öèé.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïîÿâèëîñü íåñêîëüêî ìîíîãðàôèé ñïåöèàëüíî ïîñâÿ-
ùåííûõ óñòîé÷èâûì ðàñïðåäåëåíèÿì è ïðîöåññàì [3], [5], [7], [8]. Øèðîêîå ðàñïðî-
ñòðàíåíèå ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé ïîâëåêëî çà ñîáîé ðàçðàáîòêó ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ
îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ, à òàêæå ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, èñïîëüçó-
þùèõ ñïåöèôèêó ïîâåäåíèÿ óñòîé÷èâûõ ðàñïðåäåëåíèé � òÿæåëûå õâîñòû.

Â ñâîþ î÷åðåäü âñå ýòî ïîòðåáîâàëî ïîñòðîåíèÿ äàò÷èêîâ óñòîé÷èâûõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ìåòîäèê ìîäåëèðîâàíèÿ.
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2. Î ìåòîäàõ ìîäåëèðîâàíèÿ óñòîé÷èâûõ âåëè÷èí

Èñòîðè÷åñêè ïåðâûì ïîÿâèëñÿ äàò÷èê äëÿ îäíîñòîðîííèõ óñòîé÷èâûõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí, èñïîëüçóþùèé èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè ïëîòíîñòè (ñì.
[6]).

Ïèîíåðñêîé ðàáîòîé â äåëå ïîñòðîåíèÿ äàò÷èêà óñòîé÷èâûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë
ñ ïðîèçâîëüíûìè ïàðàìåòðàìè áûëà ðàáîòà [4], â êîòîðîé èñïîëüçîâàëîñü áîëåå
îáùåå, ÷åì â [6], èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå Çîëîòàðåâà (ñì.[3]).

Äðóãàÿ ìåòîäèêà, îñíîâàííàÿ íà ïðåäñòàâëåíèè LePage'à óñòîé÷èâûõ âåëè÷èí
ñ ïîìîùüþ ñëó÷àéíûõ ðÿäîâ áûëà ïðåäëîæåíà A. Janicki è A.Weron'îì â [5].

Ðàçðàáîòàííûé íàìè äàò÷èê èñïîëüçóåò ïðè ìîäåëèðîâàíèè âàæíîå ñâîéñòâî
óñòîé÷èâûõ ðàñïðåäåëåíèé (ñì. [3], [7]): îíè ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûìè ðàñïðåäåëå-
íèÿìè äëÿ íîðìèðîâàííîé è öåíòðèðîâàííîé (ïðè α > 1) ñóììû íåçàâèñèìûõ
îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ
óñòîé÷èâûõ ðàñïðåäåëåíèé (0 < α < 1)

Sn =
Y1 + ... + Yn

bn

d=⇒X (1)

ïðè n →∞.
Çàìå÷àíèå. Çäåñü ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ÷àñòî ïðèìåíÿåìûé äàò÷èê äëÿ ñòàí-

äàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà èìååò âèä

S12 =
ξ1 + ... + ξ12 − (Mξ1 + ... + Mξ12)√

Dξ1 + ... + Dξ12
= ξ1 + ... + ξ12 − 6,

ãäå ξk ∼ R[0,1] � ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0,1].
Â êà÷åñòâå Yk âîçüìåì, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â [8], ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàñ-

ïðåäåëåííûå ïî Ïàðåòî, ÿâëÿþùèåñÿ íàèáîëåå ïðîñòûìè èç îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ
óñòîé÷èâûõ çàêîíîâ. Îïèøåì èõ.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä

F (x) =
{

1− εα

xα , x ≥ ε,
0, x < ε,

ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè
f(x) =

{
αεα

xα+1 , x ≥ ε,
0, x < ε.

Âû÷èñëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî. Äëÿ ýòîãî
ïðèìåíèì èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì

fY (t) =

∞∫

ε

eitx αεα

xα+1
dx = eitx

(
− εα

xα

)∣∣∣
∞

ε
−

∞∫

ε

(− εα

xα
)iteitxdx = eitε−εα

∞∫

ε

eitx

xα
d(−itx).

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè u = −itx, ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë

fY (t) = eitε − (−itε)α

−it∞∫

−itε

e−uu−αdu.
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Ðèñ. 1: Ïîâîðîò êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè t > 0 è t < 0

Îñóùåñòâëÿÿ ïîâîðîò êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè t > 0 è t < 0, êàê óêàçàíî íà
ðèñ. 1, ïîëó÷àåì

fY (t) = eitε − (−itε)α

+∞∫

|t|ε

e−uu(1−α)−1du+

+i|t|ε(−i · sign(t))α

∫ −π
2 sign(t)

0

e−|t|εeiϕ

eiϕ(1−α)dϕ =

= eitε − (−itε)αΓ(1− α, |t|ε) + I(t, ε),

ãäå ÷åðåç Γ(· , · ) îáîçíà÷åíà âåðõíÿÿ íåïîëíàÿ ãàììà-ôóíêöèÿ, ÷åðåç I(t, ε) � èí-
òåãðàë ïî ìàëîé äóãå, à (−it)α ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ

(−it)α = |t|αexp
{
−πα

2
· i· sign(t)

}
.

Òåïåðü çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ñóììû (1) è ïðå-
îáðàçóåì åãî

fSn(t) = [fY (
t

bn
)]n = [e

itε
bn − (

−itε

bn
)αΓ(1− α,

|t|ε
bn

) + I(
t

bn
, ε)]n, 0 < α < 1.

Ðàçëîæèâ ýêñïîíåíòó è ïîëàãàÿ bn = bn1/α, ãäå b �íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, ïîëó÷èì

fSn(t) = [1 +
itε

bn1/α
− (− itε

bn1/α
)αΓ(1− α,

|t|ε
bn1/α

) + I(
t

bn1/α
, ε) + δ1(t, n)]n.

Îöåíèì èíòåãðàë ïî äóãå:
∣∣∣∣I(

t

bn1/α
, ε)

∣∣∣∣ ≤
|t|ε

bn1/α

∫ −π
2 sign(t)

0

e−|t|εcos(ϕ)dϕ ≤ |t|επ
2bn1/α

,

ò.å. îöåíêîé ñâåðõó ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà ïîðÿäêà n−1/α.
Ïîýòîìó

fSn(t) = [1 +
itε

bn1/α−1 − (− itε
b )αΓ(1− α, |t|ε

bn1/α ) + n(I( t
bn1/α , ε) + δ1(t, n))

n
]n =

= exp

{
itε

bn1/α−1
+ nI(

t

bn1/α
, ε)− (− itε

b
)αΓ(1− α,

|t|ε
bn1/α

)
}

+ δ2(n, t), (2)
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ãäå δi(n, t), i = 1, 2 �îñòàòî÷íûå ÷ëåíû.
Ïðèìåíåíèå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè n → ∞ â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè îáíó-

ëÿåò âåëè÷èíó ñäâèãà a = εn1− 1
α /b è èíòåãðàë ïî äóãå, èìåþùèé òîò æå ïîðÿäîê,

÷òî è a, à òàêæå ïåðåâîäèò íåïîëíóþ ãàììà-ôóíêöèþ â ïîëíóþ è äåëàåò ñêîëü
óãîäíî ìàëûì δ2(n, t).

Â èòîãå ïîëó÷èì ïðåäåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ñóì-
ìû ïàðåòîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

fX(t) = exp

{
−(− itε

b
)αΓ(1− α)

}
. (3)

Ïîëàãàÿ b = (Γ(1− α))1/α è ε = 1, ïîëó÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ
óñòîé÷èâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

fX(t) = exp {−(−it)α} . (4)

Ýòà ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè îáñóæäàëàñü â [1]. Îò-
ìåòèì, ÷òî â [8] çàäàþò

b = ε
(
Γ(1− α)cos(

πα

2
)
)1/α

è ïîëó÷àþò èç (3) õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ â ôîðìå (À):

fX(t) = exp
{
−|t|α(1− i· tg(

πα

2
)sign(t))

}
. (5)

Òåîðåòè÷åñêîå ïîëîæåíèå î òîì, ÷òî Γ(1 − α, |t|ε
bn1/α ) → Γ(1 − α) ïðè n → ∞

òðåáóåò îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ, ò.ê. íà ïðàêòèêå ÷èñëî ñóììèðóåìûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøèì, íî íå áåñêîíå÷íûì.

Çàïèøåì ðàâåíñòâî:

Γ(1− α) = Γ(1− α, z) + γ(1− α, z).

Íèæíÿÿ íåïîëíàÿ ãàììà-ôóíêöèÿ γ(1−α, z), äîïîëíÿþùàÿ Γ(1−α, z) äî Γ(1−
α), èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå

γ(1− α, z) =
z1−α

1− α
+ O(z2−α), z → 0.

Ïîâåäåíèå γ çíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò áëèçîñòè α ê åäèíèöå.
Ïðè α óäàëåííûõ îò 1 èìååì

γ(1− α,
C

n
1
α

) =
C1−α

(1− α)n
1
α−1

+ O(
1

n
2
α−1

), n →∞,

ò.å. äîñòàòî÷íî áûñòðî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ óâåëè÷åíèåì n.
Ïðè α → 1 èçìåíåíèå ïî n îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæèòåëåì n

1−α
α . Ïðè α = 0.99 îí

èìååò âèä 1

n
1

100
= 1

100
√

n
. Ïîíÿòíî, ÷òî ëþáîå ðàçóìíîå èçìåíåíèå åãî ïîðÿäêà n =

10N ñóùåñòâåííî íå èçìåíèò åãî çíà÷åíèå áëèçêîå ê 1. Ïîýòîìó ïîðÿäîê ôóíêöèè
γ îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæèòåëåì 1

1−α , êîòîðûé ñðàâíèì ñî çíà÷åíèåì ôóíêöèè Γ(1−α).
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Íàïðèìåð, ïðè α = 0.99,Γ(1 − α) = 99.43, z = 0.001, Γ(1 − α, z) = 6.11, γ(1 −
α, z) = 93.32.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî çàêëþ÷èòåëüíûé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä îò Γ(1−α, |t|ε
bn1/α )/bα

ê Γ(1− α) ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ÷óâñòâèòåëüíûì ê çíà÷åíèÿì α áëèçêèì ê 1.
Âîçíèêàåò çàäà÷à ïîäáîðà ïàðàìåòðà b òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñîîòíîøåíèå

εαΓ(1−α, |t|ε
bn1/α )/bα áûëî êàê ìîæíî áëèæå ê 1. Ïîñëå ôèêñàöèè α, n, t ìû ïðèäåì

ê óðàâíåíèþ

bα =


Γ(1− α)−

bα−1
(
|t|ε

n1/α

)1−α

1− α


 εα, (6)

êîòîðîå ìîæíî ðåøèòü ìåòîäîì ïðîñòîé èòåðàöèè ïî ôîðìóëå

bk+1 =


Γ(1− α)−

bα−1
k

(
|t|ε

n1/α

)1−α

1− α




1
α

· ε. (7)

Íà ðèñóíêå 2 ìîæíî óâèäåòü çàâèñèìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé b îò àðãóìåíòà
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè t ïðè α = 0.9, 0.95, 0.99:

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
2

3

4

5

6

7

8

9
n=1000, ε=1

t

b

 

 
α=0.9
α=0.95
α=0.99

Ðèñ. 2: Çíà÷åíèÿ êîðíåé óðàâíåíèÿ (6) ïðè n = 1000, ε = 1 è ðàçëè÷íûõ t

Âèäíî, ÷òî ðàçáðîñ çíà÷åíèé b ñ óâåëè÷åíèåì α âîçðàñòàåò. Ïîñêîëüêó íàì
íóæíî îïðåäåëèòü åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå b, òî íåîáõîäèìî ââåñòè ìåðó êà÷åñòâà
àïïðîêñèìàöèè fSn(t) ∼ fX(t) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n.

Âûáåðåì åå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàôèêñèðóåì îòðåçîê èçìåíåíèÿ t ∈ [t0, T ].
Íà ìíîæåñòâå: òî÷åê tj = t0 + jh áóäåì âû÷èñëÿòü ñðåäíþþ àáñîëþòíóþ îøèáêó

MAE =
1
N

N−1∑

j=0

|fn(tj)− f(tj)|.

Äëÿ êàæäîãî tj = t0 + jh, j = 0, N − 1, h = 0.1 ïðè ôèêñèðîâàííûõ α
è n áóäåì íàõîäèòü b ïî èòåðàöèîííîé ôîðìóëå (7). Çàòåì âûáåðåì òàêîå èç
íàéäåííûõ çíà÷åíèé b, êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò minMAE.
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Îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà äàëà ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû â ðàçíûõ îáëàñòÿõ α. Âåçäå
áûëè âçÿòû t ∈ [1, 100], n = 103.

Òàáëèöà 1: Îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà b è ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû
MAE è ïàðàìåòðà ñäâèãà

α b MAE ñäâèã a
0.1 1.9421 0.0002 0.0000
0.5 3.1376 0.0003 0.0003
0.7 4.4378 0.0024 0.0117
0.8 5.2467 0.0085 0.0339
0.9 5.9113 0.0475 0.0785
0.95 6.1379 0.2020 0.1133
0.99 8.2988 1.2918 0.1124

Îòêóäà âèäíî, ÷òî ñðåäíÿÿ àáñîëþòíàÿ îøèáêà ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè
α → 1. Óëó÷øèòü ïîëîæåíèå ïðè α áëèçêèõ ê 1 ìîæíî òîëüêî çà c÷åò óâåëè÷åíèÿ
n ïðè ôèêñèðîâàííîì α.

Íàïðèìåð, ïðè α = 0.95, t ∈ [1; 100] îïèñàííàÿ âûøå ïðîöåäóðà äàåò ñëåäóþùèå
ðåçóëüòàòû.

Òàáëèöà 2: Îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà b è ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû
MAE è ïàðàìåòðà ñäâèãà ïðè α = 0.95 è ðàçëè÷íûõ n

n b MAE ñäâèã a
103 6.1379 0.2020 0.1133
104 8.0322 0.0510 0.0767
105 9.7065 0.0376 0.0562
106 11.2499 0.0297 0.0430
1010 15.7001 0.0138 0.0190

3. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ

Äàò÷èê óñòîé÷èâûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë áûë ðåàëèçîâàí â ñðåäå Matlab. Ïàðå-
òîâñêèå ñëó÷àéíûå ÷èñëà áûëè ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ, àðãóìåíòîì êîòîðîé áûë áàçîâûé äàò÷èê unif_rnd ∈ (0, 1). Îñíîâíûìè
ïàðàìåòðàìè äàò÷èêà óñòîé÷èâûõ âåëè÷èí áûëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü
α, êîëè÷åñòâî ñóììèðóåìûõ ÷èñåë ïî Ïàðåòî n è êîëè÷åñòâî ïîëó÷àåìûõ óñòîé-
÷èâûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë k.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ðàáîòó äàò÷èêà. Ïðè ìàëûõ α → 0 ãðàôèê ýìïèðè÷åñêîé
ïëîòíîñòè ñòðåìèòñÿ ê ãðàôèêó δ(0) (ñì. Ðèñ. 3).

Ïðè α = 0.5 ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè óñòîé÷èâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò ÿâíîå âû-
ðàæåíèå. Â ëèòåðàòóðå, íàïðèìåð, îíà èìååò ðàçëè÷íûé âèä � â êíèãàõ [2],[5],[7]:

f(x) =
1√
2π

e−
1
2x x−

3
2 ,
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Ðèñ. 3: Ãðàôèê ôóíêöèè ïëîòíîñòè ñãåíåðèðîâàííûõ ÷èñåë ïðè n = 103, k = 104, a)
α = 0.1, b) α = 0.3
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Ðèñ. 4: Ãðàôèê ôóíêöèé ïëîòíîñòè ñãåíåðèðîâàííûõ ÷èñåë è óñòîé÷èâîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ïðè n = 103, k = 104, α = 0.5, a) ε = 1, b) ε = 2

à â [3],[8]:

f(x) =
1

2
√

π
e−

1
4x x−

3
2 .

Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (3) âûòåêàåò, ÷òî çà èçìåíåíèå ìàñøòàáà îòâå÷àåò ïàðàìåòð ε
ñëåäóþùèì îáðàçîì. ×åì äàëüøå âïðàâî ñäâèãàåòñÿ ãðàíèöà ïàðåòîâñêèõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí ε, òåì äàëüøå âïðàâî ñäâèãàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàôèêè óñòîé-
÷èâûõ ïëîòíîñòåé (ñì. Ðèñ.4).

Ñëó÷àé α áëèçêèõ ê 1 òðåáóåò îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ñòðîè-
ëàñü òåîðåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè óñòîé÷èâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ôîðìå (À). Çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè áûëè âçÿòû èç ïðîãðàììû Stable.exe,
ðàçðàáîòàííîé J.Nolan'îì (ñì. http://academic2.american.edu/ jpnolan/stable/stab-
le.html).

Èç ðèñ. 5 âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ ýìïèðè÷åñêîé ïëîòíîñòè ïðèáëèæàåòñÿ ê äåëüòà-
ôóíêöèè δ(1), ñîñðåäîòî÷åííîé â åäèíèöå, à ãðàôèê òåîðåòè÷åñêîé ôóíêöèè ïëîò-
íîñòè â ôîðìå (À) ñäâèãàåòñÿ âïðàâî. Ýòî ðàñõîæäåíèå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðå-
äåëüíàÿ ïëîòíîñòü äàò÷èêà èìååò âèä (4), îòëè÷íûé îò (5).

×òîáû ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ äàò÷èêà óñòîé÷èâûå ñëó÷àéíûå ÷èñëà â ôîðìå
(À) íåîáõîäèìî ïðåîáðàçîâàòü òðåòüå ñëàãàåìîå â ýêñïîíåíòå èç (2) ñëåäóþùèì
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Ðèñ. 5: Ãðàôèê ôóíêöèé ïëîòíîñòè ñãåíåðèðîâàííûõ ÷èñåë è óñòîé÷èâîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû â ôîðìå (À) ñ) è d) ïðè k = 104, n = 103, ε = 1, a) α = 0.7, b) α = 0.8 ñ)
α = 0.9, d) α = 0.95

îáðàçîì:
exp

{
−

(
− itε

b

)α

Γ
(

1− α,
|t|ε

bn1/α

)}
=

= exp

{
−

( |t|ε
b

)α

Γ
(

1− α,
|t|ε

bn1/α

)
e−

πα
2 isign(t)

}
=

= exp

{
−

( |t|ε
b

)α

Γ
(

1− α,
|t|ε

bn1/α

) (
cos

πα

2
− i · sinπα

2
sign(t)

)}
=

= exp

{
−

( |t|ε
b

)α

Γ
(

1− α,
|t|ε

bn1/α

)
cos

πα

2

(
1− itg

πα

2
sign(t)

)}
.

Äëÿ ñõîäèìîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ñóììû (1) ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèè óñòîé÷èâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â ôîðìå (À) èç (5) íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü
ñîîòíîøåíèå:

εα

bα
Γ

(
1− α,

|t|ε
bn1/α

)
cos

(πα

2

)

êàê ìîæíî áëèæå ê åäèíèöå. Ïîâòîðÿÿ ïðîöåäóðó äëÿ íàõîæäåíèÿ b, ïîëó÷àåì
ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû (n = 103, ε = 1, t ∈ [1; 100]), êîòîðûå çàíåñåíû â òàáëèöó.
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Òàáëèöà 3: Îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà b è ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû
MAE è ïàðàìåòðà ñäâèãà

α b MAE ñäâèã a
0.1 1.7158 0.0003 0.0000
0.5 1.5699 0.0001 0.0006
0.7 1.4388 0.0008 0.0360
0.8 1.2113 0.0020 0.1468
0.9 0.8142 0.0101 0.5701
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Ðèñ. 6: Ãðàôèê ôóíêöèé ïëîòíîñòè ñãåíåðèðîâàííûõ ÷èñåë è óñòîé÷èâîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû â ôîðìå (À) ïðè k = 104, n = 104, ε = 1, a) α = 0.7, b) α = 0.8

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ðàáîòó äàò÷èêà â ýòîì ñëó÷àå.
Âèçóàëüíûé àíàëèç ãðàôèêîâ ýìïèðè÷åñêîé è òåîðåòè÷åñêîé ôóíêöèé ïëîòíî-

ñòè ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä îá èõ õîðîøåì ñîâïàäåíèè.
Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ óñòîé÷èâûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë â ôîðìå (Ì) íåîáõîäèìî ó÷è-

òûâàòü, ÷òî èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èìååò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå (ñì.
[3]):

f(t) = exp
{
−|t|α + it(|t|α−1 − 1)β · tg πα

2

}
=

= exp
{
−|t|α

(
1− iβ · tg πα

2
· sign(t)

)
− iβ · tg πα

2
· t

}
,

êîòîðàÿ ïðè β = 1 îòëè÷àåòñÿ îò ôîðìû (À) ìíîæèòåëåì exp
{−it · tg πα

2

}
. Äîáàâèâ

ýòîò ñäâèã â ôîðìóëó äàò÷èêà, ïîëó÷àåì óñòîé÷èâûå ñëó÷àéíûå ÷èñëà â ôîðìå
(Ì) (ñì. Ðèñ. 7). Äëÿ ñðàâíåíèÿ íà ãðàôèêå ïîìåùåíà òåîðåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
ïëîòíîñòè, âçÿòàÿ èç ïðîãðàììû Nolan'à Stable.exe.

Çàêëþ÷åíèå

Ïðîöåññ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàë, ÷òî ïðèíöèï ðàáîòû äàò÷èêà, îñíîâàííûé íà
îáîáùåííîé öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå, äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷àòü óñòîé-
÷èâûå ñëó÷àéíûå ÷èñëà â ðàçëè÷íûõ ôîðìàõ ïðåäñòàâëåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî ïîäáîð
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Ðèñ. 7: Ãðàôèê ôóíêöèé ïëîòíîñòè ñãåíåðèðîâàííûõ ÷èñåë è óñòîé÷èâîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû â ôîðìå (M) ïðè k = 104, n = 104, ε = 1, a) α = 0.3, b) α = 0.8

ìíîæèòåëÿ b â íîðìèðóþùåì êîýôôèöèåíòå bn = bn1/α òðåáóåò îòäåëüíîé ïðîöå-
äóðû äëÿ äîñòèæåíèÿ óäîâëåòâîðèòåëüíîé òî÷íîñòè.
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