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Â ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî ïðè ñòåïåííîé çàâèñèìîñòè ôóíêöèîíàëà îáíà-
ðóæåíèÿ îò ìîäóëÿ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ îáúåêòà â êîíôëèêòíîé ñðåäå
ýêñòðåìàëè ôóíêöèîíàëà äîñòàâëÿþò åìó ãëîáàëüíûé ìèíèìóì.

The risk's power dependence from velocity modula is considered. The global
minimum of risk extremals is proved.
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àöèîííîå èñ÷èñëåíèå, ãëîáàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà.
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1. Ââåäåíèå

Â ðàáîòå [1], êîòîðàÿ ÿâèëàñü ëîãè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû [2], ðåøàåòñÿ
âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à î ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè óêëîíåíèÿ íà ïëîñêî-
ñòè äëÿ ôóíêöèîíàëà îáíàðóæåíèÿ (ðèñêà) â ñëó÷àå óïðàâëåíèÿ ñêîðîñòüþ äâèæå-
íèÿ îáúåêòà. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íàõîæäåíèÿ òðàåêòîðèè è ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ
óïðàâëÿåìîãî îáúåêòà â êîíôëèêòíîé ñðåäå, ãäå êîíôëèêòóþùèì îáúåêòîì ÿâëÿ-
åòñÿ ñåíñîð, âåäóùèé íàáëþäåíèå â ïàññèâíîì ðåæèìå, ïîëó÷àåòñÿ ñåìåéñòâî ýêñ-
òðåìàëåé. Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà
â ðàáîòå [1] ïîëó÷åí àíàëèòè÷åñêèé âèä ýêñòðåìàëåé è çàêîíû èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè
óïðàâëÿåìîãî îáúåêòà íà íèõ. Òàêæå ïðîèçâåäåí êîëè÷åñòâåííûé àíàëèç çíà÷å-
íèé ôóíêöèîíàëà îáíàðóæåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ çàêîíàõ èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè íà
âûáðàííîé ýêñòðåìàëüíîé òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ óïðàâëÿåìîãî îáúåêòà.

Òå ÷àñòíûå ñëó÷àè, ðàññìîòðåííûõ â [1] ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé è çàêîíîâ
èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè, íàâåëè íà ìûñëü, ÷òî ñêîðåå âñåãî èìååò ìåñòî ãëîáàëüíûé
ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà îáíàðóæåíèÿ íà ýêñòðåìàëÿõ çàäà÷è. Ïîýòîìó öåëüþ íà-
ñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ìèíèìóìà ôóíêöè-
îíàëà îáíàðóæåíèÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íà ýêñòðåìàëÿõ çàäà÷è âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà. Â ðåçóëüòàòå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî
ýêñòðåìàëè ôóíêöèîíàëà äîñòàâëÿþò åìó ãëîáàëüíûé ìèíèìóì íà êëàññå äâàæäû

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëå-
äîâàíèé (ãðàíò �07-08-00739-à), ïðîãðàììû �29 Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ
óïðàâëåíèÿ¿.
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íåïðåðûâíî�äèôôåðåíöèðóåìûõ òðàåêòîðèé. À â ñëó÷àå, êîãäà íàéäåííàÿ ýêñòðå-
ìàëü ÿâëÿåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ñïèðàëüþ, óñëîâèÿ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ëåãêî
ïðîâåðÿþòñÿ.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Íà ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíû äâà îáúåêòà - îäèíî÷íûé íåïîäâèæíûé íàáëþäà-
òåëü è óïðàâëÿåìûé ïîäâèæíûé îáúåêò. Êîîðäèíàòû íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷åê
ìàðøðóòà è ïîçèöèè íàáëþäàòåëÿ çàäàíû â íåïîäâèæíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå,
íà÷àëî êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ïîçèöèåé íàáëþäàòåëÿ. Óïðàâëÿåìûé îáúåêò ïåðåìå-
ùàåòñÿ èç ôèêñèðîâàííîé íà÷àëüíîé â ôèêñèðîâàííóþ êîíå÷íóþ òî÷êó ìàðøðóòà
(èç A(x1, y1) â B(x2, y2)), çà ôèêñèðîâàííîå âðåìÿ T ìèíèìèçèðóÿ ïóòåì âûáîðà
òðàåêòîðèè è ñêîðîñòè îáúåêòà óïðàâëåíèÿ ôóíêöèîíàë îáíàðóæåíèÿ (ðèñê)

R(x, y, ẋ, ẏ) =
∫ T

0

(ẋ2 + ẏ2)m

x2 + y2
dt −→ min

(ẋ,ẏ,x,y)
, (1)

ãäå T � âðåìÿ äâèæåíèÿ îáúåêòà ïî òðàåêòîðèè, m � ïðîèçâîëüíûé ïîêàçàòåëü
ñòåïåíè.

Â ðàáîòå [1] áûë ïîëó÷åí àíàëèòè÷åñêèé âèä ýêñòðåìàëåé ôóíêöèîíàëà (1) è
ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà íà ðàçëè÷íûõ òðàåêòîðèÿõ äâèæåíèÿ
îáúåêòà è ïðè ðàçëè÷íûõ ñêîðîñòíûõ ðåæèìàõ. Äîêàæåì, ÷òî íà ýòèõ ýêñòðåìàëÿõ
ïðè m ≥ 1/2 çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà (1) ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì.

3. Ðåøåíèå çàäà÷è

Ïåðåéäåì òåïåðü îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò (x, y) â ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû (r, ψ).
Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ôóíêöèîíàë îáíàðóæåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì

R(r, ψ, ṙ, ψ̇) =
∫ T

0

(ṙ2 + r2ψ̇2)m

r2
dt. (2)

Äàëåå îñóùåñòâèì çàìåíó ρ = ln r, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ôóíêöèîíàë (2) ê âèäó

R(ρ, ψ, ρ̇, ψ̇) =
∫ T

0

(ρ̇2 + ψ̇2)mΦ(ρ)dt, (3)

ãäå Φ(ρ) = exp(kρ), k = 2m− 2.
Ôóíêöèîíàë (3) çàïèñàí â óäîáíîì äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ âèäå. Ïóñòü

ôóíêöèè r∗(t) è ψ∗(t) äîñòàâëÿþò ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëó (2). Ñëåäóÿ ðàáîòå [1],
ôîðìóëû (4), (5) ïðåäñòàâëÿþò ýòè çàâèñèìîñòè:

r∗(ψ∗) = r0

(
cos

(
ψ∗

k

2m
+ C2

))− 2m
k

, (4)

ãäå êîíñòàíòû r0, C2 îïðåäåëÿþòñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè, ò.å. êîîðäèíàòàìè (rA, ψA)
è (rB , ψB),

r0 = rA

( (
sin

(
(ψB − ψA) k

2m

))2

1 + d2
1 − 2d1 cos

(
(ψB − ψA) k

2m

)
)m

k

, d1 =
(

rA

rB

) k
2m

,
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C2 = arctan

(
d1 cos

(
ψA

k
2m

)− cos
(
ψB

k
2m

)

d1 sin
(
ψA

k
2m

)− sin
(
ψB

k
2m

)
)

.

C4t =
2m

k

[
tan

(
ψ∗

k

2m
+ C2

)]ψB

ψA

, C4 =
1 + d2

1 − 2d1 cos
(
(ψB − ψA) k

2m

)

d1 sin
(
(ψB − ψA) k

2m

) 2m

k

1
T

.

(5)
Ñëó÷àé m = 1 (k = 0) áóäåò ðàññìîòðåí îòäåëüíî.

3.1 Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà

Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî r∗(t) è ψ∗(t) äîñòàâëÿþò ëîêàëüíûé ìèíèìóì ôóíê-
öèîíàëó (2). Ââåäåì ñëåäóþùèå îáùåïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü q1 = ρ, q2 =

ψ, L(q1, q2, q̇1, q̇2) =
(
q̇2
1 + q̇2

2

)m
Φ(q1). Òîãäà R(q1, q2, q̇1, q̇2) =

∫ T

0

L(q1, q2, q̇1, q̇2) dt.
Òàê êàê ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà L(q1, q2, q̇1, q̇2) èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîä-
íûå âòîðîãî ïîðÿäêà, òî åå ïðèðàùåíèå â îáëàñòè îêîëî ýêñòðåìàëüíîé òðàåêòîðèè
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

4L = δL +
1
2

2∑

i,j=1

(
∂2L

∂qi∂qj
δqiδqj + 2

∂2L

∂qi∂q̇j
δqiδq̇j +

∂2L

∂q̇i∂q̇j
δq̇iδq̇j

)
+ o(d2) (6)

ãäå d =
√

δq2
1 + δq2

2 + δq̇2
1 + δq̇2

2 , à δqi, δq̇i ïðè i = 1, 2 ÿâëÿþòñÿ âàðèàöèÿìè ôóíê-
öèé qi, q̇i ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî δqi, δq̇i ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè ñ çàäàííûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè δqi(0) =
δqi(T ) = 0. ×ëåíû ñòåïåíè 1 è 2 îòíîñèòåëüíî δqi, δq̇i â ôîðìóëå Òåéëîðà (6) ñî-
îòâåòñòâåííî ñîñòàâëÿþò ïåðâóþ âàðèàöèþ δL ôóíêöèè L è ïîëîâèíó âòîðîé åå
âàðèàöèè δ2L.

Ðàâåíñòâî íóëþ ïåðâîé âàðèàöèè ôóíêöèè L äàåò íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìè-
íèìóìà ôóíöèîíàëà îáíàðóæåíèÿ R. Íà ýêñòðåìàëüíîé òðàåêòîðèè âûïîëíÿþòñÿ
óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà

∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i
= 0, i = 1, 2. (7)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âûïîëíåíû ðàâåíñòâà ∂L

∂q2
= 0 è êàê ñëåäñòâèå óðàâíåíèé (7)

d

dt

∂L

∂q̇2
= 0, èíòåãðàë ïî âðåìåíè îò âòîðîé âàðèàöèè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â

âèäå
∫ T

0

δ2Ldt =
∫ T

0




(
∂2L

∂q2
1

− d

dt

∂2L

∂q1∂q̇1

)
δq2

1 +
2∑

i,j=1

∂2L

∂q̇i∂q̇j
δq̇iδq̇j


 dt

Èç-çà ýêñïîíåíöèàëüíîé çàâèñèìîñòè L îò q1 âûòåêàåò ðàâåíñòâî

∂2L

∂q2
1

− d

dt

∂2L

∂q1∂q̇1
= (2m− 2)

(
∂L

∂q1
− d

dt

∂L

∂q̇1

)
= 0,
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êîòîðîå åñòü íè÷òî èíîå êàê óðàâíåíèå (7), âûïîëíÿþùååñÿ íà ýêñòðåìàëè èñõîä-
íîé çàäà÷è. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ðàçíîñòü 4R = R(q1 + δq1, q2 + δq2, q̇1 + δq̇1, q̇2 +
δq̇2)−R(q1, q2, q̇1, q̇2) ïðåäñòàâèìà â âèäå

4R =
∫ T

0




2∑

i,j=1

∂2L

∂q̇i∂q̇j
δq̇iδq̇j


 dt + o(d2) > 0. (8)

Íåðàâåíñòâî (8) îïðåäåëÿåò òîò ôàêò, ÷òî ýêñòðåìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ôóíêöèîíàëà
îáíàðóæåíèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé, äîñòàâëÿþùåé ëîêàëüíûé ìèíèìóì ýòîìó
ôóíêöèîíàëó [3], [4].

Îñòàëîñü íàéòè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ m êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà
2∑

i,j=1

∂2L

∂q̇i∂q̇j
δq̇iδq̇j

ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò ñëåäóþùàÿ ëåì-
ìà.

Ëåììà 1. Ïðè m ≥ 1
2 êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

2∑

i,j=1

∂2L

∂q̇i∂q̇j
δq̇iδq̇j ÿâëÿåòñÿ ïîëî-

æèòåëüíî îïðåäåëåííîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïèøåì èñêîìóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó â ÿâíîì âèäå

2mL

(q̇2
1 + q̇2)2

(
((2m− 1)q̇2

1 + q̇2
2)δq̇2

1 + 2(m− 1)q̇1q̇2δq̇1δq̇2 + ((2m− 1)q̇2
2 + q̇2

1)δq̇2
2

)
. (9)

Òàê êàê 2mL

(q̇2
1 + q̇2)2

> 0, òî çíàê èñêîìîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ñîâïàäàåò ñî çíàêîì
ôîðìû, îïðåäåëåííîé ïîñëåäíèì ìíîæèòåëåì âûðàæåíèÿ (9), à èìåííî çíàêîì
ôîðìû

2∑

i,j=1

Gijδq̇iδq̇j = ((2m− 1)q̇2
1 + q̇2

2)δq̇2
1 + 2(m− 1)q̇1q̇2δq̇1δq̇2 + ((2m− 1)q̇2

2 + q̇2
1)δq̇2

2 .

Äëÿ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè Gij âñëåäñòâèå ïðîèçâîëüíîñòè q̇1, q̇2 íåîáõî-
äèìî, ÷òîáû 2m− 1 ≥ 0, è detGij > 0.

det Gij = (2m− 1)(q̇4
1 + q̇4

2) + ((2m− 1)2 + 1− (m− 1)2)q̇2
1 q̇2

2 > 0 (10)

Íåðàâåíñòâî (10) ïðè 2m − 1 ≥ 0 âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê 3m2 − 2m + 1 > 0.
Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Òåì ñàìûì áûëî äîêàçàíî, ÷òî ýêñòðåìàëè ôóíêöèîíàëà îáíàðóæåíèÿ âèäà (1)
� (3) äîñòàâëÿþò åìó ëîêàëüíûé ìèíèìóì.

Äàëåå â ñëó÷àå m = 1 óäàåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî äîêàçàòü ãëîáàëüíîñòü ìèíè-
ìóìà ôóíêöèîíàëà îáíàðóæåíèÿ.

3.2 Ñëó÷àé m = 1

Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.
Ëåììà 2. Ïóñòü m = 1, òîãäà ôóíêöèè ρ∗(t) è ψ∗(t) äîñòàâëÿþò ãëîáàëüíûé

ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó (3).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå m = 1 ýêñòðåìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ñïèðàëüþ [1]. Òîãäà ÷åðåç ëþáûå äâå òî÷êè ïëîñêîñòè
(x, y) ìîæíî ïðîâåñòè åäèíñòâåííóþ ñïèðàëü ïðè ψ ∈ [0, π]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ρ(t) = ρ∗(t) + δρ(t) è ψ(t) = ψ∗(t) + δψ(t) îïðåäåëÿþò íåêîòîðóþ íåïðåðûâíî-
äèôôåðåíöèðóåìóþ òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ. Ïåðåìåííóþ t
â ôóíêöèÿõ ρ(t) è ψ(t) äàëüíåéøåì ïðè äîêàçàòåëüñòâå áóäåì îïóñêàòü. Âûïè-
øåì ôóíêöèîíàë îáíàðóæåíèÿ íà ýòîé òðàåêòîðèè, ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
Φ(ρ) = 1.

R(ρ, ψ, ρ̇, ψ̇) =
∫ T

0

((ρ̇∗ + δρ)2 + (ψ̇∗ + δψ)2)dt =

=
∫ T

0

((ρ̇∗)2 + (ψ̇∗)2)dt +
∫ T

0

((δρ̇)2 + (δψ̇)2)dt + 2
∫ T

0

(ρ̇∗δρ̇ + ψ̇∗δψ̇)dt.

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â âûøåñòîÿùåì âûðàæåíèè ðàâíî íóëþ âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî
ôóíêöèè ρ∗(t) è ψ∗(t) äîñòàâëÿþò ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëó (3). Ôóíêöèîíàë îáíà-
ðóæåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì

R(ρ, ψ, ρ̇, ψ̇) = R(ρ∗, ψ∗, ρ̇∗, ψ̇∗) +
∫ T

0

((δρ̇)2 + (δψ̇)2)dt. (11)

Èç ðàâåíñòâà (11) ñëåäóåò, ÷òî R(ρ, ψ, ρ̇, ψ̇) > R(ρ∗, ψ∗, ρ̇∗, ψ̇∗), åñëè δρ 6= 0 è δψ 6= 0
íå ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî. Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Èòàê ëåììîé 2 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ çíà÷åíèÿ m = 1 ëîêàëüíûé ìèíèìóì
ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì.

3.3 Î âðåìåííîé ïëîòíîñòè ñèãíàëà íà ýêñòðåìàëüíîé òðàåêòîðèè

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà èñõîäíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ âðåìåííîé ïëîòíîñòüþ ñèãíàëà,
ïðèøåäøåãî íà ñåíñîð. Äàëåå, ïóñòü L∗AB� ïëîòíîñòü ñèãíàëà íà ýêñòðåìàëüíîé
òðàåêòîðèè. Â ðàáîòå [1] äîêàçàíî, ÷òî L∗AB ≡ const. Ïóñòü rA, rB � äëèíà ðà-
äèóñ âåêòîðîâ, ïðîâåäåííûõ â òî÷êè A è B ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

L∗AB =
1

T 2m

(
4m2

k2

)m (
r

k
m

A + r
k
m

B − 2r
k

2m

A r
k

2m

B cos
(

(ψB − ψA)
k

2m

))m

. (12)

Ñëåäñòâèåì ôîðìóëû (12) ÿâëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü ôóíêöèîíàëà îáíàðóæåíèÿ îò
êðàåâûõ óñëîâèé çàäà÷è

RAB(T ) =
K

T 2m−1
|wAB |2m. (13)

ãäå |wAB | =
(

r
k
m

A + r
k
m

B − 2r
k

2m

A r
k

2m

B cos
(

(ψB − ψA)
k

2m

))1/2

, K =
(

4m2

k2

)m

. Ïî-
ñòàâèì âîïðîñ: "Ìîæíî ëè ðàçáèâ âðåìåííîé èíòåðâàë [0, T ] íà äâà èíòåðâàëà,
âûáðàâ ïðîìåæóòî÷íóþ òî÷êó C è äâèãàÿñü ïî ýêñòðåìàëÿì îò A ê C è äàëåå îò
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C ê B, ïîëó÷èòü çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà îáíàðóæåíèÿ ìåíüøåå ÷åì ïðè äâèæåíèè
ïî ýêñòðåìàëè îò A ê B?". Îòâåò äàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 3. Ïóñòü RAB(T ) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (13), è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî T = T1+T2. Òîãäà äëÿ ëþáûõ rA, rB , rC , ψA, ψB , ψC ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

RAB(T ) ≤ RAC(T1) + RCB(T2). (14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî T = T1 + T2, ïîëó÷àåì

RAC(T − T2) + RCB(T2) =
K

(T − T2)2m−1
|wAC |2m +

K

T 2m−1
2

|wCB |2m. (15)

Âûðàæåíèå (15) êàê ôóíêöèÿ àðãóìåíòà T2 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, è åãî çíà÷å-
íèå ïðè ñòðåìëåíèè T2 ê ãðàíèöàì èíòåðâàëà (0, T ) ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íî áîëü-
øèì. Ïîýòîìó ýòî âûðàæåíèå èìååò íà èíòåðâàëå T2 ∈ (0, T ) ìèíèìóì. Íàéäåì
çíà÷åíèå T2 äîñòàâëÿþùåå ìèíèìóì âûðàæåíèþ (15). Òðåáîâàíèå
min
T2

(RAC(T − T2) + RCB(T2)) äàåò

T1 =
|wAC |

|wAC |+ |wCB |T, T2 =
|wCB |

|wAC |+ |wCB |T.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

min
T1+T2=T

(RAC(T1) + RCB(T2)) =
K

T 2m−1
(|wAC |+ |wCB |)2m

. (16)

Îïðåäåëåíèå |wAB | â ôîðìóëå (13) ïî ñìûñëó ÿâëÿåòñÿ íåìíîãî ìîäèôèöèðîâàí-
íîé òåîðåìîé êîñèíóñîâ. Ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ òî÷åê A, B, C âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî

|wAB | ≤ |wAC |+ |wCB |. (17)
Îáúåäèíÿÿ ðàâåíñòâî (16) è íåðàâåíñòâî (17), ïðè m ≥ 1/2 ïîëó÷àåì

RAB(T ) ≤ min
T1+T2=T

(RAC(T1) + RCB(T2)) ≤ RAC(T1) + RCB(T2).

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ëåììà 3 ìîæåò áûòü îáîáùåíà íà ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå âðåìåííîãî èíòåð-

âàëà [0, T ].
Ëåììà 4. Ïóñòü Ti, ãäå i = 0, . . . , N , ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ìîìåíòàìè

âðåìåíè, ïðè÷åì T0 = 0, TN = T , 4Ti = Ti+1 − Ti. Ïóñòü â ýòè ìîìåíòû âðå-
ìåíè Ti òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ îáúåêòà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè Bi ñîîòâåòñòâåííî,
ïðè÷åì òî÷êà B0 ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé A, à òî÷êà BN ñ òî÷êîé B. Òîãäà âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

RAB(T ) ≤
N−1∑

i=0

RBiBi+1(4Ti).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4 ñëåäóåò ïî èíäóêöèè èç ëåììû 3.
Âñå íåîáõîäèìûå ïðèãîòîâëåíèÿ óæå ñäåëàíû, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ñôîðìó-

ëèðîâàòü è äîêàçàòü ãëàâíûé ðåçóëüòàò ðàáîòû.
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3.4 Ãëîáàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà îáíàðóæåíèÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü m ≥ 1/2. Ýêñòðåìàëü ôóíêöèîíàëà îáíàðóæåíèÿ âèäà (1) êàê
ðåøåíèå óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà (7) äîñòàâëÿåò ôóíêöèîíàëó ãëîáàëüíûé
ìèíèìóì íà êëàññå C2[0, T ] äâàæäû íåïðåðûâíî � äèôôåðåíöèðóåìûõ òðàåêòîðèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ ëåìì 3 è 4. Âûáåðåì ïðî-
èçâîëüíóþ òðàåêòîðèþ (q1(t), q2(t)) äâèæåíèÿ îáúåêòà èç òî÷êè A â òî÷êó B, ãäå
q1(t), q2(t) äâàæäû íåïðåðûâíî � äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè. Âûáåðåì ïðîèç-
âîëüíîå äîñòàòî÷íî ìåëêîå ðàçáèåíèå ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé òðàåêòîðèè, òàêîå
÷òî ìîäóëü ñêîðîñòè äâèæåíèå îáúåêòà ìàëî ìåíÿåòñÿ. Ýòî âñåãäà ìîæíî ñäå-
ëàòü âñëåäñòâèå äâàæäû íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè òðàåêòîðèè. Ïóñòü
L(q1(t), q2(t), q̇1(t), q̇2(t))� ïëîòíîñòü ñèãíàëà íà âûáðàííîé òðàåêòîðèè, îáîçíà÷èì
÷åðåç LBiBi+1(t) ýòó æå ïëîòíîñòü ñèãíàëà íà âûáðàííîé òðàåêòîðèè ïðè äâè-
æåíèè èç òî÷êè Bi â òî÷êó Bi+1. Òîãäà çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà îáíàðóæåíèÿ íà
âûáðàííîé òðàåêòîðèè ðàâíî

R =
N−1∑

i=0

LBiBi+1(Ti)4Ti + o(max
i
4Ti). (18)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ôàêòè÷åñêè ïðè äâèæåíèè èç òî÷êè Bi â òî÷êó Bi+1 ïëîòíîñòü
ñèãíàëà îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé. Çíà÷èò ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà ýòîì êóñêå òðàåêòîðèè
âûïîëíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà (7), îòêóäà âñëåäñòâèå åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è è ìàëîñòè ðàçáèåíèÿ ïîëó÷àåì

LBiBi+1(Ti) = L∗BiBi+1
+ o(4Ti). (19)

Îáúåäèíåíèå ðåçóëüòàòîâ ëåììû 4 è ôîðìóë (18), (19) äàåò íåðàâåíñòâî

RAB(T ) ≤
N−1∑

i=0

RBiBi+1(Ti+1 − Ti) = R + o(max
i
4Ti). (20)

Â âûðàæåíèè (20) ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè ìåëêîñòè ðàçáèåíèÿ, ñòðåìÿùåéñÿ ê
íóëþ. Âñëåäñòâèå ïðîèçâîëüíîñòè ðàçáèåíèÿ âûáðàííîé òðàåêòîðèè ïîëó÷àåì

RAB(T ) ≤ R. (21)

Çäåñü RAB(T ) åñòü çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà íà ýêñòðåìàëè, à R� åãî çíà÷åíèå íà
ïðîèçâîëüíîé äâàæäû íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìîé òðàåêòîðèè. Íåðàâåíñòâî
(21) îçíà÷àåò, ÷òî ýêñòðåìàëü ôóíêöèîíàëà îáíàðóæåíèÿ âèäà (1) êàê ðåøåíèå
óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà (7) äîñòàâëÿåò ôóíêöèîíàëó ãëîáàëüíûé ìèíèìóì.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàêëþ÷åíèå

Â çàêëþ÷åíèè ðàáîòû õîòåëîñü îòìåòèòü òå õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè ðàññìîò-
ðåííîé çàäà÷è, áëàãîäàðÿ êîòîðûì óäàëîñü ïîëíîñòüþ åå ðåøèòü.
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• Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà, âõîäÿùàÿ â ôóíêöèîíàë îáíàðóæåíèÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî
ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ, çàâèñÿùåãî îò m, ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà
èñêîìîé âàðèàöèîííîé çàäà÷è.

• Âñëåäñòâèå àâòîíîìíîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ãàìèëüòî-
íèàí ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.

• Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ïðè
m ≥ 1/2 è ëþáûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ.

• Ëþáóþ òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ ñèñòåìû ñ íåêîòîðûì çàêîíîì èçìåíåíèÿ ñêî-
ðîñòè íà íåé ìîæíî ïðèáëèçèòü ýêñòðåìàëüíûìè òðàåêòîðèÿìè, êîòîðûõ
ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé.

• Ñóììà çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëîâ îáíàðóæåíèÿ íà ýòèõ ýêñòðåìàëÿõ áîëüøå
èëè ðàâíà çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà îáíàðóæåíèÿ íà ïîñòîÿííîé ôóíêöèè Ëàã-
ðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùåé ýêñòðåìàëè èñõîäíîé âàðèàöèîííîé çàäà÷è (ëåììû
3 è 4, òåîðåìà 1).
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