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Построено новое решение задачи Коши для нестационарной квазигид-
родинамической системы. Оно не удовлетворяют ни уравнениям Навье–
Стокса, ни уравнениям Эйлера. С помощью подстановки Линя указан-
ная квазигидродинамическая система свелась к трем дифференциаль-
ным уравнениям в частных производных. Были поставлены и решены
три задачи Коши для указанных уравнений. Эти три решения порожда-
ют новое решение задачи Коши для квазигидродинамической системы.
При 𝑐𝑠 → +∞, где 𝑐𝑠 – скорость звука в жидкости, оно переходит в
решение задачи Коши для соответствующей системы Навье–Стокса.
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Введение

Построению точных решений классической системы Навье–Стокса в динами-
ке вязкой несжимаемой жидкости посвящена обширная научная литература [1] –
[9]. Квазигидродинамическая (КГД) система отличается от системы Навье–Стокса
дополнительными дивергентными членами, содержащими малый положительный
параметр 𝜏 . Физические принципы, лежащие в основе ее построения, описаны в
монографиях [10] – [13]. Там же найдены семейства точных решений КГД уравне-
ний. Проблема поиска новых точных решений, специфических для квазигидроди-
намической системы и не удовлетворяющих уравнениям Навье–Стокса, является
актуальной.

В настоящей работе построено новое решение задачи Коши для нестационарной
квазигидродинамической системы. Оно не удовлетворяют ни уравнениям Навье–
Стокса, ни уравнениям Эйлера. С помощью подстановки Линя указанная КГД
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система свелась к трем дифференциальным уравнениям в частных производных.
Были поставлены и решены три задачи Коши для указанных уравнений. Эти три
решения порождают новое решение задачи Коши для квазигидродинамической
системы. При 𝑐𝑠 → +∞, где 𝑐𝑠 – скорость звука в жидкости, оно переходит в
решение задачи Коши для соответствующей системы Навье–Стокса.

1. Квазигидродинамическая система и система Навье–Стокса. Задача
Коши

Квазигидродинамическая система для слабосжимаемой вязкой жидкости мо-
жет быть записана в виде

div �⃗� = div �⃗�, (1.1)

𝜕�⃗�

𝜕𝑡
+
(︀
(�⃗�− �⃗�) · ∇

)︀
�⃗�+∇𝑝 = 𝜈∆�⃗�+ 𝜈∇

(︀
div �⃗�

)︀
+ div (�⃗�⊗ �⃗�). (1.2)

Влияние внешних массовых сил не учитывается. Вектор �⃗� вычисляется по фор-
муле

�⃗� = 𝜏
(︀
(�⃗� · ∇)�⃗�+∇𝑝

)︀
. (1.3)

Символом 𝜈 обозначен коэффициент кинематической вязкости, являющийся за-
данной положительной константой. Постоянная средняя плотность жидкости 𝜌
положена равной единице. Оператор Лапласа ∆ действует в пространстве R3

�⃗�.
Система (1.1) – (1.2) замкнута относительно неизвестных функций – скорости
�⃗� = �⃗�(�⃗�, 𝑡) и давления 𝑝 = 𝑝(�⃗�, 𝑡). Характерное время релаксации 𝜏 вычисляется
по формуле

𝜏 =
𝜈

𝑐2𝑠
, (1.4)

где 𝑐𝑠 – скорость звука в жидкости.
Если в (1.1) – (1.2) опустить члены, содержащие 𝜏 , то получим систему Навье–

Стокса в динамике вязкой несжимаемой жидкости:

div �⃗� = 0, (1.5)

𝜕�⃗�

𝜕𝑡
+ (�⃗� · ∇)�⃗�+∇𝑝 = 𝜈∆�⃗�. (1.6)

КГД система (1.1) – (1.2) в декартовых координатах для нестационарных те-
чений имеет вид

𝜕𝑢𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
=

𝜕𝑤𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑤𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝑤𝑧

𝜕𝑧
, (1.7)

𝜕𝑢𝑥

𝜕𝑡
+
(︀
𝑢𝑥 − 𝑤𝑥

)︀𝜕𝑢𝑥

𝜕𝑥
+
(︀
𝑢𝑦 − 𝑤𝑦

)︀𝜕𝑢𝑥

𝜕𝑦
+

(︀
𝑢𝑧 − 𝑤𝑧

)︀𝜕𝑢𝑥

𝜕𝑧
+

𝜕𝑝

𝜕𝑥
=

= 𝜈
(︁𝜕2𝑢𝑥

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢𝑥

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑢𝑥

𝜕𝑧2

)︁
+ 𝜈

𝜕

𝜕𝑥

(︁𝜕𝑢𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

)︁
+

+
𝜕(𝑢𝑥𝑤𝑥)

𝜕𝑥
+

𝜕(𝑢𝑦𝑤𝑥)

𝜕𝑦
+

𝜕(𝑢𝑧𝑤𝑥)

𝜕𝑧
, (1.8)

𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑡
+
(︀
𝑢𝑥 − 𝑤𝑥

)︀𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑥
+
(︀
𝑢𝑦 − 𝑤𝑦

)︀𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑦
+
(︀
𝑢𝑧 − 𝑤𝑧

)︀𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑧
+

𝜕𝑝

𝜕𝑦
=
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= 𝜈
(︁𝜕2𝑢𝑦

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢𝑦

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑢𝑦

𝜕𝑧2

)︁
+ 𝜈

𝜕

𝜕𝑦

(︁𝜕𝑢𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

)︁
+

+
𝜕(𝑢𝑥𝑤𝑦)

𝜕𝑥
+

𝜕(𝑢𝑦𝑤𝑦)

𝜕𝑦
+

𝜕(𝑢𝑧𝑤𝑦)

𝜕𝑧
, (1.9)

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑡
+
(︀
𝑢𝑥 − 𝑤𝑥

)︀𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑥
+
(︀
𝑢𝑦 − 𝑤𝑦

)︀𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑦
+
(︀
𝑢𝑧 − 𝑤𝑧

)︀𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
+

𝜕𝑝

𝜕𝑧
=

= 𝜈
(︁𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑧2

)︁
+ 𝜈

𝜕

𝜕𝑧

(︁𝜕𝑢𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

)︁
+

+
𝜕(𝑢𝑥𝑤𝑧)

𝜕𝑥
+

𝜕(𝑢𝑦𝑤𝑧)

𝜕𝑦
+

𝜕(𝑢𝑧𝑤𝑧)

𝜕𝑧
. (1.10)

Здесь

𝑤𝑥 = 𝜏
(︁
𝑢𝑥

𝜕𝑢𝑥

𝜕𝑥
+ 𝑢𝑦

𝜕𝑢𝑥

𝜕𝑦
+ 𝑢𝑧

𝜕𝑢𝑥

𝜕𝑧
+

𝜕𝑝

𝜕𝑥

)︁
, (1.11)

𝑤𝑦 = 𝜏
(︁
𝑢𝑥

𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑥
+ 𝑢𝑦

𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑦
+ 𝑢𝑧

𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑧
+

𝜕𝑝

𝜕𝑦

)︁
, (1.12)

𝑤𝑧 = 𝜏
(︁
𝑢𝑥

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑥
+ 𝑢𝑦

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑦
+ 𝑢𝑧

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
+

𝜕𝑝

𝜕𝑧

)︁
. (1.13)

Система (1.7) – (1.13) замкнута относительно неизвестных функций – составля-
ющих вектора скорости 𝑢𝑥 = 𝑢𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), 𝑢𝑦 = 𝑢𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), 𝑢𝑧 = 𝑢𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) и
давления 𝑝 = 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡).

Нестационарная система Навье–Стокса (1.4) – (1.5) в декартовых координатах
выглядит следующим образом:

𝜕𝑢𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
= 0, (1.14)

𝜕𝑢𝑥

𝜕𝑡
+ 𝑢𝑥

𝜕𝑢𝑥

𝜕𝑥
+ 𝑢𝑦

𝜕𝑢𝑥

𝜕𝑦
+ 𝑢𝑧

𝜕𝑢𝑥

𝜕𝑧
+

𝜕𝑝

𝜕𝑥
= 𝜈

(︁𝜕2𝑢𝑥

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢𝑥

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑢𝑥

𝜕𝑧2

)︁
, (1.15)

𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑡
+ 𝑢𝑥

𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑥
+ 𝑢𝑦

𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑦
+ 𝑢𝑧

𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑧
+

𝜕𝑝

𝜕𝑦
= 𝜈

(︁𝜕2𝑢𝑦

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢𝑦

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑢𝑦

𝜕𝑧2

)︁
, (1.16)

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑡
+ 𝑢𝑥

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑥
+ 𝑢𝑦

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑦
+ 𝑢𝑧

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
+

𝜕𝑝

𝜕𝑧
= 𝜈

(︁𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑧2

)︁
. (1.17)

Чтобы поставить задачу Коши, квазигидродинамическую систему (1.7) – (1.13)
дополним начальными условиями

𝑢𝑥

⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝑢𝑥0(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑢𝑦

⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝑢𝑦0(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑢𝑧

⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝑢𝑧0(𝑥, 𝑦, 𝑧),

(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3. (1.18)

Здесь 𝑢𝑥0 = 𝑢𝑥0(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑢𝑦0 = 𝑢𝑦0(𝑥, 𝑦, 𝑧) и 𝑢𝑧0 = 𝑢𝑧0(𝑥, 𝑦, 𝑧) – заданные непре-
рывно дифференцируемые функции на всем пространстве R3. Для исключения
неоднозначности в определении давления, потребуем, чтобы

𝑝(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0, 𝑡) = 𝑝0, 𝑡 ⩾ 0. (1.19)
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Здесь (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) – фиксированная точка в пространстве R3, 𝑝0 – заданное поло-
жительное число.

Аналогичная задача Коши может быть поставлена для системы Навье–Стокса
(1.14) – (1.17). Однако на поле скорости в начальный момент времени необходимо
наложить дополнительное условие

𝜕𝑢𝑥0

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢𝑦0

𝜕𝑦
+

𝜕𝑢𝑧0

𝜕𝑧
= 0. (1.20)

2. Подстановка Линя

Для отыскания точных решений квазигидродинамической системы (1.7) –
(1.13) применим подстановку Линя

𝑢𝑥 = 𝑢(𝑧, 𝑡), 𝑢𝑦 = 𝑣(𝑧, 𝑡) +
𝑥

𝐿
𝑣1(𝑧, 𝑡),

𝑢𝑧 = 𝑊 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝑝 = 𝑝0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0. (2.1)

Здесь 𝐿 – заданная положительная константа, имеющая размерность длины. Под-
ставив функции (2.1) в выражения (1.11) – (1.13), находим

𝑤𝑥 = 𝜏𝑊
𝜕𝑢(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧
, (2.2)

𝑤𝑦 = 𝜏

(︂
𝑢(𝑧, 𝑡)𝑣1(𝑧, 𝑡)

𝐿
+𝑊

(︁𝜕𝑣(𝑧, 𝑡)
𝜕𝑧

+
𝑥

𝐿

𝜕𝑣1(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧

)︁)︂
, (2.3)

𝑤𝑧 = 0. (2.4)

Для зависимостей (2.1) – (2.4) имеем

𝜕𝑢𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧
= 0, (2.5)

𝜕𝑤𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑤𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝑤𝑧

𝜕𝑧
= 0. (2.6)

Таким образом, уравнение (1.7) удовлетворяется тождественно. Непосредственной
проверкой можно убедиться в том, что равенство (1.10) также справедливо. Урав-
нение (1.8) преобразуется к виду

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+𝑊

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= 𝜈

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
+ 𝜏𝑊 2 𝜕

2𝑢

𝜕𝑧2
. (2.7)

Принимая во внимание (1.4), запишем (2.7) следующим образом:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+𝑊

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= 𝜈*

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
, (2.8)

где

𝜈* = 𝜈

(︂
1 +

𝑊 2

𝑐2𝑠

)︂
. (2.9)
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Подстановка (2.1) в (1.9) дает

𝜕𝑣(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡
+

𝑥

𝐿

𝜕𝑣1(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡
+

𝑢(𝑧, 𝑡)𝑣1(𝑧, 𝑡)

𝐿
−

−𝜏𝑊

𝐿

𝜕𝑢(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧
𝑣1(𝑧, 𝑡) +𝑊

(︁𝜕𝑣(𝑧, 𝑡)
𝜕𝑧

+
𝑥

𝐿

𝜕𝑣1(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧

)︁
=

= 𝜈
(︁𝜕2𝑣(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧2
+

𝑥

𝐿

𝜕2𝑣1(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧2

)︁
+

𝜏𝑊

𝐿
𝑢(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑣1(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧
+

+𝜏𝑊 2 𝜕
2𝑣(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧2
+

𝜏𝑊

𝐿

𝜕

𝜕𝑧

(︀
𝑢(𝑧, 𝑡)𝑣1(𝑧, 𝑡)

)︀
+

𝑥

𝐿
𝜏𝑊 2 𝜕

2𝑣1(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧2
. (2.10)

Приравнивая в (2.10) коэффициенты при 𝑥 и свободные члены, получим

𝜕𝑣1
𝜕𝑡

+𝑊
𝜕𝑣1
𝜕𝑧

= 𝜈*
𝜕2𝑣1
𝜕𝑧2

, (2.11)

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+𝑊

𝜕𝑣

𝜕𝑧
= 𝜈*

𝜕2𝑣

𝜕𝑧2
+ 𝜙(𝑧, 𝑡), (2.12)

где

𝜙(𝑧, 𝑡) = 2
𝜏𝑊

𝐿

𝜕

𝜕𝑧

(︀
𝑢(𝑧, 𝑡)𝑣1(𝑧, 𝑡)

)︀
− 𝑢(𝑧, 𝑡)𝑣1(𝑧, 𝑡)

𝐿
. (2.13)

3. Решение задачи Коши

Полученное в предыдущем пункте дифференциальное уравнение

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+𝑊

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= 𝜈*

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
(3.1)

дополним начальным условием

𝑢
⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝑢0(𝑧), 𝑧 ∈ R. (3.2)

Здесь 𝑢0(𝑧) – непрерывно дифференцируемая на всей числовой прямой R функция.
Решение задачи Коши (3.1) – (3.2) будем искать в виде

𝑢 = 𝛷(𝜉, 𝑡), (3.3)

где
𝜉 = 𝑧 −𝑊𝑡. (3.4)

Подставив (3.3) в (3.1), получим линейное уравнение теплопроводности

𝜕𝛷

𝜕𝑡
= 𝜈*

𝜕2𝛷

𝜕𝜉2
. (3.5)

Из (3.2) – (3.4) следует, что

𝛷
⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝑢0(𝜉), 𝜉 ∈ R. (3.6)
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Решение задачи Коши (3.5) – (3.6) дается [14] формулой Пуассона

𝛷(𝜉, 𝑡) =
1

2
√
𝜋𝜈*𝑡

+∞�

−∞

𝑢0(𝑧*) exp

(︂
− (𝜉 − 𝑧*)

2

4𝜈*𝑡

)︂
𝑑𝑧*, 𝑡 > 0. (3.7)

Используя (3.3), (3.4) и (3.7) находим решение

𝑢 = 𝑢(𝑧, 𝑡) =
1

2
√
𝜋𝜈*𝑡

+∞�

−∞

𝑢0(𝑧*) exp

(︂
− (𝑧 −𝑊𝑡− 𝑧*)

2

4𝜈*𝑡

)︂
𝑑𝑧*, 𝑡 > 0, (3.8)

задачи Коши (3.1) – (3.2).
Аналогично, уравнение

𝜕𝑣1
𝜕𝑡

+𝑊
𝜕𝑣1
𝜕𝑧

= 𝜈*
𝜕2𝑣1
𝜕𝑧2

, (3.9)

из предыдущего пункта дополним начальным условием

𝑣1

⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝑣10(𝑧), 𝑧 ∈ R, (3.10)

где 𝑣10(𝑧) – заданная функция класса 𝐶1(R). Решение задачи Коши (3.9) – (3.10)
имеет вид

𝑣1 = 𝑣1(𝑧, 𝑡) =
1

2
√
𝜋𝜈*𝑡

+∞�

−∞

𝑣10(𝑧*) exp

(︂
− (𝑧 −𝑊𝑡− 𝑧*)

2

4𝜈*𝑡

)︂
𝑑𝑧*, 𝑡 > 0, (3.11)

Рассмотрим задачу Коши

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+𝑊

𝜕𝑣

𝜕𝑧
= 𝜈*

𝜕2𝑣

𝜕𝑧2
+ 𝜙(𝑧, 𝑡), (3.12)

𝑣
⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝑣0(𝑧), 𝑧 ∈ R, (3.13)

где 𝑣0(𝑧) – известная функция класса 𝐶1(R). Зная 𝑢 = 𝑢(𝑧, 𝑡) и 𝑣1 = 𝑣1(𝑧, 𝑡), найдем
𝜙 = 𝜙(𝑧, 𝑡) по формуле (2.13). Решение задачи Коши (3.12) – (3.13) выглядит
следующим образом:

𝑣 = 𝑣(𝑧, 𝑡) =
1

2
√
𝜋𝜈*𝑡

+∞�

−∞

𝑣0(𝑧*) exp

(︂
− (𝑧 −𝑊𝑡− 𝑧*)

2

4𝜈*𝑡

)︂
𝑑𝑧*+

+

𝑡�

0

𝑑𝑡*

+∞�

−∞

𝜙(𝑧* +𝑊𝑡*, 𝑡*)

2
√︀

𝜋𝜈*(𝑡− 𝑡*)
exp

(︂
− (𝑧 −𝑊𝑡− 𝑧*)

2

4𝜈*(𝑡− 𝑡*)

)︂
𝑑𝑧*, 𝑡 > 0, (3.14)

Оно строится по схеме, описанной выше, если принять во внимание решение задачи
Коши для неоднородного уравнения теплопроводности (см. [14], c. 264).
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Положим
𝑢𝑥0 = 𝑢0(𝑧), 𝑢𝑦0 = 𝑣0(𝑧) +

𝑥

𝐿
𝑣10(𝑧), 𝑢𝑧0 = 𝑊. (3.15)

С помощью формул (2.1), (3.8), (3.11) и (3.14) строим решение задачи Коши
(1.7) – (1.13), (1.18), (1.19) для квазигидродинамической системы. Соответствую-
щее решение задачи Коши (1.14) – (1.17), (1.18), (1.19) для системы Навье–Стокса
получается из (𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑢𝑧, 𝑝) предельным переходом при 𝑐𝑠 → +∞.

Заключение

Таким образом, подстановка Линя позволяет свести нелинейную квазигидро-
динамическую систему к совокупности дифференциальных уравнений в частных
производных. Задачи Коши для этих уравнений могут быть решены аналитически.
Это позволяет найти решение специально поставленной задачи Коши для квази-
гидродинамической системы. Построенное решение в пределе при 𝑐𝑠 → +∞ стре-
мится к соответствующему решению задачи Коши для системы Навье–Стокса.

Различные варианты квазигидродинамической системы использовались для
построения разностных схем [15] – [20]. В недавно опубликованной статье [21] ис-
следована проблема разрешимости основной начально-краевой задачи для квази-
гидродинамической системы. Доказана теорема о существовании и единственности
регулярного решения этой задачи на малом промежутке времени. Математичес-
кий анализ различных вариантов квазигидродинамических систем проведен также
в [22].
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A new solution to the Cauchy problem for a nonstationary quasi-hydrody-
namic system is constructed. It does not satisfy either the Navier–Stokes
equations or the Euler equations. Using Lin’s substitution, the quasi-hydro-
dynamic system was reduced to three partial differential equations. Three
Cauchy problems were posed and solved for the indicated equations. These
three solutions generate a new solution to the Cauchy problem for a quasi-
hydrodynamic system. At 𝑐𝑠 → +∞, where 𝑐𝑠 is the sound velocity in the
fluid, it turns into the solution of the Cauchy problem for the corresponding
Navier–Stokes system.

Keywords: quasi-hydrodynamic system, Navier–Stokes system, Cauchy
problem, Lin’s substitution.
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