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В статье приведено обобщение теоремы Нгуена для идентификации 𝛼-
уровневого множества функции от нечётких аргументов через функ-
цию от их 𝛼-уровней на случай нечётких величин с неограниченными
носителями. Результаты специфицированы для простейших арифме-
тических операций, а также для взвешенных сумм нечётких величин.
Для слабейшей треугольной нормы выписаны формулы для вычисле-
ния границ указанных уровневых множеств.
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Введение

Нечёткие (возможностные) величины используются в различных областях ис-
кусственного интеллекта для моделирования неопределённости субъективного ти-
па. В частности, они позволяют работать с человеческими суждениями (например,
оценками экспертов), неопределённость которых носит не случайный, а нечёткий
характер, т.е. они не имеют «чётких границ». Используя вместо чётких констант
нечёткие величины, мы погружаем ту или иную задачу в контекст возможност-
ной неопределённости, что с одной стороны повышает выразительную силу наших
моделей, но с другой стороны усложняет числовые расчёты.

Одним из основных методов для работы с неопределённостью возможностно-
го типа является переход к так называемым 𝛼-уровневым множествам нечётких
величин или функций от них. При этом если для отдельных нечётких величин
это не составляет сложностей, то для функций от возможностных аргументов
это может вызвать затруднения, так как сначала требуется идентифицировать
функцию распределения результата вычисления нечёткой функции, а затем пере-
ходить к его уровневому множеству. Часто это получается сделать в явном виде,
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но иногда удобней вычислять границы без использования функции распределе-
ния возможностей результата, а лишь используя границы 𝛼-уровневых множеств
операндов. В [1,2] сформулированы и доказаны условия, позволяющие вычислять
𝛼-уровневое множество функции от нечётких параметров с помощью функции
от 𝛼-уровней самих параметров. В [3] данные результаты погружены в контекст
теории возможностей. В вышеуказанных работах требовалось, чтобы нечёткие па-
раметры имели ограниченные носители. В настоящей работе мы снимаем данное
требование, обобщая тем самым указанные результаты на более широкий класс
нечётких величин.

1. Необходимые понятия и обозначения

На основе работ [3–7] введём основные определения и понятия из математиче-
ского аппарата теории возможностей, которые потребуются далее.

Пусть Γ – множество, называемое модельным пространством, 𝛾 ∈ Γ – его эле-
менты, а P(Γ) – множество всех подмножеств множества Γ.

Определение 1. Возможностная мера 𝜋 есть функция множества
𝜋 : P(Γ) → [0, 1], которая обладает свойствами:

1. 𝜋{⊘} = 0, 𝜋{Γ} = 1,

2. 𝜋

{︃⋃︁
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖

}︃
= sup

𝑖∈𝐼
𝜋{𝐴𝑖}, ∀𝐴𝑖 ∈ P(Γ), ∀𝐼.

Определение 2. Тройка (Γ,P(Γ), 𝜋) называется возможностным простран-
ством.

Определение 3. Возможностной (нечёткой) величиной 𝑋(𝛾) называется ве-
щественная функция

𝑋(·) : Γ → R,

характеризующаяся функцией распределения возможностей

𝜇𝑋(𝑥) = 𝜋
{︀
𝛾 ∈ Γ : 𝑋(𝛾) = 𝑥

}︀
, ∀𝑥 ∈ R,

где 𝜇𝑋(𝑥) — возможность того, что 𝑋(𝛾) принимает значение 𝑥.

Определение 4. Носителем нечёткой величины 𝑋(𝛾) называется чёткое под-
множество:

𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑋) =
{︀
𝑥 | 𝜇𝑋(𝑥) > 0

}︀
, 𝑥 ∈ R.

Определение 5. Модальным значением нечёткой величины 𝑋(𝛾) называется
следующее чёткое подмножество:{︀

𝑥 | 𝜇𝑋(𝑥) = 1
}︀
, 𝑥 ∈ R.

Определение 6. Для нечёткой величины 𝑋(𝛾) и любого 𝛼 ∈ [0, 1] 𝛼-уровневым
множеством величины 𝑋(𝛾) называется чёткое множество, определяемое сле-
дующим образом:
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– 𝑋𝛼 =
{︀
𝑥 ∈ R | 𝜇𝑋(𝑥) ⩾ 𝛼

}︀
, для 𝛼 ∈ (0, 1],

– 𝑋𝛼 = 𝑐𝑙(𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑋)), для 𝛼 = 0,

где 𝑐𝑙(𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑋)) — замыкание носителя нечёткой величины 𝑋(𝛾).

Из данного определения имеем следующее следствие.

Следствие 1. Пусть 𝑋(𝛾) – нечёткая величина. Тогда для 𝛼1 ⩾ 𝛼2, 𝛼1, 𝛼2 ∈ [0, 1]
выполняется

𝑋𝛼1
⊆ 𝑋𝛼2

.

Мы будем называть нечёткую величину, у которой модальное значение пред-
ставлено интервалом, унимодальной, а если этот интервал вырождается в един-
ственную точку, то строго унимодальной.

Определение 7. Функция 𝜇𝑋 является полунепрерывной сверху, если ∀𝛼 ∈ (0, 1]
множество 𝑋𝛼 является замкнутым.

Определение 8. Функция распределения 𝜇𝑋 нечёткой величины 𝑋(𝛾) называ-
ется квазивогнутой, если

𝜇𝑋(𝜆𝑥1 + (1− 𝜆)𝑥2) ⩾ min
{︀
𝜇𝑋(𝑥1), 𝜇𝑋(𝑥2)

}︀
, 𝜆 ∈ [0, 1], 𝑥1, 𝑥2 ∈ R.

Определение 9. Нечёткая величина 𝑋(𝛾) с функцией распределения 𝜇𝑋 назы-
вается нечётким числом (отрезком), если выполняются следующие условия:

1. 𝜇𝑋 полунепрерывна сверху и квазивогнута,

2. 𝑋(𝛾) является строго (нестрого) унимодальной,

3. ∀𝛼 ∈ (0, 1] множество 𝑋𝛼 ограничено, т.е. с учетом свойства 1 – отрезок.

Для моделирования нечётких чисел часто используются параметризованные
семейства распределений. Приведём два наиболее популярных из них: триангу-
лярное и нормальное. Первое определяет класс величин с ограниченными носите-
лями, а второе, соответственно, с неограниченным.

Определение 10. Нечёткая величина 𝑋(𝛾) называется триангулярной, если её
функция распределения имеет вид:

𝜇𝑋(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, если 𝑥 < 𝑎,

𝑥− 𝑎

𝑏− 𝑎
, если 𝑎 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑏,

𝑐− 𝑥

𝑐− 𝑏
, если 𝑏 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑐,

0, если 𝑥 > 𝑐,

для некоторых 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ R, таких что 𝑎 < 𝑏 < 𝑐. Здесь 𝑏 – модальное значение,
(𝑎, 𝑐) – носитель нечёткой величины 𝑋(𝛾).
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Определение 11. Нечёткая величина 𝑋(𝛾) называется нормальной, если её
функция распределения имеет вид:

𝜇𝑋(𝑥) = 𝑒−
(𝑥−𝑚)2

𝑑2 ,

для некоторых 𝑚, 𝑑 ∈ R, 𝑑 > 0. Здесь 𝑚 – модальное значение, 𝑑 – коэффициент
нечёткости.

Следует отметить, что, несмотря на неограниченность носителя, нормальное
распределение часто используется в практических задачах.

В дальнейшем нам также понадобится понятие треугольной нормы, использую-
щейся для агрегирования возможностной информации в операциях над нечёткими
величинами.

Определение 12. Отображение ⊤ : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1] именуется треуголь-
ной нормой (или 𝑡-нормой), если для любого 𝑥 ∈ [0, 1] выполняются следующие
свойства:

1) ограниченность: ⊤(1, 𝑥) = 𝑥,

2) симметричность: ⊤(𝑥, 𝑦) = ⊤(𝑦, 𝑥),

3) ассоциативность: ⊤(𝑥,⊤(𝑦, 𝑧)) = ⊤(⊤(𝑥, 𝑦), 𝑧),

4) монотонность: ⊤(𝑤, 𝑦) ⩽ ⊤(𝑥, 𝑧), если 𝑤 ⩽ 𝑥, 𝑦 ⩽ 𝑧.

Пример 1. Примерами хорошо известных 𝑡-норм являются:

1. слабейшая 𝑡-норма ⊤𝑊 (𝑥, 𝑦)=
{︂

min{𝑥, 𝑦}, если max{𝑥, 𝑦} = 1,
0, иначе;

2. сильнейшая 𝑡-норма ⊤𝑀 (𝑥, 𝑦) = min{𝑥, 𝑦}.

Треугольные нормы ⊤𝑊 и ⊤𝑀 являются экстремальными, так как ∀⊤ и
∀𝑥, 𝑦 ∈ [0, 1]:

⊤𝑊 (𝑥, 𝑦) ⩽ ⊤(𝑥, 𝑦) ⩽ ⊤𝑀 (𝑥, 𝑦). (1)

Теперь мы можем, следуя [6], ввести понятия взаимной ⊤-связанности возмож-
ностных величин.

Определение 13. Пусть даны возможностное пространство (Γ,P(Γ), 𝜋) и 𝑡-
норма ⊤. Множества 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 ∈ P(Γ) называются взаимно ⊤-связанными, ес-
ли для ∀{𝑖1, . . . , 𝑖𝑘} ⊆ {1, . . . , 𝑛}, 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛:

𝜋
{︀
𝐴𝑖1 ∩ . . . ∩𝐴𝑖𝑘

}︀
= ⊤

(︁
𝜋{𝐴𝑖1}, . . . , 𝜋{𝐴𝑖𝑘}

)︁
.

Пусть теперь 𝑋1(𝛾), . . . , 𝑋𝑛(𝛾) — возможностные величины, заданные на воз-
можностном пространстве (Γ,P(Γ), 𝜋).

Определение 14. Возможностные величины 𝑋1(𝛾), . . . , 𝑋𝑛(𝛾) называются вза-
имно ⊤-связанными, если ∀{𝑖1, . . . , 𝑖𝑘} ⊆ {1, . . . , 𝑛}, 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛

𝜇𝑋𝑖1 ,...,𝑋𝑖𝑘
(𝑥𝑖1 , . . . , 𝑥𝑖𝑘) = 𝜋

{︀
𝛾 ∈ Γ |𝑋𝑖1(𝛾) = 𝑥𝑖1 , . . . , 𝑋𝑖𝑘(𝛾) = 𝑥𝑖𝑘

}︀
=

𝜋
{︀
𝑋−1

𝑖1
(𝑥𝑖1) ∩ . . . ∩𝑋−1

𝑖𝑘
(𝑥𝑖𝑘)

}︀
= ⊤

(︀
𝜋{𝑋−1

𝑖1
(𝑥𝑖1)}, . . . , 𝜋{𝑋−1

𝑖𝑘
(𝑥𝑖𝑘)}

)︀
=

⊤
(︀
𝜇𝑋𝑖1

(𝑥𝑖1), . . . , 𝜇𝑋𝑖𝑘
(𝑥𝑖𝑘)

)︀
, 𝑥𝑖𝑗 ∈ R.
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Определение 14 важно тем, что позволяет при помощи треугольных норм кон-
струировать функции совместного распределения возможностных величин, ис-
пользующиеся при идентификации распределения возможностей функций от дан-
ных нечётких аргументов.

2. Обобщение теоремы Нгуена

В работах [1, 2] были доказаны условия, позволяющие переходить от 𝛼-
уровневого множества функции от нечётких параметров к функции от 𝛼-
уровневых множеств самих параметров. В [3] указанные результаты были изло-
жены с помощью математического аппарата теории возможностей. Напомним их,
а затем обобщим на класс нечётких чисел, определённых в предыдущем разделе.

Предложение 1 (см. [1–3]). Пусть 𝐴(𝛾) и 𝐵(𝛾) – возможностные величины с
функциями распределения возможностей 𝜇𝐴 и 𝜇𝐵, соответственно; ⊤ – произ-
вольная треугольная норма; а 𝑓 : R × R → R – функция от двух аргументов.
Тогда необходимым и достаточным условием выполнения равенства

[𝑓(𝐴,𝐵)]𝛼 =
⋃︁

𝜉,𝜂:⊤(𝜉,𝜂)⩾𝛼

𝑓(𝐴𝜉, 𝐵𝜂), 𝛼 ∈ (0, 1] (2)

является то, что ∀𝑧 ∈ R sup
(𝑥,𝑦): 𝑓(𝑥,𝑦)=𝑧

⊤(𝜇𝐴(𝑥), 𝜇𝐵(𝑦)) достигается.

Следующее утверждение специфицирует класс возможностных величин, для
которых выполняется Предложение 1.

Предложение 2 (см. [1–3]). Если функция 𝑓 : R × R → R – непрерывна, тре-
угольная норма ⊤ – полунепрерывна сверху, то равенство (2) выполняется для
любых возможностных величин 𝐴(𝛾) и 𝐵(𝛾), обладающих полунепрерывными
сверху функциями распределения возможностей и компактными носителями.

Компактность носителей исключает из рассмотрения класс нормальных нечёт-
ких величин, которые часто используются на практике. Докажем теорему, обоб-
щающую Предложение 2 на класс нечётких чисел (отрезков), заданных в соответ-
ствии с Определением 9. Для начала докажем вспомогательные результаты.

Лемма 1. Пусть ⊤ – произвольная 𝑡-норма, 𝛼 ∈ (0, 1]. Тогда ∀𝜉, 𝜂 ∈ (0, 1] выпол-
няется

⊤(𝜉, 𝜂) ⩾ 𝛼 ⇒

{︃
𝜉 ⩾ 𝛼,

𝜂 ⩾ 𝛼.

Доказательство. В соответствии с формулой (1) имеем:

𝛼 ⩽ ⊤(𝜉, 𝜂) ⩽ ⊤𝑀 (𝜉, 𝜂) = min{𝜉, 𝜂}.

Что и требовалось доказать.

Лемма 2. Пусть 𝐴(𝛾) и 𝐵(𝛾) – возможностные величины, ⊤ – произвольная
𝑡-норма, 𝛼 ∈ (0, 1]. Тогда ⋃︁

𝜉,𝜂:⊤(𝜉,𝜂)⩾𝛼

𝐴𝜉 ×𝐵𝜂 ⊆ 𝐴𝛼 ×𝐵𝛼. (3)
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Доказательство. Согласно Лемме 1 все значения 𝜉 и 𝜂, удовлетворяющие
условию ⊤(𝜉, 𝜂) ⩾ 𝛼, будут не меньше 𝛼. Но по Следствию 1 имеем, что
𝐴𝜉′ ⊆ 𝐴𝛼, 𝐵𝜂′ ⊆ 𝐵𝛼, ∀𝜉′, 𝜂′ ⩾ 𝛼. В результате получаем, что каждый элемент
объединения содержится в 𝐴𝛼 × 𝐵𝛼, а значит и их объединение тоже. Что и тре-
бовалось доказать.

Следствие 2. Если в Лемме 2 взять сильнейшую 𝑡-норму ⊤𝑀 , то (3) преобра-
зуется в равенство.

Доказательство. Для ⊤𝑀 можно взять в качестве 𝜉 и 𝜂 значение 𝛼. Все прочие
значения 𝜉′ и 𝜂′, удовлетворяющие условию ⊤(𝜉′, 𝜂′) ⩾ 𝛼, будут не меньше 𝛼. Но по
Следствию 1 все соответствующие 𝛼-уровневые множества будут подмножествами
𝐴𝛼 и 𝐵𝛼. В результате имеем, что построенный элемент объединения 𝐴𝛼 × 𝐵𝛼 с
одной стороны уже равен правой части (3), а с другой – содержит в себе все
остальные элементы объединения в левой части (3).

Теперь докажем основной результат, отличием которого от Предложения 1 бу-
дет то, что мы не будем требовать компактности носителей возможностных опе-
рандов функции.

Теорема 1. Если функция 𝑓 : R × R → R – непрерывна, треугольная норма ⊤
– полунепрерывна сверху, то равенство (2) выполняется для любых нечётких
чисел (отрезков) 𝑋(𝛾) и 𝑌 (𝛾).

Доказательство. Благодаря Утверждению 1 нам нужно лишь доказать, что при
сделанных предположениях

∀𝑧 ∈ R sup
(𝑥,𝑦): 𝑓(𝑥,𝑦)=𝑧

⊤(𝜇𝑋(𝑥), 𝜇𝑌 (𝑦))

достигается.
Пусть величина 𝑧 ∈ R. Найдем её возможность по определению:

𝜇𝑓(𝑋,𝑌 )(𝑧) = sup
(𝑥,𝑦): 𝑓(𝑥,𝑦)=𝑧

⊤(𝜇𝑋(𝑥), 𝜇𝑌 (𝑦)) = 𝑡.

Если 𝑡 = 0, то 𝜇𝑋(𝑥) и/или 𝜇𝑌 (𝑦) равны нулю ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑓−1(𝑧). В этом случае
точная верхняя грань достигается тривиальным образом.

Пусть теперь 𝑡 ̸= 0. Обозначим 𝜙(𝑥, 𝑦) = ⊤(𝜇𝑋(𝑥), 𝜇𝑌 (𝑦)) и рассмотрим

sup
(𝑥,𝑦)∈ 𝑓−1(𝑧),
(𝑥,𝑦)∈𝑋𝑡×𝑌𝑡

𝜙(𝑥, 𝑦) = 𝑡′. (4)

Так как функция 𝑓 непрерывна, то 𝑓−1(𝑧) замкнуто, а 𝑋𝑡 и 𝑌𝑡 согласно Определе-
нию 9 – компакты. Следовательно 𝑓−1(𝑧)∩(𝑋𝑡×𝑌𝑡) есть компакт. С другой сторо-
ны, функции ⊤, 𝜇𝑋 и 𝜇𝑌 – полунепрерывные сверху, ⊤ – монотонно не возрастает,
а значит и 𝜙 тоже полунепрерывна сверху. В результате по теореме Вейерштрасса
получаем, что супремум 𝑡′ в (4) достигается.

Теперь осталось показать, что 𝑡 = 𝑡′. Предположим, что это не так.
Случай 1. Пусть 𝑡′ > 𝑡. Но этого не может быть, так как 𝑡 – это супремум по

R× R ⊃ 𝑋𝑡 × 𝑌𝑡.
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Случай 2. Предположим теперь, что 𝑡′ < 𝑡. Так как по Лемме 2

𝑋𝑡 × 𝑌𝑡 ⊇
⋃︁

𝜉,𝜂:𝑇 (𝜉,𝜂)⩾𝑡

𝑋𝜉 × 𝑌𝜂,

то это означает, что ∀𝜉, 𝜂 : ⊤(𝜉, 𝜂) ⩾ 𝑡 и (𝑋𝜉 × 𝑌𝜂) ∩ 𝑓−1(𝑧) ̸= ∅ для
всех (𝑥′, 𝑦′) ∈ (𝑋𝜉 × 𝑌𝜂) ∩ 𝑓−1(𝑧) выполняется 𝜙(𝑥′, 𝑦′) < 𝑡. Получаем, что
𝜙(𝑥′, 𝑦′) = ⊤(𝜉′, 𝜂′) < ⊤(𝜉, 𝜂) при 𝜉′ ⩾ 𝜉 и 𝜂′ ⩾ 𝜂, что противоречит свойству
монотонности треугольной нормы.

В результате имеем, что 𝑡 = 𝑡′ и, соответственно, супремум 𝑡 достигается. Что
и требовалось доказать.

Приведем примеры отношения (2) для экстремальных треугольных норм.

Пример 2. Если ⊤ = ⊤𝑀 , то (2) сводится к хорошо известному результату Нгуена
[1] для 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥+ 𝑦:

[𝑓(𝑋,𝑌 )]𝛼 = 𝑓(𝑋𝛼, 𝑌𝛼), ∀𝛼 ∈ (0, 1].

В нашем случае данное отношение автоматически получается из Следствия 2.

Пример 3. Если ⊤ = ⊤𝑊 , то (2) преобразуется в:

[𝑓(𝑋,𝑌 )]𝛼 = 𝑓(𝑋1, 𝑌𝛼) ∪ 𝑓(𝑋𝛼, 𝑌1), ∀𝛼 ∈ (0, 1]. (5)

Этот результат можно легко получить из (2), заметив, что ⊤𝑊 будет отлична от
нуля, только если хотя бы один из её аргументов равен единице, то есть 𝑥 или 𝑦
должны быть равны модальным значениям соответствующих нечётких аргумен-
тов.

3. Спецификация результатов для экстремальных треугольных норм

Специфицируем полученные в предыдущем разделе результаты для основных
арифметических операций, для взвешенных сумм и монотонно неубывающих по
своим аргументам функций при использовании экстремальных треугольных норм.

Для сильнейшей треугольной нормы они хорошо известны [2,3,7,8] и сводятся
к стандартной интервальной арифметике.

Предложение 3. Если 𝑋(𝛾) и 𝑌 (𝛾) – нечёткие числа (отрезки), а для агре-
гирования возможностной информации используется сильнейшая треугольная
норма ⊤𝑀 , то 𝛼-уровневые множества для основных арифметических операций
вычисляются следующим образом:

[𝑋 + 𝑌 ]𝛼 = 𝑋𝛼 + 𝑌𝛼 = [𝑋−
𝛼 , 𝑋+

𝛼 ] + [𝑌 −
𝛼 , 𝑌 +

𝛼 ] = [𝑋−
𝛼 + 𝑌 −

𝛼 , 𝑋+
𝛼 + 𝑌 +

𝛼 ],

[𝑋 − 𝑌 ]𝛼 = 𝑋𝛼 + (−1) · 𝑌𝛼 = [𝑋−
𝛼 − 𝑌 +

𝛼 , 𝑋+
𝛼 − 𝑌 −

𝛼 ],

[𝑋 × 𝑌 ]𝛼 = 𝑋𝛼 · 𝑌𝛼 = [min{𝑋±
𝛼 · 𝑌 ±

𝛼 },max{𝑋±
𝛼 · 𝑌 ±

𝛼 }],

где 𝑋±
𝛼 · 𝑌 ±

𝛼 = {𝑋−
𝛼 · 𝑌 −

𝛼 , 𝑋−
𝛼 · 𝑌 +

𝛼 , 𝑋+
𝛼 · 𝑌 −

𝛼 , 𝑋+
𝛼 · 𝑌 +

𝛼 }.

Тривиальным образом доказывается следующий результат.



24 СОЛДАТЕНКО И.С.

Лемма 3. Пусть 𝑋1(𝛾), 𝑋2(𝛾), . . . , 𝑋𝑛(𝛾) – нечёткие числа (отрезки), а для агре-
гирования возможностной информации используется сильнейшая треугольная
норма ⊤𝑀 . Тогда [︃

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖(𝛾)

]︃
𝛼

=

[︃
𝑛∑︁

𝑖=1

[𝑋𝑖(𝛾)]
−
𝛼 ,

𝑛∑︁
𝑖=1

[𝑋𝑖(𝛾)]
+
𝛼

]︃
. (6)

Имеем следствие из Теоремы 1.

Следствие 3. Если в условиях Теоремы 1 функция 𝑓 будет монотонно неубы-
вающей по нечётким аргументам, то для сильнейшей 𝑡-нормы ⊤𝑀 левую и пра-
вую границы 𝛼-уровневого множества 𝑓𝛼 можно найти по следующим прави-
лам [9,10]:

𝑓−
𝛼 = 𝑓(𝑋−

𝛼 , 𝑌 −
𝛼 ), 𝑓+

𝛼 = 𝑓(𝑋+
𝛼 , 𝑌 +

𝛼 ).

Теперь перейдём к рассмотрению слабейшей треугольной нормы. Докажем две
полезные в дальнейшем леммы.

Лемма 4. Множество, задаваемое отношением (5), есть отрезок[︀
min{𝑓(𝑋1, 𝑌𝛼)

−, 𝑓(𝑋𝛼, 𝑌1)
−},max{𝑓(𝑋1, 𝑌𝛼)

+, 𝑓(𝑋𝛼, 𝑌1)
+}

]︀
,

где 𝑓(·, ·)−, 𝑓(·, ·)+ – это левая и правая границы отрезков значений, задаваемых
соответствующими функциями.

Доказательство. Так как 𝑋1, 𝑌1, 𝑋𝛼, 𝑌𝛼 – связные компакты, а функция 𝑓 явля-
ется непрерывной, то 𝑓(𝑋1, 𝑌𝛼) и 𝑓(𝑋𝛼, 𝑌1) тоже являются связными компактами,
то есть в нашем случае – отрезками.

С другой стороны, очевидно, что модальные значения принадлежат 𝛼-
уровневым множествам ∀𝛼, поэтому:

𝑋1 ⊆ 𝑋𝛼 ⇒ 𝑓(𝑋1, 𝑌1) ⊆ 𝑓(𝑋𝛼, 𝑌1), 𝑌1 ⊆ 𝑌𝛼 ⇒ 𝑓(𝑋1, 𝑌1) ⊆ 𝑓(𝑋1, 𝑌𝛼).

Таким образом, отрезки 𝑓(𝑋1, 𝑌𝛼) и 𝑓(𝑋𝛼, 𝑌1) имеют область пересечения
𝑓(𝑋1, 𝑌1). А так как объединение пересекающихся отрезков есть отрезок, то сле-
довательно 𝑓(𝑋1, 𝑌𝛼) ∪ 𝑓(𝑋𝛼, 𝑌1), ∀𝛼 ∈ (0, 1] – тоже отрезок.

Утверждение о том, что левая и правая границы объединения будут, соот-
ветственно, минимумом левых и максимумом правых границ исходных отрезков,
является тривиальным. Что и требовалось доказать.

Следующая лемма является хорошо известным в теории нечётких множеств
результатом. Здесь её доказательство излагается в контексте теории возможно-
стей.

Лемма 5. Пусть ⊤ – произвольная 𝑡-норма, 𝐴(𝛾) и 𝐵(𝛾) – взаимно ⊤-связанные
возможностные величины с полунепрерывными сверху функциями распределения
𝜇𝐴(𝑥) и 𝜇𝐵(𝑥) и непустыми модальными значениями. Тогда:

(𝐴+𝐵)1 = 𝐴1 +𝐵1.
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Доказательство.

(𝐴+𝐵)1 = {𝑥 : 𝜇𝐴+𝐵(𝑥) = 1, ∀𝑥 ∈ R} ={︃
𝑥 : sup

𝑎,𝑏: 𝑎+𝑏=𝑥
⊤
(︀
𝜇𝐴(𝑎), 𝜇𝐵(𝑏)

)︀
= 1, ∀𝑥 ∈ R

}︃
.

Из свойства ограниченности треугольной нормы следует, что ∀⊤:

⊤(𝑥, 𝑦) = 1 ⇔ 𝑥 = 𝑦 = 1.

Следовательно, получаем:

(𝐴+𝐵)1 =

⎧⎨⎩ ⋃︁
∀𝑎,𝑏∈R: 𝑎+𝑏=𝑥

𝑥 : 𝜇𝐴(𝑎) = 1 ∧ 𝜇𝐵(𝑏) = 1

⎫⎬⎭ =

⎧⎨⎩ ⋃︁
∀𝑎,𝑏∈R: 𝑎+𝑏=𝑥

𝑥 : 𝑎 ∈ 𝐴1 ∧ 𝑏 ∈ 𝐵1

⎫⎬⎭ = 𝐴1 +𝐵1.

Специфицируем теперь результаты Леммы 4 для некоторых арифметических
операций.

Следствие 4. Если 𝑋(𝛾) и 𝑌 (𝛾) – нечёткие числа (отрезки), а для агрегиро-
вания возможностной информации используется слабейшая треугольная норма
⊤𝑊 , то 𝛼-уровневые множества для арифметических операций вычисляются
следующим образом:

[𝑋 + 𝑌 ]𝛼 = (𝑋1 + 𝑌𝛼) ∪ (𝑋𝛼 + 𝑌1)

= [min{𝑋−
1 + 𝑌 −

𝛼 , 𝑋−
𝛼 + 𝑌 −

1 },max{𝑋+
1 + 𝑌 +

𝛼 , 𝑋+
𝛼 + 𝑌 +

1 }],
[𝑋 − 𝑌 ]𝛼 = (𝑋1 + (−1) · 𝑌𝛼) ∪ (𝑋𝛼 + (−1) · 𝑌1)

= [min{𝑋−
1 − 𝑌 +

𝛼 , 𝑋−
𝛼 − 𝑌 +

1 },max{𝑋+
1 − 𝑌 −

𝛼 , 𝑋+
𝛼 − 𝑌 −

1 }],
[𝑋 × 𝑌 ]𝛼 = (𝑋1 · 𝑌𝛼) ∪ (𝑋𝛼 · 𝑌1)

= [min{𝑋±
1 · 𝑌 ±

𝛼 , 𝑋±
𝛼 · 𝑌 ±

1 },max{𝑋±
1 · 𝑌 ±

𝛼 , 𝑋±
𝛼 · 𝑌 ±

1 }],

где 𝑋±
* · 𝑌 ±

* = {𝑋−
* · 𝑌 −

* , 𝑋−
* · 𝑌 +

* , 𝑋+
* · 𝑌 −

* , 𝑋+
* · 𝑌 +

* }.

Легко индукцией доказывается следующий результат.

Следствие 5. Пусть 𝑋1(𝛾), 𝑋2(𝛾), . . . , 𝑋𝑛(𝛾) – нечёткие числа (отрезки), а для
агрегирования возможностной информации используется сильнейшая треуголь-
ная норма ⊤𝑊 . Тогда[︂ 𝑛∑︁

𝑖=1

𝑋𝑖(𝛾)

]︂−
𝛼

= min
𝑖=1,𝑛

{︂
[𝑋𝑖(𝛾)]

−
𝛼 +

∑︁
𝑗=1,𝑛,
𝑗 ̸=𝑖

[𝑋𝑗(𝛾)]
−
1

}︂
,

[︂ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖(𝛾)

]︂+
𝛼

= max
𝑖=1,𝑛

{︂
[𝑋𝑖(𝛾)]

+
𝛼 +

∑︁
𝑗=1,𝑛,
𝑗 ̸=𝑖

[𝑋𝑗(𝛾)]
+
1

}︂
.

(7)
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Доказательство. Докажем индукцией по 𝑛 для левой границы. Для правой до-
казательство будет аналогичным.

Базис. Для 𝑛 = 2 формулы (7) сводятся к формулам границ 𝛼-уровня сложения
из Следствия 4.

Индукционный шаг. Пусть для 𝑛− 1 утверждение доказано. С помощью Лем-
мы 5 и Следствия 4 получаем:

[︂ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖(𝛾)

]︂−
𝛼

=

[︂ 𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖(𝛾) +𝑋𝑛(𝛾)

]︂−
𝛼

=

min

{︂[︁ 𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖(𝛾)
]︁−
1
+ [𝑋𝑛(𝛾)]

−
𝛼 ,

[︁ 𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖(𝛾)
]︁−
𝛼
+ [𝑋𝑛(𝛾)]

−
1

}︂
=

min

{︂ 𝑛−1∑︁
𝑖=1

[𝑋𝑖(𝛾)]
−
1 + [𝑋𝑛(𝛾)]

−
𝛼 , min

𝑖=1,𝑛−1

{︁
[𝑋𝑖(𝛾)]

−
𝛼 +

∑︁
𝑗=1,𝑛,
𝑗 ̸=𝑖

[𝑋𝑗(𝛾)]
−
1

}︁}︂
=

min
𝑖=1,𝑛

{︂
[𝑋𝑖(𝛾)]

−
𝛼 +

∑︁
𝑗=1,𝑛,
𝑗 ̸=𝑖

[𝑋𝑗(𝛾)]
−
1

}︂
.

Для слабейшей треугольной нормы также имеем следствие из Теоремы 1.

Следствие 6. Если в условиях Теоремы 1 функция 𝑓 будет монотонно неубыва-
ющей по нечётким аргументам, то для слабейшей 𝑡-нормы ⊤𝑊 левую и правую
границы 𝛼-уровневого множества 𝑓𝛼 можно найти по следующим правилам:

𝑓−
𝛼 = min

{︀
𝑓(𝑋−

1 , 𝑌 −
𝛼 ), 𝑓(𝑋−

𝛼 , 𝑌 −
1 )

}︀
, 𝑓+

𝛼 = max
{︀
𝑓(𝑋+

1 , 𝑌 +
𝛼 ), 𝑓(𝑋+

𝛼 , 𝑌 +
1 )

}︀
.

Заключение

В статье приводится обобщение теоремы Нгуена для идентификации 𝛼-
уровневого множества функции от нечётких аргументов с помощью функции от 𝛼-
уровней самих аргументов на случай нечётких величин с неограниченным носите-
лем. Данные результаты позволяют расширить класс допустимых распределений
возможности и использовать, в частности, нормальные нечёткие параметры. Ре-
зультаты специфицированы для простейших арифметических операций, для взве-
шенных сумм, а также для монотонно неубывающих по своим аргументам функ-
ций от нечётких величин. Для слабейшей треугольной нормы выписаны формулы
для вычисления границ соответствующих уровневых множеств.
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The article provides a generalization of Nguyen’s theorem for identification
of 𝛼-level set of a function from fuzzy arguments through a function from
their 𝛼-levels in the case when fuzzy quantities have unbounded support.
The results are specified for the simplest arithmetic operations, as well as
for weighted sums of fuzzy quantities. For the weakest triangular norm,
formulas are written for calculating the boundaries of these level sets.
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