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Введение

Теория формальных языков изучает различные способы описания языков (ав-
томаты, грамматики и пр.), а также свойства получающихся при этом классов.
Одной из важных задач в этой области является исследование алгоритмических
свойств различных семейств языков. В качестве классических результатов можно
упомянуть неразрешимость проблемы эквивалентности для контекстно-свободных
грамматик и PSPACE-полноту аналогичной проблемы для регулярных выраже-
ний. Однако можно рассматривать свойства, относящиеся не к отдельным языкам,
а к некоторым их семействам в целом. Например, можно изучать теорию всех ко-
нечных или контекстно-свободных языков в некотором фиксированном алфавите
с заданным набором операций. В статье [7] были получены некоторые результаты
в этом направлении. В частности, было установлено, что теория всех регулярных
языков в произвольном алфавите с операцией конкатенации неразрешима.

В настоящей статье мы продолжаем изучать алгоритмические свойства клас-
сов языков с некоторыми естественными операциями. В разделе 2 мы доказываем
разрешимость теорий языков с операциями дополнения, обращения и циклическо-
го сдвига, а также разрешимость некоторых фрагментов теории конкатенации. В
разделе 3 мы доказываем неразрешимость теории языков в алфавите мощности
не менее 2 с операцией ортогональной конкатенации.
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1. Предварительные сведения

Унар — это алгебра вида A = (𝐴, 𝑓), где 𝑓 — одноместная функция. Если
𝑓 разнозначна, то основное множество 𝐴 распадается на несколько (возможно,
бесконечно много) классов одного из трёх видов:

1. конечные классы мощности 𝑛:

𝐶 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 }, 𝑓(𝑥𝑖) = 𝑥𝑖+1, 𝑓(𝑥𝑛) = 𝑥1;

2. бесконечные классы типа целых чисел Z:

𝐶 = { . . . , 𝑥−2, 𝑥−1, 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, . . . }, 𝑓(𝑥𝑖) = 𝑥𝑖+1;

3. бесконечные классы типа натуральных чисел 𝜔:

𝐶 = {𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, . . . }, 𝑓(𝑥𝑖) = 𝑥𝑖+1, 𝑓(𝑦) ̸= 𝑥0 ни для какого 𝑦 ∈ 𝐴.

С каждым унаром A с разнозначной функцией 𝑓 связывается функция

𝜒A : 𝜔 ∪ {𝜔,Z } → 𝜔 ∪ {∞},

определяемая следующим образом (через 𝜔 обозначено множество натуральных
чисел, включая 0):

1. 𝜒A(𝑛) = 𝑘, если A содержит конечное число 𝑘 ⩾ 0 классов мощности 𝑛, в
противном случае 𝜒A(𝑛) = ∞;

2. 𝜒A(𝜔) = 𝑘, если A содержит конечное число 𝑘 ⩾ 0 классов типа 𝜔, в против-
ном случае 𝜒A(𝜔) = ∞;

3. 𝜒A(Z) = 1, если для любого 𝑛 ⩾ 0 в унаре A имеется класс (конечный или бес-
конечный), содержащий более 𝑛 элементов, в противном случае 𝜒A(Z) = 0.

Через 𝑅A обозначается следующее отношение на множестве натуральных чи-
сел:

𝑅A = { (𝑛, 𝑘) : 𝜒A(𝑛) ⩾ 𝑘 }.

Мы считаем, что ∞ > 𝑛 для любого 𝑛 ∈ 𝜔.
В работе [1] был доказан критерий элементарной эквивалентности двух уна-

ров с разнозначными функциями, а в [2] был установлен критерий разрешимости
теории такого унара.

Теорема 1. Пусть A = (𝐴, 𝑓) и B = (𝐵, 𝑓) — два унара, в каждом из которых
функция 𝑓 разнозначна. A и B элементарно эквивалентны тогда и только тогда,
когда 𝜒A = 𝜒B.

Теорема 2. Пусть A = (𝐴, 𝑓) — унар, в котором функция 𝑓 разнозначна. Теория
унара A разрешима тогда и только тогда, когда отношение 𝑅A рекурсивно.
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Из теоремы 2 следует, что если множество мощностей классов унара A с раз-
нозначной функцией конечно, то теория такого унара разрешима.

2. Унары языков с разрешимыми теориями

В этом разделе мы рассматриваем унары A = (𝐴, 𝑓), в которых 𝐴 — некоторое
множество языков, замкнутое относительно операции 𝑓 . Мы применяем теоре-
му 2 к некоторым конкретным алгебраическим системам и устанавливаем раз-
решимость теорий некоторых «естественных» унаров языков. В следующих двух
теоремах приведены простейшие примеры разрешимых унаров.

Теорема 3. Если 𝑓(𝑥) = 𝑥 — дополнение языка 𝑥, то теория унара A = (𝐴, 𝑓)
разрешима для любого основного множества 𝐴.

Доказательство. Так как для любого множества 𝐿 выполняется 𝐿 ̸= 𝐿, 𝐿 = 𝐿,
то все классы унара имеют мощность 2. Следовательно, по теореме 2 его теория
разрешима.

Напомним, что обращение слова 𝑤 = 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑛 — это слово 𝑤−1 = 𝑎𝑛 . . . 𝑎2𝑎1,
а обращение языка 𝐿 — это язык 𝐿−1 = {𝑤−1 : 𝑤 ∈ 𝐿 }.

Теорема 4. Если 𝑓(𝑥) = 𝑥−1 — обращение языка 𝑥, то теория унара A = (𝐴, 𝑓)
разрешима для любого основного множества 𝐴.

Доказательство. Для любого языка 𝐿 выполняется либо 𝐿−1 = 𝐿, либо 𝐿−1 ̸= 𝐿,
(𝐿−1)−1 = 𝐿, поэтому все классы унара имеют мощность 1 или 2. Следовательно,
по теореме 2 его теория разрешима.

Теперь мы приведём пример разрешимого фрагмента теории языков с опера-
цией конкатенации. Конкатенацию языков 𝐿1 и 𝐿2 мы будем обозначать 𝐿1 · 𝐿2

или просто 𝐿1𝐿2. Мы зафиксируем один из языков 𝐿 и разрешим выполнять кон-
катенацию произвольного языка только с 𝐿. При этом мы ограничим выбор 𝐿
беспрефиксными и бессуффиксными языками.

Определение 1. Язык 𝐿 называется беспрефиксным (соответственно бессуф-
фиксным), если ни одно слово из 𝐿 не является префиксом (соответственно
суффиксом) другого.

Непосредственно из определения следует, что если беспрефиксный или бес-
суффиксный язык 𝐿 содержит пустое слово, то 𝐿 = { 𝜀 }. Докажем два простых
свойства беспрефиксных языков.

Лемма 1. Если 𝐿 ̸= ∅ — беспрефиксный язык, то 𝐿 ·𝐿1 = 𝐿 ·𝐿2 тогда и только
тогда, когда 𝐿1 = 𝐿2 для любых языков 𝐿1 и 𝐿2.

Доказательство. Пусть 𝑥 — некоторое слово языка 𝐿. Рассмотрим произвольное
слово 𝑦 ∈ 𝐿1 и докажем, что 𝑦 ∈ 𝐿2. Слово 𝑥𝑦 принадлежит языку 𝐿 · 𝐿1, следо-
вательно, 𝑥𝑦 ∈ 𝐿 · 𝐿2. Это значит, что существуют слова 𝑢 ∈ 𝐿 и 𝑣 ∈ 𝐿2 такие,
что 𝑥𝑦 = 𝑢𝑣. Если 𝑥 ̸= 𝑢, то одно из слов 𝑥, 𝑢 является префиксом другого, что
невозможно по определению беспрефиксного языка. Значит, 𝑥 = 𝑢, 𝑦 = 𝑣 и 𝑦 ∈ 𝐿2.
Включение 𝐿2 ⊆ 𝐿1 проверяется симметрично.
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Лемма 2. Если 𝐿 — беспрефиксный язык, отличный от ∅ и { 𝜀 }, то для любого
непустого языка 𝐿0 все языки 𝐿𝑖 · 𝐿0 попарно различны.

Доказательство. Так как язык 𝐿 беспрефиксный и 𝐿 ̸= { 𝜀 }, то 𝜀 /∈ 𝐿. Следова-
тельно, кратчайшие слова языков 𝐿𝑖 и 𝐿𝑗 имеют разную длину при 𝑖 ̸= 𝑗. Поэтому
кратчайшие слова языков 𝐿𝑖 ·𝐿0 и 𝐿𝑗 ·𝐿0 также различны, а значит, языки не рав-
ны.

Аналогичные свойства имеют место и для бессуффиксных языков.

Лемма 3. Если 𝐿 ̸= ∅ — бессуффиксный язык, то 𝐿1 ·𝐿 = 𝐿2 ·𝐿 тогда и только
тогда, когда 𝐿1 = 𝐿2 для любых языков 𝐿1 и 𝐿2.

Лемма 4. Если 𝐿 — бессуффиксный язык, отличный от ∅ и { 𝜀 }, то для любого
непустого языка 𝐿0 все языки 𝐿0 · 𝐿𝑖 попарно различны.

В следующей теореме доказывается разрешимость некоторого фрагмента тео-
рии языков с операцией конкатенации.

Теорема 5. Если 𝑓(𝑥) = 𝐿 · 𝑥 — конкатенация с некоторым фиксированным
беспрефиксным языком 𝐿, то теория унара A = (𝐴, 𝑓) разрешима для любого
основного множества 𝐴.

Доказательство. Если 𝐿 = { 𝜀 }, то все термы вида 𝑓 𝑖(𝑥) можно заменить на 𝑥.
Следовательно, теория унара разрешима как теория чистого равенства (см. [8]).

Если 𝐿 = ∅, то все термы, содержащие конкатенацию, можно заменить на ∅.
Теория унара снова разрешима как теория чистого равенства с дополнительным
символом константы.

Если 𝐿 ̸= ∅ и 𝐿 ̸= { 𝜀 }, то по лемме 1 функция 𝑓 разнозначна. Из леммы 2
следует, что 𝜒A(𝑛) = 0 для всех чисел 𝑛. Следовательно, по теореме 2 теория унара
A разрешима.

Аналогичный результат имеет место и для бессуффиксных языков.

Теорема 6. Если 𝑓(𝑥) = 𝑥 · 𝐿 — конкатенация с некоторым фиксированным
бессуффиксным языком 𝐿, то теория унара A = (𝐴, 𝑓) разрешима для любого
основного множества 𝐴.

Следующая теорема является следствием теоремы 1.

Теорема 7. Все унары с операциями 𝑓(𝑥) = 𝐿1 · 𝑥 и 𝑓(𝑥) = 𝑥 · 𝐿2, где 𝐿1 и
𝐿2 — беспрефиксный и бессуффиксный языки соответственно, элементарно эк-
вивалентны.

Доказательство. Все эти унары содержат бесконечно много классов типа 𝜔 и не
содержат других классов. Следовательно, их функции 𝜒 равны, а значит, унары
элементарно эквивалентны.

Приведём теперь пример унара языков с разрешимой теорией, содержащего
бесконечно много конечных классов. Через cycle𝑘(𝑤) обозначим операцию цикли-
ческого сдвига слова 𝑤 вправо на 𝑘 позиций:

cycle𝑘(𝑎1 . . . 𝑎𝑛) = 𝑎𝑛−𝑘+1 . . . 𝑎𝑛𝑎1 . . . 𝑎𝑛−𝑘.
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Циклический сдвиг влево на 𝑘 позиций можно рассматривать как сдвиг вправо на
−𝑘 позиций. Нетрудно видеть, что операция cycle𝑘 разнозначна.

Теорема 8. Теория множества слов Σ* с операцией cycle𝑘 разрешима для любо-
го 𝑘.

Доказательство. Если алфавит Σ содержит единственный символ 𝑎, то
cycle𝑘(𝑤) = 𝑤 для любого 𝑘 и любого 𝑤, поэтому теория разрешима. Пусть Σ
содержит два разных символа 𝑎 и 𝑏. Рассмотрим слова 𝑤𝑛,𝑖 = (𝑎𝑘𝑛−1𝑏)𝑖 для
𝑛 = 1, 2, 3, . . . и 𝑖 = 1, 2, 3 . . . . Нетрудно видеть, что в результате 𝑛-кратного при-
менения операции cycle𝑘 к слову 𝑤𝑛,𝑖 снова получится 𝑤𝑛,𝑖, так как блок 𝑎𝑘𝑛−1𝑏
совместится с таким же блоком ровно после 𝑛 сдвигов. Поэтому унар слов содер-
жит бесконечно много классов мощности 𝑛 для любого натурального 𝑛, а значит,
его теория разрешима по теореме 2.

Теорема 9. Если множество языков L содержит все одноэлементные языки,
то теория множества L с операцией cycle𝑘 разрешима для любого 𝑘.

Доказательство. Так как L содержит все одноэлементные языки, то унар содер-
жит бесконечно много классов всех конечных мощностей. Значит, по теореме 2 его
теория разрешима.

Из критерия элементарной эквивалентности унаров получается следующий ре-
зультат.

Теорема 10. Если множество языков L содержит все одноэлементные языки,
то теории слов с операцией cycle𝑘 и теории множества L с операцией cycle𝑙
элементарно эквивалентны для всех 𝑘 и 𝑙.

Доказательство. Все унары не содержат классов типа 𝜔 и содержат бесконечно
много классов всех конечных мощностей. Следовательно, они элементарно экви-
валентны по теореме 1.

3. Неразрешимость теории ортогональной конкатенации

Операция ортогональной конкатенации, введённая в статье [4], является анало-
гом прямой суммы линейных подпространств или прямого произведения подгрупп.

Определение 2. Ортогональная конкатенация языков 𝐿1 и 𝐿2 определяется
следующим образом: 𝐿1 ⊙⊥ 𝐿2 = 𝐿1 · 𝐿2, если для каждого слова 𝑤 ∈ 𝐿1 · 𝐿2

существуют единственные слова 𝑢 ∈ 𝐿1, 𝑣 ∈ 𝐿2 такие, что 𝑢𝑣 = 𝑤; в противном
случае 𝐿1 ⊙⊥ 𝐿2 = ∅.

Отметим, что в работе [5] полагается, что 𝐿1⊙⊥𝐿2 не определено при наруше-
нии единственности разложения. Мы считаем, что в этом случае результат равен
∅, чтобы можно было использовать ⊙⊥ как функциональный символ. Далее мы
покажем, что эти два варианта определимы друг через друга.

Лемма 5. Следующая формула 𝐸(𝑥) определяет пустое множество:

(∀𝑦)𝑥⊙⊥ 𝑦 = 𝑥.
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Доказательство. Если 𝑥 = ∅, то 𝑥𝑦 = ∅, а значит, и 𝑥 ⊙⊥ 𝑦 = ∅ = 𝑥. Наоборот,
пусть 𝑥 ̸= ∅. Положим 𝑦 = { 𝑎 }, тогда 𝑥 ⊙⊥ 𝑦 ̸= ∅, поскольку каждое слово
𝑤 ∈ 𝑥𝑦 допускает только одно представление вида 𝑤 = 𝑣𝑎, 𝑣 ∈ 𝑥. Следовательно,
кратчайшее слово языка 𝑥 ⊙⊥ 𝑦 длиннее кратчайшего слова языка 𝑥, поэтому
𝑥⊙⊥ 𝑦 ̸= 𝑥.

Пусть теперь Orth(𝑥, 𝑦, 𝑧) означает, что 𝑥⊙⊥ 𝑦 = 𝑧 в смысле работы [5]. Пустое
множество определимо с помощью Orth формулой (∀𝑦)Orth(𝑥, 𝑦, 𝑥). Тогда следу-
ющие две эквивалентности показывают, как определить один из символов Orth и
⊙⊥ через другой:

𝑥⊙⊥ 𝑦 = 𝑧 ≡ Orth(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∨ (¬(∃𝑢)Orth(𝑥, 𝑦, 𝑢) ∧ 𝑧 = ∅),

Orth(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡ 𝑥⊙⊥ 𝑦 = 𝑧 ∧ (𝑧 = ∅ → (𝑥 = ∅ ∨ 𝑦 = ∅)).

Далее мы покажем, как определить беспрефиксные и бессуффиксные языки с
помощью ортогональной конкатенации.

Лемма 6. Следующая формула 𝑃 (𝑥) определяет беспрефиксные языки:

(∀𝑦)(𝑦 ̸= ∅ → 𝑥⊙⊥ 𝑦 ̸= ∅).

Доказательство. Пусть 𝑥 — беспрефиксный язык, и пусть 𝑦 ̸= ∅. Предположим,
что некоторое слово 𝑤 ∈ 𝑥𝑦 представляется в виде конкатенации слов из 𝑥 и 𝑦
двумя способами: 𝑤 = 𝑢1𝑣1 = 𝑢2𝑣2, где 𝑢1, 𝑢2 ∈ 𝑥, 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑦. Если 𝑢1 ̸= 𝑢2,
то одно из этих слов является префиксом другого, что противоречит тому, что
язык 𝑥 беспрефиксный. Если же 𝑢1 = 𝑢2, то также 𝑣1 = 𝑣2, поэтому двух разных
представлений не существует.

Предположим теперь, что язык 𝑥 не является беспрефиксным. Тогда существу-
ют слова 𝑢 и 𝑣 такие, что 𝑢, 𝑢𝑣 ∈ 𝑥, 𝑣 ̸= 𝜀. Выберем в качестве 𝑦 язык { 𝜀, 𝑣 }. Тогда
язык 𝑥𝑦 содержит слово 𝑢𝑣, которое представимо в виде конкатенации двумя спо-
собами: 𝑢 · 𝑣 = 𝑢𝑣 · 𝜀. Следовательно, 𝑥⊙⊥ 𝑦 = ∅.

Аналогично определяются и бессуффиксные языки.

Лемма 7. Следующая формула 𝑆(𝑥) определяет бессуфиксные языки:

(∀𝑦)(𝑦 ̸= ∅ → 𝑦 ⊙⊥ 𝑥 ̸= ∅).

Теперь мы можем доказать неразрешимость теории ортогональной конкатена-
ции.

Теорема 11. Если |Σ| ⩾ 2, то теория алгебры (P(Σ*),⊙⊥) неразрешима.

Доказательство. Формула 𝑥 ̸= ∅ ∧ 𝑃 (𝑥) ∧ 𝑆(𝑥) выделяет все непустые языки,
являющиеся одновременно беспрефиксными и бессуффиксными. Поскольку тео-
рия конкатенации таких языков неразрешима (см. [3]), то и теория ортогональной
конкатенации неразрешима.
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Заключение

В работе были приведены примеры унаров языков с разрешимыми теориями,
в частности, доказана разрешимость теории конкатенации с фиксированным бес-
префиксным или бессуффиксным языком. Кроме того было доказано, что алгебра
языков в алфавите мощности не менее 2 с операцией ортогональной конкатена-
ции неразрешима. Интерес представляет поиск других разрешимых фрагментов
теории конкатенации, а также исследование разрешимости теорий языков с раз-
личными бинарными операциями.
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In this paper we study some theories of languages with different operations.
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