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В наших предыдущих работах мы видели, что теории фигур и под-
пространств для бесконечных линейных пространств имеют высокую
степень неразрешимости: они допускают интерпретацию элементарной
арифметики, а в случае бесконечных фигур — даже арифметики второ-
го порядка. В случае конечных линейных пространств эти утверждения
конечно же неверны, так как мы можем построить алгоритм, переби-
рающий все конечные линейные пространства и выдающий все форму-
лы, модель которых нашлась. Следовательно, для конечных линейных
пространств теории фигур и подпространств принадлежат классу Π1 —
дополнений рекурсивно перечислимых множеств. В настоящей работе
мы показываем, что эти теории являются полными задачами для класса
Π1, то есть по-прежнему неразрешимы и не рекурсивно аксиоматизи-
руемы.
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Введение

Изучение алгоритмических свойств различных теорий является одной из клас-
сических задач математической логики. На этом пути проделана большая работа:
изучены теории разных классов алгебр и, более общо, алгебраических систем.
Например, разрешимыми являются теории классов булевых алгебр или абеле-
вых групп, а алгоритмически неразрешимыми — произвольных групп или графов
(см. [8]).
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Отдельной задачей является исследование разрешимости для конечных струк-
тур. Особенно актуальной такая задача стала в связи с развитием вычислительной
техники, где эти структуры используются как типы данных в языках описания
данных и программирования (см., например, [12]). Часто оказывается, что для
конечных структур оценки оказываются иными, чем для произвольных. Обще-
известный пример — теоремы А. Чёрча и Б. А.Трахтенброта: множество формул
истинных на всех системах является Σ1-полным, в то время как множество фор-
мул истинных на всех конечных системах — Π1-полно. Эти результаты верны уже
для теорий одного бинарного предиката, то есть графов (см. [8]).

По каждой алгебре можно построить алгебру её всех (или некоторых) подмно-
жеств (см. [11]), а также — решётку подалгебр (см. [4]). Ранее мы в своих работах
исследовали алгоритмические свойства алгебр всех или некоторых подмножеств,
классов таких алгебр и соответствующих решёток подалгебр. В ряде случаев ока-
зывалось, что все эти теории позволяют интерпретировать арифметику первого
(см. [6], [2]), а иногда — и второго (см. [5], [1]) порядка. Но такие оценки мо-
гут быть справедливы для классов, содержащих бесконечные алгебры. Если же
ограничиться рассмотрением только конечных систем, то обычно сразу возникает
возможность алгоритмически перебирать такие алгебры и выполнять проверку
формул для каждой из них, что приводит к рекурсивной перечислимости выпол-
нимых формул. Таким образом, для «естественных» классов конечных систем их
теории не позволяют «подняться» до уровня элементарной арифметики [3].

В настоящей работе мы исследуем один из простых, но тем не менее один из
самых важных классов алгебр — конечные линейные пространства над полями
конечной характеристики — и изучаем алгебры их подмножеств и решётки их
подпространств (см. [4]). Частный и очень широко встречающийся на практике
пример — это битовые строки с операцией побитового сложения по модулю два.
Для класса L таких пространств мы показываем, что класс их (необходимо конеч-
ных) подмножеств exp L имеет неразрешимую, точнее Π1-полную, теорию, равно
как и теория решёток их подпространств lat L.

1. Определения

Мы рассматриваем классы, которые состоят только из конечных алгебр. Далее
это подразумевается везде, где явно не указано иное. Как обычно, с помощью
Th(A) мы обозначаем теорию алгебры A, то есть множество всех истинных в A
замкнутых формул. Если K — класс алгебр, то с помощью Th(K) обозначается
теория этого класса, то есть пересечение всех Th(A) для A ∈ K.

Определение 1. Пусть A — произвольная конечная алгебра. Тогда с помощью
expA мы обозначаем алгебру всех её непустых подмножеств, с естественными
операциями:

𝑓(𝑋1, . . . , 𝑋𝑁 ) = {𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) : 𝑥1 ∈ 𝑋1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝑋𝑛}

для всех сигнатурных функций 𝑓 и всевозможных непустых 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 ⊆ A,
необходимо конечных.

С помощью latA обозначаем решётку всех её подалгебр (дополненную при
необходимости пустой алгеброй) с отношением «быть подалгеброй» в качестве
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порядка. Тогда операциями являются inf{𝑋,𝑌 } = 𝑋 ∩ 𝑌 и sup{𝑋,𝑌 } = ⟨𝑋,𝑌 ⟩ —
подалгебра, совместно порождённая всеми элементами 𝑋 и 𝑌 .

Если K — произвольный класс алгебр, то с помощью expK и latK мы будем
обозначать класс всех алгебр вида expA и всех решёток вида latA соответствен-
но при A ∈ K.

Сразу отметим, что алгебры expA и latA совершенно различны и даже имеют
разную сигнатуру в общем случае. Если сигнатура алгебры A состоит из одной
бинарной операции, например, *, алгебры latA и expA могут быть связаны моно-
тонным вложением:

ℎ : latA → expA, для которого ℎ(𝑋) = 𝑋. (1)

В этом случае 𝑋 * 𝑌 ⊆ ⟨𝑋,𝑌 ⟩.
В остальном сами эти алгебры могут иметь различные свойства. Например, для

аддитивной группы целых чисел (Z,+) теория ей алгебры подмножеств exp(Z,+)
алгоритмически эквивалентна арифметике первого (если ограничиться только ко-
нечными множествами) или второго (в общем случае) порядка (см. [5]). Решётка
же подалгебр lat(Z,+) изоморфна решётке делимости натуральных чисел, так как
подалгебрами являются (𝑛Z,+) для натуральных 𝑛, а операции inf и sup сводятся
к нахождению наименьшего общего кратного и наибольшего общего делителя со-
ответственно. Последняя структура имеет разрешимую теорию, так как её можно
интерпретировать в мультипликативной арифметике натуральных чисел (𝜔, ·) —
арифметике Скулема, — которая разрешима (см. [8]).

В некоторых случаях вложение (1) оказывается изоморфным, например, для
абелевых групп, для которых выполнено ⟨𝑋,𝑌 ⟩ = 𝑋+𝑌 (для аддитивной записи),
в частности, это верно для линейных пространств. Тогда связь между latA и expA
может оказаться более тесной. Например, для бесконечных линейных пространств
над полями конечной характеристики теории обеих этих алгебр позволяют интер-
претировать элементарную арифметику (см. [2]).

Мы будем рассматривать алгебры L, которые являются конечными линейными
пространствами, и класс, состоящий из всех них — L. Сразу укажем, что в этом
случае теории классов exp L и lat L принадлежат классу Π1 множеств, дополнения
которых являются рекурсивно перечислимыми. В самом деле, формулы, которые
не принадлежат этим теориям, можно алгоритмически перечислить следующим
образом. Перебираем все конечные линейные пространства L, для каждого из них
строим (тоже конечную) алгебру подмножеств expL или, соответственно, решётку
подпространств latL. Если в expL или, соответственно, в latL какая-то формула
𝜑 оказалась ложной, то выдаём её.

Нашей основной целью будет доказательство того, что обе теории exp L и lat L
являются Π1-полными множествами. В частности, они алгоритмически неразре-
шимы и рекурсивно неаксиоматизируемы.

2. Основной результат

Прежде всего отметим несложную вещь.

Лемма 1. Пусть L — произвольное линейное пространство над простым конеч-
ным полем. Тогда в теории expL интерпретируется теория latL.
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Доказательство. В самом деле, класс подпространств выделяется в expL с по-
мощью равенства 𝑋 + 𝑋 = 𝑋. Отношение 𝑋 ⊆ 𝑌 интерпретируется формулой
𝑋 + 𝑌 = 𝑌 , а с помощью него определяются точная нижняя и точная верхняя
грани (см. [7]).

Следствие 1. Пусть L — класс, состоящий из линейных пространств над про-
стыми конечными полями. Тогда в теории exp L интерпретируется теория lat L.

Таким образом, чтобы доказать Π1-полноту теории Th(exp L), нам будет до-
статочно доказать Π1-полноту теории Th(lat L). Для этого мы сведём проблему
разрешимости алгебраического диофантова уравнения в натуральных числах к
дополнению теории Th(lat L). Напомним, что проблема решения в натуральных
числах алгебраического диофантова уравнения полна в классе рекурсивно пере-
числимых множеств, как было доказано Ю. В. Матиясевичем (см. [9]).

Для того, чтобы построить сведение, мы напомним некоторые конструкции,
введённые в [2].

Теорема (см. [2]). Пусть L — класс, состоящий из линейных пространств над
простыми конечными полями. Тогда в теории Th(lat L):

1. существует формула iso(𝑋,𝑌 ), означающая, что ненулевые подпростран-
ства 𝑋 и 𝑌 не пересекаются и между ними существует изоморфизм;

2. существует формула eqdim(𝑋,𝑌 ), означающая, что размерности ненуле-
вых подпространств 𝑋 и 𝑌 равны;

3. существует формула sum(𝑋,𝑌, 𝑍), означающая, что размерность подпро-
странства 𝑋 равна сумме размерностей ненулевых подпространств 𝑌 и
𝑍;

4. существует формула square(𝑋,𝑌 ), означающая, что размерность подпро-
странства 𝑋 равна квадрату размерности ненулевого подпространства 𝑌 .

Доказательство приведено в работе [2] — леммы 8, 10, 15 и теорема 1 — для
случая, когда рассматриваются бесконечные линейные пространства над просты-
ми конечными полями. Следует напомнить, что возможность выразить сложение
и возведение в квадрат позволяет выразить умножение с помощью некоторой фор-
мулы mult(𝑥, 𝑦, 𝑧): 𝑥 = 𝑦𝑧 тогда и только тогда, когда (𝑦 + 𝑧)2 = 𝑦2 + 𝑥 + 𝑥 + 𝑧2

(см. [3]).
Однако заметим, что в работе [2] в доказательстве перечисленных утверждений

нигде не используется факт бесконечности пространства. Единственное ограниче-
ние, которое требуется, — это чтобы размерность всего пространства была бы как
минимум в два раза больше, чем размерность рассматриваемых подпространств.
Это требуется для того, чтобы любой морфизм можно было представить как ком-
позицию двух морфизмов между непересекающимися подпространствами.

Теорема 1. Теория класса lat L решёток конечных линейных подпространств
является Π1-полным множеством.

Доказательство. Принадлежность задачи классу Π1 мы уже обосновали в пара-
графе 1. Поэтому нашей задачей будет доказать Π1-трудность.
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Для этого мы сведём задачу о разрешимости диофантовых уравнений к до-
полнению теории Th(lat L). Прежде всего следует отметить, что для диофантовых
уравнений можно ограничиться только поиском целых положительных решений.
Для этого достаточно в исходном уравнении сделать замену 𝑥 = 𝑦𝑥−𝑧𝑥 для каждой
переменной 𝑥.

Далее, очевидно, любое диофантово уравнение можно привести к виду∑︁
𝑖

∏︁
𝑘

𝑥
𝑝𝑘,𝑖

𝑘 =
∑︁
𝑗

∏︁
𝑘

𝑥
𝑞𝑘,𝑗

𝑘 , (2)

для этого нужно слагаемые с отрицательными коэффициентами перенести в дру-
гую часть, а вместо неединичных коэффициентов продублировать слагаемые тре-
буемое количество раз.

Следующим шагом укажем, что термы 𝑡(�̄�), стоящие в левой и правой частях
уравнения (2), можно представить некоторыми приведёнными экзистенциальными
формулами 𝜑𝑡(�̄�, 𝑦) в алгебре (Z+,+, ·) — арифметике целых положительных чисел
со сложением и умножением. Напомним, что приведённой называется формула,
в которой каждая атомная подформула имеет вид 𝑥 = 𝑦 или 𝑥 = 𝑓(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛),
где 𝑥, 𝑦, 𝑦𝑖 — переменные или константы. Для этого нужно начать с равенства
𝑦 = 𝑡(�̄�), а затем на каждом шаге заменять формулу вида (∃�̄�)𝜃(�̄�, 𝑦, �̄�, 𝑣1 + 𝑣2) на
формулу (∃�̄�, 𝑣)(𝑣 = 𝑣1 + 𝑣2 ∧ 𝜃(�̄�, 𝑦, �̄�, 𝑣)), а формулу вида (∃�̄�)𝜃(�̄�, 𝑦, �̄�, 𝑣1𝑣2) — на
(∃�̄�, 𝑣)(𝑣 = 𝑣1𝑣2 ∧ 𝜃(�̄�, 𝑦, �̄�, 𝑣)). Здесь 𝑣1 и 𝑣2 — это какие-то уже используемые, а
𝑣 — новая переменная. В конце концов мы получим формулу 𝜑𝑡(�̄�, 𝑦), имеющую
вид (∃�̄�)𝜑′𝑡(�̄�, 𝑦, �̄�), где 𝜑′𝑡 — это конъюнкция формул видов 𝑣1 = 𝑣2, 𝑣1 = 𝑣2 + 𝑣3 и
𝑣1 = 𝑣2𝑣3.

Таким образом, разрешимость диофантова уравнения вида (2) эквивалентна
истинности в алгебре (Z+,+, ·) экзистенциальной формулы

(∃�̄�, �̄�1, �̄�2, 𝑦) (𝜑′𝑡1(�̄�, 𝑦, �̄�1) ∧ 𝜑
′
𝑡2(�̄�, 𝑦, �̄�2))⏟  ⏞  

𝜓

, (3)

где 𝑡1 и 𝑡2 — левая и правая части уравнения (2).
Как и в работе [2] мы будем интерпретировать целое положительное число 𝑛

подпространством размерности 𝑛 в теории Th(lat L). Тогда мы хотели бы интер-
претировать формулу (3) в теории Th(lat L), просто заменив в ней бескванторную
часть 𝜓 на формулу 𝜓′, в которой вместо всех подформул видов 𝑣1 = 𝑣2, 𝑣1 = 𝑣2+𝑣3
и 𝑣1 = 𝑣2𝑣3 подставлены подформулы eqdim(𝑣1, 𝑣2), sum(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) и mult(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)
соответственно.

Такой замены, к сожалению, ещё недостаточно. Как мы уже упомянули, фор-
мулы eqdim(𝑣1, 𝑣2), sum(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) и mult(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) корректно представляют ра-
венство, сложение и умножение соответственно, в случае, когда входящие в них
переменные означают подпространства размерности не более чем половина от раз-
мерности всего пространства. Чтобы убедиться в том, что наше пространство име-
ет достаточно много измерений, можно использовать формулу iso(𝐴,𝐵), которая
говорит, что размерность подпространства 𝐴 как минимум в два раза меньше чем
размерность всего пространства, а в самой интерпретирующей формуле ограни-
читься только рассмотрением подпространств 𝐴.

Таким образом, для интерпретации формулы (3) нужно построить формулу

(∃𝐴,𝐵)(iso(𝐴,𝐵) ∧ (∃�̄�, �̄�1, �̄�2, 𝑦 ⊆ 𝐴)𝜓′), (4)
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где формула 𝜓′ получена ранее указанной заменой.
Если истинна формула (3) в алгебре (Z,+, ·), то зафиксируем некоторый набор

𝜎 значений переменных �̄�, �̄�1, �̄�2, 𝑦, на котором 𝜓 истинна. Пусть 𝑛 — наибольшее
из этих значений. Выберем произвольное конечное пространство L размерности
2𝑛 над каким-либо конечным полем и разложим его в прямую сумму двух подпро-
странств L = 𝐴+𝐵 размерности 𝑛. Далее из 𝜎 построим новый набор 𝜏 значений
переменных, заменив каждое положительное целое число 𝑚 на 𝑚-мерное подпро-
странство 𝑋𝑚 ⊆ 𝐴. Такой набор, очевидно, сделает истинной формулу 𝜓′, иными
словами формула (4) истинна в L, а её отрицание не принадлежит Th(lat L).

Наоборот, если отрицание формулы (4) не принадлежит Th(lat L), то (4) истин-
на в каком-то конечном пространстве L, зафиксируем соответствующий набор 𝜏
значений переменных. В этом случае подпространства 𝐴 и 𝐵 не пересекаются по
построению формулы iso. Поскольку значения остальных переменных являются
подпространствами 𝐴, то размерность этих подпространств меньше размерности
L как минимум в два раза. Следовательно, формулы eqdim, sum и mult соответ-
ствуют равенству, сложению и умножению положительных размерностей. Значит,
истинность формулы 𝜓′ на наборе 𝜏 влечёт истинность формулы 𝜓 на наборе 𝜎,
который получен из 𝜏 заменой каждого подпространства на его размерность. По-
этому истинной будет и формула 3 в алгебре (Z,+, ·).

Следствие 2. Теория класса exp L подмножеств конечных линейных подпро-
странств является Π1-полным множеством.

Следствие 3. Теории классов exp L и lat L алгоритмически неразрешимы и не
допускают рекурсивной аксиоматизации.

Заключение

Мы показали, что общая теория решёток конечных подпространств неразре-
шима. Возникает вопрос, можно ли определить более точно границу этой нераз-
решимости. Например, для многих естественных классов конечных предикатных
систем неразрешимым является Σ2-фрагмент соответствующей теории, то есть
неразрешимо уже множество ∃∀-формул такой теории (см., например, [10]). Верно
ли это для нашего случая?

Другой естественный вопрос — это поиск классов K конечных алгебр, для ко-
торых теория класса latK была бы разрешимой. Одним из примеров такого класса
является класс примарных групп, то есть циклических групп порядка 𝑝𝑛 для про-
стого 𝑝. Для каждой примарной группы A решётка latA — это конечное линейно
упорядоченное множество, теория которых разрешима. Поэтому интересно было
бы найти другие такие классы.
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For infinite linear spaces, in our previous works, we have shown that theo-
ries of figures and subspaces are of high undecidability degree. They allow
interpreting elementary arithmetic or second-order arithmetic (for infinite
figures). For finite linear spaces, such a claim doesn’t hold. It is because we
can algorithmically enumerate all finite linear spaces and find all formulas
with finite models. So, for finite linear spaces, theories of figures and sub-
spaces are in the class Π1. It is the class of problems whose complements
are recursively enumerable. In the present paper, we prove that these the-
ories are Π1-complete, therefore, they are algorithmically undecidable and
not recursively axiomatizable.

Keywords: finite algebra, linear space, subset algebra, subspace, subalge-
bras lattice, algorithmic undecidability, completeness.
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