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Введение

Построению точных решений системы Навье–Стокса для вязкой несжимаемой
жидкости посвящена обширная научная литература [1–10]. В данной работе рас-
сматривается задача Коши для квазигидродинамической (КГД) системы уравне-
ний, которая отличается от системы Навье–Стокса добавочными дивергентными
членами. Физические принципы, лежащие в основе построения КГД системы, опи-
саны в монографиях [11–14]. Там же представлены семейства точных решений
КГД уравнений. Проблема поиска новых классов решений квазигидродинамичес-
кой системы является актуальной.

В данной работе продолжены исследования, изложенные в статьях [15, 16].
Предложен новый подход к построению точных решений задачи Коши для квази-
гидродинамической системы. Выбираются подстановки, удовлетворяющие выве-
денным трем условиям. Приведены примеры использования предложенного под-
хода. Особое внимание уделено решениям квазигидродинамической системы, не
удовлетворяющим ни уравнениям Навье–Стокса, ни уравнениям Эйлера. Впер-
вые построено подобное решение задачи Коши с переменным давлением. При
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𝑐𝑠 → +∞, где 𝑐𝑠 – скорость звука в жидкости, все найденные решения перехо-
дят в решения задачи Коши для соответствующей системы Навье–Стокса.

1. Квазигидродинамическая система. Система Навье–Стокса. Постанов-
ка задачи Коши

Квазигидродинамическая система для слабосжимаемой вязкой жидкости
в стандартных обозначениях имеет вид

div 𝑢⃗ = div 𝑤⃗, (1.1)

𝜕𝑢⃗

𝜕𝑡
+
(︀
(𝑢⃗− 𝑤⃗) · ∇

)︀
𝑢⃗+∇𝑝 = 𝜈∆𝑢⃗+ 𝜈∇

(︀
div 𝑢⃗

)︀
+ div (𝑢⃗⊗ 𝑤⃗). (1.2)

Влияние внешних массовых сил не учитывается. Вектор 𝑤⃗ определяется по фор-
муле

𝑤⃗ = 𝜏
(︀
(𝑢⃗ · ∇)𝑢⃗+∇𝑝

)︀
. (1.3)

Символом 𝜈 обозначен коэффициент кинематической вязкости. Он является за-
данной положительной константой. Постоянная средняя плотность жидкости 𝜌
считается равной единице. Оператор Лапласа ∆ действует в пространстве R3

𝑥⃗.
Система (1.1) – (1.2) замкнута относительно неизвестных функций – скорости
𝑢⃗ = 𝑢⃗(𝑥⃗, 𝑡) и давления 𝑝 = 𝑝(𝑥⃗, 𝑡). Характерное время релаксации 𝜏 вычисляется
по формуле

𝜏 =
𝜈

𝑐2𝑠
, (1.4)

где 𝑐𝑠 – скорость звука в жидкости.
Если в (1.1) – (1.2) пренебречь членами, содержащими 𝜏 , то получим систему

Навье–Стокса для вязкой несжимаемой жидкости:

div 𝑢⃗ = 0, (1.5)

𝜕𝑢⃗

𝜕𝑡
+ (𝑢⃗ · ∇)𝑢⃗+∇𝑝 = 𝜈∆𝑢⃗. (1.6)

Квазигидродинамическая система (1.1) – (1.2) в декартовых координатах
(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) для неустановившихся течений выглядит следующим обра-
зом:

𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

+
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

=
𝜕𝑤𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑤𝑦
𝜕𝑦

+
𝜕𝑤𝑧
𝜕𝑧

, (1.7)

𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑡

+
(︀
𝑢𝑥 − 𝑤𝑥

)︀𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+
(︀
𝑢𝑦 − 𝑤𝑦

)︀𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑦

+
(︀
𝑢𝑧 − 𝑤𝑧

)︀𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑧

+
𝜕𝑝

𝜕𝑥
=

= 𝜈
(︁𝜕2𝑢𝑥
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑢𝑥
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝑢𝑥
𝜕𝑧2

)︁
+ 𝜈

𝜕

𝜕𝑥

(︁𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

+
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

)︁
+

+
𝜕(𝑢𝑥𝑤𝑥)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝑢𝑦𝑤𝑥)

𝜕𝑦
+
𝜕(𝑢𝑧𝑤𝑥)

𝜕𝑧
, (1.8)

𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑡

+
(︀
𝑢𝑥 − 𝑤𝑥

)︀𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑥

+
(︀
𝑢𝑦 − 𝑤𝑦

)︀𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

+
(︀
𝑢𝑧 − 𝑤𝑧

)︀𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑧

+
𝜕𝑝

𝜕𝑦
=
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= 𝜈
(︁𝜕2𝑢𝑦
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑢𝑦
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝑢𝑦
𝜕𝑧2

)︁
+ 𝜈

𝜕

𝜕𝑦

(︁𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

+
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

)︁
+

+
𝜕(𝑢𝑥𝑤𝑦)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝑢𝑦𝑤𝑦)

𝜕𝑦
+
𝜕(𝑢𝑧𝑤𝑦)

𝜕𝑧
, (1.9)

𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑡

+
(︀
𝑢𝑥 − 𝑤𝑥

)︀𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑥

+
(︀
𝑢𝑦 − 𝑤𝑦

)︀𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑦

+
(︀
𝑢𝑧 − 𝑤𝑧

)︀𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

+
𝜕𝑝

𝜕𝑧
=

= 𝜈
(︁𝜕2𝑢𝑧
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑢𝑧
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝑢𝑧
𝜕𝑧2

)︁
+ 𝜈

𝜕

𝜕𝑧

(︁𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

+
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

)︁
+

+
𝜕(𝑢𝑥𝑤𝑧)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝑢𝑦𝑤𝑧)

𝜕𝑦
+
𝜕(𝑢𝑧𝑤𝑧)

𝜕𝑧
. (1.10)

Здесь

𝑤𝑥 = 𝜏
(︁
𝑢𝑥
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+ 𝑢𝑦
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑦

+ 𝑢𝑧
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑧

+
𝜕𝑝

𝜕𝑥

)︁
, (1.11)

𝑤𝑦 = 𝜏
(︁
𝑢𝑥
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑥

+ 𝑢𝑦
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

+ 𝑢𝑧
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑧

+
𝜕𝑝

𝜕𝑦

)︁
, (1.12)

𝑤𝑧 = 𝜏
(︁
𝑢𝑥
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑥

+ 𝑢𝑦
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑦

+ 𝑢𝑧
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

+
𝜕𝑝

𝜕𝑧

)︁
. (1.13)

Система (1.7) – (1.13) замкнута относительно неизвестных функций – компонент
вектора скорости 𝑢𝑥 = 𝑢𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), 𝑢𝑦 = 𝑢𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), 𝑢𝑧 = 𝑢𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) и давления
𝑝 = 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡).

Нестационарная система Навье–Стокса (1.4) – (1.5) в декартовых координатах
имеет вид

𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

+
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

= 0, (1.14)

𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑡

+ 𝑢𝑥
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+ 𝑢𝑦
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑦

+ 𝑢𝑧
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑧

+
𝜕𝑝

𝜕𝑥
= 𝜈

(︁𝜕2𝑢𝑥
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑢𝑥
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝑢𝑥
𝜕𝑧2

)︁
, (1.15)

𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑡

+ 𝑢𝑥
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑥

+ 𝑢𝑦
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

+ 𝑢𝑧
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑧

+
𝜕𝑝

𝜕𝑦
= 𝜈

(︁𝜕2𝑢𝑦
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑢𝑦
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝑢𝑦
𝜕𝑧2

)︁
, (1.16)

𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑡

+ 𝑢𝑥
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑥

+ 𝑢𝑦
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑦

+ 𝑢𝑧
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

+
𝜕𝑝

𝜕𝑧
= 𝜈

(︁𝜕2𝑢𝑧
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑢𝑧
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝑢𝑧
𝜕𝑧2

)︁
. (1.17)

Чтобы поставить задачу Коши, к квазигидродинамической системе (1.7) –
(1.13) добавим начальные условия

𝑢𝑥

⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝑢𝑥0(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑢𝑦

⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝑢𝑦0(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑢𝑧

⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝑢𝑧0(𝑥, 𝑦, 𝑧),

(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3. (1.18)

Здесь 𝑢𝑥0 = 𝑢𝑥0(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑢𝑦0 = 𝑢𝑦0(𝑥, 𝑦, 𝑧) и 𝑢𝑧0 = 𝑢𝑧0(𝑥, 𝑦, 𝑧) – заданные непре-
рывно дифференцируемые функции на всем пространстве R3. Для исключения
неоднозначности в определении давления будем считать, что

𝑝(0, 0, 0, 𝑡) = 𝑝0, 𝑡 ⩾ 0, (1.19)
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где 𝑝0 – заданное положительное число.
Задача Коши может быть поставлена и для системы Навье–Стокса (1.14) –

(1.17). Однако поле скорости в начальный момент времени должно подчиняться
условию

𝜕𝑢𝑥0
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢𝑦0
𝜕𝑦

+
𝜕𝑢𝑧0
𝜕𝑧

= 0. (1.20)

2. Решения задачи Коши для квазигидродинамической системы специ-
ального вида

В области Ω = {(𝑥⃗, 𝑡) : 𝑥⃗ ∈ R3, 𝑡 > 0} будем искать бесконечно дифференци-
руемые решения (𝑢⃗, 𝑝) поставленной задачи Коши для квазигидродинамической
системы, которые назовем гладкими решениями.

Теорема 1. Пусть (𝑢⃗, 𝑝) – гладкое решение задачи Коши для квазигидродинами-
ческой системы, удовлетворяющее в Ω условию

div 𝑢⃗ = 0. (2.1)

Тогда в Ω должны выполняться равенства

div 𝑤⃗ = 0, (2.2)(︀
∇⊗ 𝑢⃗

)︀
:
(︀
∇⊗ 𝑤⃗

)︀𝑇
= 0, (2.3)

где (︀
∇⊗ 𝑢⃗

)︀
:
(︀
∇⊗ 𝑤⃗

)︀𝑇
=

3∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑤𝑗
𝜕𝑥𝑖

, (2.4)

(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) = (𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑢𝑧), (𝑤1, 𝑤2, 𝑤3) = (𝑤𝑥, 𝑤𝑦, 𝑤𝑧).

Доказательство. Равенство (2.2) непосредственно следует из (1.1) и (2.1). При-
нимая во внимание (1.3), представим (1.2) в виде

𝜕𝑢⃗

𝜕𝑡
+
𝑤⃗

𝜏
= 𝜈∆𝑢⃗+

(︀
𝑤⃗ · ∇

)︀
𝑢⃗+

(︀
𝑢⃗ · ∇

)︀
𝑤⃗ + 𝑤⃗ div 𝑢⃗+ 𝜈∇

(︀
div 𝑢⃗

)︀
. (2.5)

В силу (2.1), последние два слагаемых в (2.5) обращаются в нуль. Поэтому

𝜕𝑢⃗

𝜕𝑡
+
𝑤⃗

𝜏
= 𝜈∆𝑢⃗+

(︀
𝑤⃗ · ∇

)︀
𝑢⃗+

(︀
𝑢⃗ · ∇

)︀
𝑤⃗. (2.6)

Подействуем оператором div на обе части равенства (2.6). Будем иметь

𝜕

𝜕𝑡

(︀
div 𝑢⃗

)︀
+

1

𝜏
div 𝑤⃗ = 𝜈∆

(︀
div 𝑢⃗

)︀
+ div

(︁(︀
𝑤⃗ · ∇

)︀
𝑢⃗+

(︀
𝑢⃗ · ∇

)︀
𝑤⃗
)︁
. (2.7)

Принимая во внимание (2.1) и (2.2), преобразуем (2.7) к виду

div
(︁(︀
𝑤⃗ · ∇

)︀
𝑢⃗+

(︀
𝑢⃗ · ∇

)︀
𝑤⃗
)︁
= 0. (2.8)
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Справедлива цепочка равенств

div
(︁(︀
𝑤⃗ · ∇

)︀
𝑢⃗+

(︀
𝑢⃗ · ∇

)︀
𝑤⃗
)︁
=

=

3∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︂ 3∑︁
𝑗=1

𝑤𝑗
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

)︂
+

3∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︂ 3∑︁
𝑗=1

𝑢𝑗
𝜕𝑤𝑖
𝜕𝑥𝑗

)︂
=

=

3∑︁
𝑗=1

𝑤𝑗
𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂ 3∑︁
𝑖=1

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑖

)︂
+

3∑︁
𝑗=1

𝑢𝑗
𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂ 3∑︁
𝑖=1

𝜕𝑤𝑖
𝜕𝑥𝑖

)︂
+

+

3∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑤𝑗
𝜕𝑥𝑖

+

3∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑤𝑖
𝜕𝑥𝑗

=

=
(︀
𝑤⃗ · ∇

)︀(︀
div 𝑢⃗

)︀
+
(︀
𝑢⃗ · ∇

)︀(︀
div 𝑤⃗

)︀
+ 2

3∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑤𝑗
𝜕𝑥𝑖

. (2.9)

Из (2.8) и (2.9) находим

(︀
𝑤⃗ · ∇

)︀(︀
div 𝑢⃗

)︀
+

(︀
𝑢⃗ · ∇

)︀(︀
div 𝑤⃗

)︀
+ 2

3∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

𝜕𝑤𝑗
𝜕𝑥𝑖

= 0. (2.10)

Равенство (2.3) является следствием (2.1), (2.2) и (2.10).

Займемся построением решений задачи Коши для квазигидродинамической си-
стемы, подчиняющихся условиям (2.1) – (2.3). В этой статье нас будут интересо-
вать решения, не удовлетворяющие ни уравнениям Навье–Стокса, ни уравнениям
Эйлера.

3. Решения с постоянным давлением

Пример 1. Будем искать решение поставленной задачи Коши для квазигидро-
динамической системы в виде

𝑢𝑥 = 𝑈 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ̸= 0, 𝑢𝑦 = 𝜙(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑧 = 𝜓(𝑥, 𝑡), 𝑝 = 𝑝0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0. (3.1)

Принимая во внимание (1.11) – (1.13), находим

𝑤𝑥 = 0, 𝑤𝑦 = 𝜏𝑈
𝜕𝜙(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
, 𝑤𝑧 = 𝜏𝑈

𝜕𝜓(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
. (3.2)

Непосредственной проверкой убеждаемся в выполнении условий (2.1) – (2.3). Под-
становка зависимостей (3.1) в квазигидродинамическую систему приводит к двум
уравнениям переноса

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑈

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 𝜈*

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
, (3.3)

𝜕𝜓

𝜕𝑡
+ 𝑈

𝜕𝜓

𝜕𝑥
= 𝜈*

𝜕2𝜓

𝜕𝑥2
. (3.4)
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Здесь

𝜈* = 𝜈 + 𝜏𝑈2 = 𝜈

(︂
1 +

𝑈2

𝑐2𝑠

)︂
. (3.5)

Дополним (3.3) и (3.4) начальными условиями

𝜙
⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝜙0(𝑥), 𝑥 ∈ R, (3.6)

𝜓
⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝜓0(𝑥), 𝑥 ∈ R, (3.7)

где 𝜙0(𝑥) и 𝜓0(𝑥) – непрерывно-дифференцируемые на всей числовой прямой R
функции. Для решения поставленных задач Коши перейдем в (3.3) и (3.4) к новым
функциям

𝛷(𝜉, 𝑡) = 𝜙(𝑥, 𝑡), Ψ(𝜉, 𝑡) = 𝜓(𝑥, 𝑡), (3.8)

где
𝜉 = 𝑥− 𝑈𝑡. (3.9)

Подстановка (3.8) в (3.3), (3.6), (3.4), (3.7) дает

𝜕𝛷

𝜕𝑡
= 𝜈*

𝜕2𝛷

𝜕𝜉2
, (3.10)

𝛷
⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝜙0(𝜉), 𝜉 ∈ R, (3.11)

𝜕Ψ

𝜕𝑡
= 𝜈*

𝜕2Ψ

𝜕𝜉2
, (3.12)

Ψ
⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝜓0(𝜉), 𝜉 ∈ R. (3.13)

Решения задач Коши (3.10) – (3.11), (3.12) – (3.13) могут быть выписаны с помо-
щью (см. [17]) формулы Пуассона:

𝛷(𝜉, 𝑡) =
1

2
√
𝜋𝜈*𝑡

+∞�

−∞

𝜙0(𝜉*) exp

(︂
− (𝜉 − 𝜉*)

2

4𝜈*𝑡

)︂
𝑑𝜉*, (3.14)

Ψ(𝜉, 𝑡) =
1

2
√
𝜋𝜈*𝑡

+∞�

−∞

𝜓0(𝜉*) exp

(︂
− (𝜉 − 𝜉*)

2

4𝜈*𝑡

)︂
𝑑𝜉*, 𝑡 > 0. (3.15)

Учитывая (3.8) и (3.9), находим

𝜙(𝑥, 𝑡) =
1

2
√
𝜋𝜈*𝑡

+∞�

−∞

𝜙0(𝑥*) exp

(︂
− (𝑥− 𝑈𝑡− 𝑥*)

2

4𝜈*𝑡

)︂
𝑑𝑥*, (3.16)

𝜓(𝑥, 𝑡) =
1

2
√
𝜋𝜈*𝑡

+∞�

−∞

𝜓0(𝑥*) exp

(︂
− (𝑥− 𝑈𝑡− 𝑥*)

2

4𝜈*𝑡

)︂
𝑑𝑥*, 𝑡 > 0. (3.17)
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Подстановка (3.16) и (3.17) в (3.1) приводит к точному решению задачи Коши для
квазигидродинамической системы с начальным условием

𝑢𝑥

⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝑈, 𝑢𝑦

⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝜙0(𝑥), 𝑢𝑧

⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝜓0(𝑥), (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3. (3.18)

Рассмотрим некоторые частные случаи. Пусть

𝜙0(𝑥) = 𝐴 sin
(︁ 𝑥
𝐻

+ 𝛿1

)︁
, 𝜓0(𝑥) = 𝐵 sin

(︁ 𝑥
𝐻

+ 𝛿2

)︁
, 𝑥 ∈ R. (3.19)

Здесь 𝐴, 𝐵 и 𝐻 – положительные константы, имеющие соответственно размерно-
сти см/c, см/c и см; 𝛿1 и 𝛿2 – произвольные вещественные постоянные из проме-
жутка [0, 2𝜋). С начальными данными (3.18), (3.19) решение задачи Коши для
квазигидродинамической системы имеет вид

𝑢𝑥 = 𝑈 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ̸= 0,

𝑢𝑦 = 𝐴 sin
(︁𝑥− 𝑈𝑡

𝐻
+ 𝛿1

)︁
exp

(︁
−𝜈*𝑡
𝐻2

)︁
,

𝑢𝑧 = 𝐵 sin
(︁𝑥− 𝑈𝑡

𝐻
+ 𝛿2

)︁
exp

(︁
−𝜈*𝑡
𝐻2

)︁
,

𝑝 = 𝑝0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0. (3.20)

Пусть

𝜙0(𝑥) = 𝐴 sin
(︁ 𝑥
𝐻

+ 𝛿1

)︁
, 𝜓0(𝑥) =

𝐵

2
√
𝜋𝜈*𝑡0

exp

(︂
− 𝑥2

4𝜈*𝑡0

)︂
, 𝑥 ∈ R. (3.21)

Здесь 𝑡0 – заданная положительная константа, измеряемая в секундах. Соответ-
ствующее точное решение выглядит следующим образом:

𝑢𝑥 = 𝑈 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ̸= 0,

𝑢𝑦 = 𝐴 sin
(︁𝑥− 𝑈𝑡

𝐻
+ 𝛿1

)︁
exp

(︁
−𝜈*𝑡
𝐻2

)︁
,

𝑢𝑧 =
𝐵

2
√︀
𝜋𝜈*(𝑡+ 𝑡0)

exp

(︂
− (𝑥− 𝑈𝑡)2

4𝜈*(𝑡+ 𝑡0)

)︂
,

𝑝 = 𝑝0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0. (3.22)

Пример 2. Будем искать решение задачи Коши для квазигидродинамической
системы в виде

𝑢𝑥 = 𝑈 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ̸= 0, 𝑢𝑦 = 𝑉 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ̸= 0, 𝑢𝑧 = 𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑡),

𝑝 = 𝑝0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0. (3.23)
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Подстановка (3.23) в (1.11) – (1.13) дает

𝑤𝑥 = 0, 𝑤𝑦 = 0, 𝑤𝑧 = 𝜏
(︁
𝑈
𝜕𝜓

𝜕𝑥
+ 𝑉

𝜕𝜓

𝜕𝑦

)︁
. (3.24)

Убеждаемся в выполнении условий (2.1) – (2.3).
Для зависимостей (3.23) равенства (1.7) – (1.9) выполняются. Уравнение (1.10)

запишется следующим образом:

𝜕𝜓

𝜕𝑡
+ 𝑈

𝜕𝜓

𝜕𝑥
+ 𝑉

𝜕𝜓

𝜕𝑦
= 𝜈

(︁𝜕2𝜓
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝜓

𝜕𝑦2

)︁
+

+𝜏

(︂
𝑈2 𝜕

2𝜓

𝜕𝑥2
+ 2𝑈𝑉

𝜕2𝜓

𝜕𝑦𝜕𝑥
+ 𝑉 2 𝜕

2𝜓

𝜕𝑦2

)︂
. (3.25)

Добавляем к (3.25) начальное условие

𝜓
⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝜓0(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ R2
𝑥,𝑦. (3.26)

Здесь 𝜓0(𝑥, 𝑦) – заданная непрерывно-дифференцируемая функция на плоскости
R2
𝑥,𝑦. Определим положительные числа

𝜈11 = 𝜈 + 𝜏𝑈2 = 𝜈
(︁
1 +

𝑈2

𝑐2𝑠

)︁
, 𝜈12 = 𝜈21 = 𝜏𝑈𝑉 = 𝜈

𝑈𝑉

𝑐2𝑠
,

𝜈22 = 𝜈 + 𝜏𝑉 2 = 𝜈
(︁
1 +

𝑉 2

𝑐2𝑠

)︁
(3.27)

и сформируем симметричную положительно определенную матрицу

𝐴 =

(︂
𝜈11 𝜈12
𝜈21 𝜈22

)︂
. (3.28)

С учетом сделанных обозначений уравнение (3.25) принимает вид

𝜕𝜓

𝜕𝑡
+ 𝑈

𝜕𝜓

𝜕𝑥
+ 𝑉

𝜕𝜓

𝜕𝑦
= 𝜈11

𝜕2𝜓

𝜕𝑥2
+ 2𝜈12

𝜕2𝜓

𝜕𝑦𝜕𝑥
+ 𝜈22

𝜕2𝜓

𝜕𝑦2
. (3.29)

Перейдем в (3.29) к новой функции

Ψ(𝜉, 𝜂, 𝑡) = 𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑡), (3.30)

где
𝜉 = 𝑥− 𝑈𝑡, 𝜂 = 𝑦 − 𝑉 𝑡. (3.31)

Получим анизотропное уравнение теплопроводности

𝜕Ψ

𝜕𝑡
= 𝜈11

𝜕2Ψ

𝜕𝜉2
+ 2𝜈12

𝜕2Ψ

𝜕𝜂𝜕𝜉
+ 𝜈22

𝜕2Ψ

𝜕𝜂2
, (3.32)

которое необходимо дополнить начальным условием

Ψ
⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝜓0(𝜉, 𝜂), (𝜉, 𝜂) ∈ R2
𝜉,𝜂. (3.33)
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Итак, проблема свелась к построению решений задачи Коши (3.32) – (3.33). Решим
эту задачу в одном частном случае. Рассмотрим две задачи Коши:

𝜕Ψ1

𝜕𝑡
= 𝜈11

𝜕2Ψ1

𝜕𝜉2
, (3.34)

Ψ1

⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝜓01(𝜉), 𝜉 ∈ R, (3.35)

𝜕Ψ2

𝜕𝑡
= 𝜈22

𝜕2Ψ2

𝜕𝜂2
, (3.36)

Ψ2

⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝜓02(𝜂), 𝜂 ∈ R. (3.37)

Здесь Ψ1 = Ψ1(𝜉, 𝑡) и Ψ2 = Ψ2(𝜂, 𝑡) – неизвестные функции, 𝜓01(𝜉) и 𝜓02(𝜂) –
заданные непрерывно-дифференцируемые на R функции. Решения (3.34) – (3.35)
и (3.36) – (3.37) можно найти с помощью формулы Пуассона:

Ψ1(𝜉, 𝑡) =
1

2
√
𝜋𝜈11𝑡

+∞�

−∞

𝜓01(𝜉*) exp

(︂
− (𝜉 − 𝜉*)

2

4𝜈11𝑡

)︂
𝑑𝜉*, 𝑡 > 0, (3.38)

Ψ2(𝜂, 𝑡) =
1

2
√
𝜋𝜈22𝑡

+∞�

−∞

𝜓02(𝜂*) exp

(︂
− (𝜂 − 𝜂*)

2

4𝜈22𝑡

)︂
𝑑𝜂*, 𝑡 > 0. (3.39)

Непосредственной проверкой можно убедиться в том, что функция

Ψ = Ψ(𝜉, 𝜂, 𝑡) = Ψ1(𝜉, 𝑡) + Ψ2(𝜂, 𝑡) (3.40)

является решением анизотропного уравнения теплопроводности (3.32) с началь-
ным условием (3.33), в котором

𝜓0(𝜉, 𝜂) = 𝜓01(𝜉) + 𝜓02(𝜂), (𝜉, 𝜂) ∈ R2
𝜉,𝜂. (3.41)

Возвращаясь к переменным 𝑥 и 𝑦, выписываем решение задачи Коши (3.25) –
(3.26):

𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
1

2
√
𝜋𝜈11𝑡

+∞�

−∞

𝜓01(𝑥*) exp

(︂
− (𝑥− 𝑈𝑡− 𝑥*)

2

4𝜈11𝑡

)︂
𝑑𝑥*+

+
1

2
√
𝜋𝜈22𝑡

+∞�

−∞

𝜓02(𝑦*) exp

(︂
− (𝑦 − 𝑉 𝑡− 𝑦*)

2

4𝜈22𝑡

)︂
𝑑𝑦*. (3.42)

При этом
𝜓0(𝑥, 𝑦) = 𝜓01(𝑥) + 𝜓02(𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ R2

𝑥,𝑦. (3.43)

Подстановка (3.42) в (3.23) дает точное решение задачи Коши для квазигидроди-
намической системы с начальным условием

𝑢𝑥

⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝑈, 𝑢𝑦

⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝑉, 𝑢𝑧

⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝜓0(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3, (3.44)
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где 𝜓0(𝑥, 𝑦) определена формулой (3.43).
Рассмотрим некоторые частные случаи. Пусть

𝜓0(𝑥, 𝑦) = 𝐴 sin
(︁ 𝑥
𝐻

+ 𝛿1

)︁
+𝐵 sin

(︁ 𝑦
𝐻

+ 𝛿2

)︁
, (𝑥, 𝑦) ∈ R2

𝑥,𝑦. (3.45)

Постоянные 𝐴, 𝐵, 𝐻, 𝛿1 и 𝛿2 такие же, как и в предыдущем примере. Решение
рассматриваемой задачи Коши имеет вид

𝑢𝑥 = 𝑈 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ̸= 0, 𝑢𝑦 = 𝑉 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ̸= 0,

𝑢𝑧 = 𝐴 sin
(︁𝑥− 𝑈𝑡

𝐻
+ 𝛿1

)︁
exp

(︁
−𝜈11𝑡
𝐻2

)︁
+

+𝐵 sin
(︁𝑦 − 𝑉 𝑡

𝐻
+ 𝛿2

)︁
exp

(︁
−𝜈22𝑡
𝐻2

)︁
,

𝑝 = 𝑝0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0. (3.46)

Если же

𝜓0(𝑥, 𝑦) = 𝐴 sin
(︁ 𝑥
𝐻

+ 𝛿1

)︁
+

𝐵

2
√
𝜋𝜈22𝑡0

exp

(︂
− 𝑦2

4𝜈22𝑡0

)︂
, (𝑥, 𝑦) ∈ R2

𝑥,𝑦, (3.47)

где 𝑡0 – положительная константа, то

𝑢𝑥 = 𝑈 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ̸= 0, 𝑢𝑦 = 𝑉 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ̸= 0,

𝑢𝑧 = 𝐴 sin
(︁𝑥− 𝑈𝑡

𝐻
+ 𝛿1

)︁
exp

(︁
−𝜈11𝑡
𝐻2

)︁
+

+
𝐵

2
√︀
𝜋𝜈22(𝑡+ 𝑡0)

exp

(︂
− (𝑦 − 𝑉 𝑡)2

4𝜈22(𝑡+ 𝑡0)

)︂
,

𝑝 = 𝑝0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0. (3.48)

4. Решения с переменным давлением

Пример 3. Для отыскания решений квазигидродинамической системы с пере-
менным давлением применим подстановку

𝑢𝑥 = 𝑈 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ̸= 0, 𝑢𝑦 = 𝜙(𝑥, 𝑡),

𝑢𝑧 = 𝜓(𝑥, 𝑡) +
𝑦

𝐻
𝜓1(𝑥, 𝑡) +

(︂
1− 𝑦2

𝐻2

)︂
𝑉0,

𝑝 = 𝐴𝑧 + 𝑝0. (4.1)

Здесь 𝐻 – заданная положительная константа, имеющая размерность длины; 𝑝0 –
положительная постоянная; 𝑉0 – заданная, отличная от нуля константа, имеющая
размерность скорости; 𝐴 – неизвестная отличная от нуля постоянная. Символами
𝜙(𝑥, 𝑡), 𝜓(𝑥, 𝑡) и 𝜓1(𝑥, 𝑡) обозначены функции, подлежащие определению.
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Подставив зависимости (4.1) в (1.11) – (1.13), находим

𝑤𝑥 = 0, 𝑤𝑦 = 𝜏𝑈
𝜕𝜙

𝜕𝑥
,

𝑤𝑧 = 𝜏𝑈
(︁𝜕𝜓
𝜕𝑥

+
𝑦

𝐻

𝜕𝜓1

𝜕𝑥

)︁
+
𝜏

𝐻
𝜙𝜓1 − 2𝜏

𝑦

𝐻2
𝜙𝑉0 + 𝜏𝐴. (4.2)

Для функций (4.1), (4.2) выполняются условия (2.1) – (2.3). Подстановка (4.1),
(4.2) в (1.7) и (1.8) приводит к истинным равенствам. Подстановка (4.1), (4.2) в
(1.9), (1.10) дает

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑈

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 𝜈

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
+ 𝜏𝑈2 𝜕

2𝜙

𝜕𝑥2
, (4.3)

𝜕𝜓

𝜕𝑡
+

𝑦

𝐻

𝜕𝜓1

𝜕𝑡
+ 𝑈

(︁𝜕𝜓
𝜕𝑥

+
𝑦

𝐻

𝜕𝜓1

𝜕𝑥

)︁
+

(︁
𝜙− 𝜏𝑈

𝜕𝜙

𝜕𝑥

)︁(︁𝜓1

𝐻
− 2

𝑦

𝐻2
𝑉0

)︁
+𝐴 =

= 𝜈
(︁𝜕2𝜓
𝜕𝑥2

+
𝑦

𝐻

𝜕2𝜓1

𝜕𝑥2

)︁
− 2

𝜈

𝐻2
𝑉0+

+𝜏𝑈2 𝜕
2𝜓

𝜕𝑥2
+ 𝜏

𝑦

𝐻
𝑈2 𝜕

2𝜓1

𝜕𝑥2
+
𝜏𝑈

𝐻

𝜕

𝜕𝑥

(︀
𝜙𝜓1

)︀
− 2𝜏𝑈

𝑦

𝐻2
𝑉0
𝜕𝜙

𝜕𝑥
+

+
𝜏𝑈

𝐻
𝜙
𝜕𝜓1

𝜕𝑥
− 2

𝜏

𝐻2
𝜙2𝑉0. (4.4)

Представим (4.3) в виде
𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑈

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 𝜈*

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
, (4.5)

где

𝜈* = 𝜈

(︂
1 +

𝑈2

𝑐2𝑠

)︂
. (4.6)

В (4.4) положим
𝐴 = −2

𝜈

𝐻2
𝑉0. (4.7)

После этого преобразуем (4.4) к виду(︂
𝜕𝜓

𝜕𝑡
+ 𝑈

𝜕𝜓

𝜕𝑥
− 𝜈*

𝜕2𝜓

𝜕𝑥2
− 2

𝜏𝑈

𝐻

𝜕

𝜕𝑥

(︀
𝜙𝜓1

)︀
+
𝜙𝜓1

𝐻
+ 2

𝜏

𝐻2
𝜙2𝑉0

)︂
+

+
𝑦

𝐻

(︂
𝜕𝜓1

𝜕𝑡
+ 𝑈

𝜕𝜓1

𝜕𝑥
− 𝜈*

𝜕2𝜓1

𝜕𝑥2
− 2

𝐻
𝑉0𝜙+ 4𝜏

𝑈

𝐻
𝑉0
𝜕𝜙

𝜕𝑥

)︂
= 0. (4.8)

Равенство (4.8) выполняется при произвольном 𝑦 ∈ R, если каждое выражение,
заключенное в большие скобки, равно нулю, т.е.

𝜕𝜓1

𝜕𝑡
+ 𝑈

𝜕𝜓1

𝜕𝑥
= 𝜈*

𝜕2𝜓1

𝜕𝑥2
+

2

𝐻
𝑉0𝜙− 4𝜏

𝑈

𝐻
𝑉0
𝜕𝜙

𝜕𝑥
, (4.9)

𝜕𝜓

𝜕𝑡
+ 𝑈

𝜕𝜓

𝜕𝑥
= 𝜈*

𝜕2𝜓

𝜕𝑥2
+ 2

𝜏𝑈

𝐻

𝜕

𝜕𝑥

(︀
𝜙𝜓1

)︀
− 𝜙𝜓1

𝐻
− 2

𝜏

𝐻2
𝜙2𝑉0. (4.10)
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Дополним (4.5) начальным условием

𝜙
⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝜙0(𝑥), 𝑥 ∈ R. (4.11)

Здесь 𝜙0(𝑥) – заданная непрерывно дифференцируемая на R функция. Решение
задачи Коши (4.5), (4.11) имеет вид

𝜙 = 𝜙(𝑥, 𝑡) =
1

2
√
𝜋𝜈*𝑡

+∞�

−∞

𝜙0(𝑥*) exp

(︂
− (𝑥− 𝑈𝑡− 𝑥*)

2

4𝜈*𝑡

)︂
𝑑𝑥*, 𝑡 > 0. (4.12)

Аналогично, уравнение (4.9) представим в виде

𝜕𝜓1

𝜕𝑡
+ 𝑈

𝜕𝜓1

𝜕𝑥
= 𝜈*

𝜕2𝜓1

𝜕𝑥2
+ 𝑓1(𝑥, 𝑡), (4.13)

где

𝑓1(𝑥, 𝑡) =
2

𝐻
𝑉0𝜙− 4𝜏

𝑈

𝐻
𝑉0
𝜕𝜙

𝜕𝑥
. (4.14)

При этом функция 𝜙 = 𝜙(𝑥, 𝑡) определена формулой (4.12). Добавим к (4.13)
начальное условие

𝜓1

⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝜓10(𝑥), 𝑥 ∈ R. (4.15)

Здесь 𝜓10(𝑥) – заданная функция класса 𝐶1(R). Повторяя рассуждения из [16],
строим решение задачи Коши (4.13), (4.15):

𝜓1 = 𝜓1(𝑥, 𝑡) =
1

2
√
𝜋𝜈*𝑡

+∞�

−∞

𝜓10(𝑥*) exp

(︂
− (𝑥− 𝑈𝑡− 𝑥*)

2

4𝜈*𝑡

)︂
𝑑𝑥*+

+

𝑡�

0

𝑑𝑡*

+∞�

−∞

𝑓1(𝑥* + 𝑈𝑡*, 𝑡*)

2
√︀
𝜋𝜈*(𝑡− 𝑡*)

exp

(︂
− (𝑥− 𝑈𝑡− 𝑥*)

2

4𝜈*(𝑡− 𝑡*)

)︂
𝑑𝑥*, 𝑡 > 0. (4.16)

Наконец, уравнение (4.10) запишем следующим образом:

𝜕𝜓

𝜕𝑡
+ 𝑈

𝜕𝜓

𝜕𝑥
= 𝜈*

𝜕2𝜓

𝜕𝑥2
+ 𝑓(𝑥, 𝑡). (4.17)

Здесь

𝑓(𝑥, 𝑡) = 2
𝜏𝑈

𝐻

𝜕

𝜕𝑥

(︀
𝜙𝜓1

)︀
− 𝜙𝜓1

𝐻
− 2

𝜏

𝐻2
𝜙2𝑉0. (4.18)

Функции 𝜙 = 𝜙(𝑥, 𝑡) и 𝜓1 = 𝜓1(𝑥, 𝑡) в (4.18) вычисляются с помощью выражений
(4.12) и (4.16). Присоединяем к (4.17) начальное условие

𝜓
⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝜓0(𝑥), 𝑥 ∈ R, (4.19)

где 𝜓0(𝑥) – заданная функция класса 𝐶1(R). Решение задачи Коши (4.17), (4.19)
выглядит так:

𝜓 = 𝜓(𝑥, 𝑡) =
1

2
√
𝜋𝜈*𝑡

+∞�

−∞

𝜓0(𝑥*) exp

(︂
− (𝑥− 𝑈𝑡− 𝑥*)

2

4𝜈*𝑡

)︂
𝑑𝑥*+
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+

𝑡�

0

𝑑𝑡*

+∞�

−∞

𝑓(𝑥* + 𝑈𝑡*, 𝑡*)

2
√︀
𝜋𝜈*(𝑡− 𝑡*)

exp

(︂
− (𝑥− 𝑈𝑡− 𝑥*)

2

4𝜈*(𝑡− 𝑡*)

)︂
𝑑𝑥*, 𝑡 > 0. (4.20)

Подстановка (4.7), (4.12), (4.16) и (4.20) в (4.1) дает решение задачи Коши для
квазигидродинамической системы с начальным условием

𝑢𝑥

⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝑈, 𝑢𝑦

⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝜙0(𝑥),

𝑢𝑧

⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝜓0(𝑥) +
𝑦

𝐻
𝜓10(𝑥) +

(︂
1− 𝑦2

𝐻2

)︂
𝑉0, (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3. (4.21)

Заметим, что это решение задачи Коши для квазигидродинамической системы
с переменным давлением построено впервые. Соответствующее решение задачи
Коши (1.14) – (1.17), (1.18), (1.19) для системы Навье–Стокса получается из
(𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑢𝑧, 𝑝) предельным переходом при 𝑐𝑠 → +∞.

Заключение

Различные варианты квазигидродинамической регуляризации систем уравне-
ний использовались для построения разностных схем [18–25]. В частности, пока-
зана возможность численного моделирования не только ламинарных, но и тур-
булентных течений [24, 25]. В недавно опубликованных работах [26, 27] изучены
вопросы разрешимости начально-краевых задач для квазигидродинамических си-
стем. В диссертации [28] математически исследованы регуляризованные системы
уравнений для описания движений многокомпонентных сжимаемых газовых сме-
сей.

Построенные решения могут использоваться в качестве тестов при компьютер-
ной реализации численных методов. Отдельная проблема связана с их графичес-
кой визуализацией.
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ON ONE MANNER OF CONSTRUCTING EXACT SOLUTIONS OF
QUASI-HYDRODYNAMIC SYSTEM
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A new approach to constructing exact solutions of the Cauchy problem
for the quasi-hydrodynamic system is proposed. Substitutions are selected
that satisfy the three derived conditions. Examples of using the proposed
approach are given. Particular attention is paid to solutions of the quasi-
hydrodynamic system that do not satisfy either the Navier-Stokes or Euler
equations. For the first time, such a solution to the Cauchy problem with
variable pressure is constructed.

Keywords: quasi-hydrodynamic system, Navier–Stokes system, Cauchy
problem, exact solutions.
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