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Введение

При планировании производства продукции на производственном предприя-
тии важную роль играет система управления запасами ресурсов, то есть сырья
и материалов, используемых для выпуска продукции. Так, отсутствие требуемых
ресурсов, получаемых от поставщиков, может привести к нарушению или пол-
ной остановке производственного процесса. В свою очередь, чрезмерно большой
запас требуемых для производства продукции ресурсов приводит к росту издер-
жек на их хранение. Поэтому возникает необходимость разработки экономико-
математических моделей управления запасами, предназначенных для определе-
ния промежутков времени между поставками ресурсов и объемов этих поставок.
Условия поставок и хранения ресурсов зависят от множества факторов (спро-
са, скидок, использования страхового запаса и др.), которые в сою очередь мо-
гут иметь разный вид и параметры. В связи с этим информационная система
предприятия должна обеспечивать решение задачи управления запасами ресурсов
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для широкого диапазона условий и значений соответствующих параметров. Надо
подчеркнуть, что фактически каждому набору указанных условий и параметров
должна соответствовать определенная конкретная модель. Поэтому, хотя к на-
стоящему времени и разработано большое количество экономико-математических
моделей управления запасами на предприятиях, приведенных, например, в [1-8],
разработка новых видов моделей управления запасами на предприятиях является
актуальной.

Модели управления запасами можно разделить на детерминированные и сто-
хастические, причем стохастические модели предполагают, как правило, исполь-
зование функции распределения спроса на продукцию в будущие периоды. Далее
будем рассматривать детерминированные модели управления запасами.

Целью работы является разработка обобщенных моделей Уилсона, позволяю-
щих повысить эффективность систем управления запасами ресурсов на производ-
ственном предприятии за счет управления запасами при изменяющихся характе-
ристиках спроса, поставки и хранения.

1. Основные результаты

1.1. Модель управления запасами ресурсов при постоянных характеристиках
спроса, поставки и хранения

В качестве базовой модели управления запасами рассмотрим следующую од-
нономенклатурную модель управления запасами [3], которую часто называют мо-
делью Уилсона.

Пусть временной промежуток планирования поставок ресурсов - это отрезок
[0, 𝑇 ]. Введем следующие обозначения: 𝑆 - объем поставляемой партии ресурса,
при этом считаем, что все поставки одного объема; ∆𝑡 - интервал времени между
поставками; 𝑛 - количество поставок за временной диапазон [0, 𝑇 ]; 𝐶 - затраты на
хранение единицы запасов в единицу времени; 𝑄 - необходимый объем рассмат-
риваемого ресурса для обеспечения выпуска продукции предприятием во времен-
ной период [0, 𝑇 ]; 𝐷 - издержки на поставку одной партии ресурса от некоторого
конкретного поставщика на данное предприятие. Также в этой модели полагает-
ся, что расходование ресурса происходит равномерно в течение рассматриваемого
временного периода, причем отсутствие запасов этого ресурса на предприятии не
допускается. Считается, что поставка следующей партии ресурса осуществляется
в момент, когда будут израсходованы его запасы, полученные при предыдущей
поставке.

В этой модели в качестве неизвестных выступают 𝑆, ∆𝑡 и 𝑛, а 𝑇 , 𝐶, 𝐷 и 𝑄
- заданные постоянные величины. При выполнении допущений модели Уилсона
имеют место соотношения

𝑛 =
𝑇

∆𝑡
=
𝑄

𝑆
. (1)

При таких условиях, исходя из минимизации суммарных издержек на поставку
и хранение запасов (сырья или комплектующих), оптимальный объем поставок
находится по формуле [3]

𝑆 =

√︂
2 ·𝑄 ·𝐷
𝐶 · 𝑇

. (2)
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Формулу (2) обычно называют формулой Уилсона. Тогда из (1) следует, что
промежуток времени между поставками

∆𝑡 =
𝑇 · 𝑆
𝑄

=

√︃
2𝐷 · 𝑇
𝐶 ·𝑄

. (3)

На основе анализа допущений и параметров модели Уилсона можно сделать
следующие выводы.

1. Величину Т, задающую величину промежутка времени планирования про-
цесса управления запасами используемого в производстве ресурса, можно
определить, исходя из договорных обязательств предприятия или анализа и
прогнозирования спроса на выпускаемую предприятием продукцию.

2. Величина 𝑄, т.е. суммарный требуемый уровень ресурса за временной про-
межуток [0, 𝑇 ], находится, исходя из объемов заказов продукции у предприя-
тия, а также его технологических возможностей по производству продукции.

3. Допущение о равномерном расходовании запасов поставляемого ресурса пра-
вомерно, если за временной горизонт планирования не заключаются новые
договора на поставку выпускаемой предприятием продукции. В противном
случае требуется уточнение модели.

4. Требование о недопустимости отсутствия запасов ресурса, поставляемого на
предприятие, является естественным, поскольку его нарушение недопустимо
для стабильно функционирующего предприятия, а тем более для предпри-
ятий с непрерывной системой производства. Однако в теоретическом плане
рассматриваются и модели [3] управления запасами с дефицитом в предполо-
жении, что предприятие из-за неудовлетворенного спроса на производствен-
ный ресурс несет убытки.

5. Предположение о постоянстве 𝐷, то есть издержек на поставку партии про-
изводственного ресурса, вне зависимости от объема поставляемой партии
является существенным. Оно обычно на практике не выполняется.

6. Допущение о постоянстве 𝐶, то есть затрат на хранение единицы запасов
поставляемого ресурса в единицу времени, вне зависимости от объема хра-
нимых запасов часто не выполняется.

7. Фактически подразумевается, что конкретный поставщик производственно-
го ресурса определен заранее. Однако в условиях конкуренции между по-
ставщиками рассматриваемого ресурса может оказаться, что в зависимости
от объема поставляемой партии ресурса более выгодными являются разные
поставщики.

8. Модель Уилсона является однономенклатурной, то есть рассматривается
управление запасами одного поставляемого производственного ресурса. В
большинстве случаев предприятию приходится иметь дело не с одним видом
поставляемого производственного ресурса, а с несколькими. Поэтому возни-
кает необходимость рассмотрения многономенклатурной модели управления
запасами.



54 СОЛОМАХА Г.М., ТУЛУЕВА В.А., ХИЖНЯК С.В.

9. В классической модели Уилсона не вводится страховой запас. Однако в силу
разных обстоятельств (задержка в поставке или некондиционность ресурса)
при практическом использовании этой модели может возникнуть дефицит
ресурса. Поэтому часто вводится страховой запас поставляемого ресурса,
чтобы исключить возможность его дефицита даже в этих случаях.

Перейдем к рассмотрению обобщенных моделей Уилсона, позволяющих устра-
нить указанные выше недостатки.

1.2. Модель управления запасами при наличии страховых запасов

В отличие от базовой модели Уилсона будем считать, что используется стра-
ховой запас производственного ресурса объемом 𝐴. Тогда в каждый момент вре-
мени уровень запасов должен быть не меньше, чем 𝐴. Первая поставка объемом
𝑆 + 𝐴 осуществляется в момент 𝑡 = 0, а остальные - через промежутки времени
длиной ∆𝑡 в объеме 𝑆. Тогда затраты на поставку первой, а также каждой из
последующих (𝑛 − 1) партий ресурса равны 𝐷, суммарные затраты на хранение
страхового запаса в период времени [0, 𝑇 ] равны 𝐴 ·𝑇 ·𝐶. Поскольку для каждого
цикла поставок в начальный момент запасы равны 𝑆+𝐴, в конечный момент они
равны страховому запасу 𝐴, а расходование запасов происходит равномерно, то
число хранимых нестраховых запасов в каждом цикле поставок равно площади
прямоугольного треугольника с катетами равными 𝑆 и ∆𝑡, то есть 0, 5 ·𝑆 ·∆𝑡. Со-
ответственно, затраты на хранение нестраховых запасов в каждом цикле составят
0, 5 · 𝑆 ·∆𝑡 · 𝐶. В итоге суммарные издержки на поставку ресурса и его хранение
за период времени [0, 𝑇 ] равны

𝑍(𝑆) = 𝑛 ·𝐷 + 0, 5 · 𝑛 · 𝑆 ·∆𝑡 · 𝐶 +𝐴 · 𝑇 · 𝐶

или с учетом (1)

𝑍(𝑆) =
𝑄

𝑆
·𝐷 + 0, 5 · 𝑇 · 𝑆 · 𝐶 +𝐴 · 𝑇 · 𝐶. (4)

Тогда величина объема поставки 𝑆 находится из условия минимизации функ-
ции (4). Поскольку производная этой функции равна

𝑍 ′(𝑆) = − 𝑄

𝑆2
·𝐷 + 0, 5 · 𝑇 · 𝐶,

то необходимое условие минимума функции (4) примет вид

− 𝑄

𝑆2
·𝐷 + 0, 5 · 𝑇 · 𝐶 = 0. (5)

Решая уравнение (5) относительно 𝑆, находим оптимальный объем поставки
производственного ресурса

𝑆 =

√︂
2 ·𝑄 ·𝐷
𝐶 · 𝑇

,

который совпадает с (2). Соответственно, промежуток времени ∆𝑡 между постав-
ками определяется выражением (3). Отметим, что необходимое условие минимума
функции (4) является и достаточным, поскольку вторая производная функции (4)

𝑍 ′′(𝑆) = 2 ·𝑄 ·𝐷 · 𝑆−3
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положительна.
Таким образом, введение страхового запаса не меняет схемы поставок по срав-

нению с базовой моделью, просто объем первой поставки необходимо увеличить
на величину страхового запаса 𝐴 производственного ресурса.

1.3. Управление запасами при степенной зависимости стоимости поставки от
ее объема

Положим, что допущение 5 не выполнено, то есть стоимость𝐷 поставки партии
ресурса зависит от объема поставки 𝑆, причем эта зависимость степенная:

𝐷(𝑆) = 𝛼 · 𝑆𝛽 , (6)

где 𝛼 — издержки на поставку партии ресурса при 𝑆 = 1, т.е. единичной партии
ресурса, а 𝛽 удовлетворяет неравенству 0 ≤ 𝛽 < 𝛽0, где 𝛽0 < 1, При этом ясно,
что 𝛽 = 0 означает наличие допущения 5.

Кроме того считаем, что используется страховой запас объемом А, то есть
недопустим текущий наличный запас ресурса меньший, чем А.

В этом случае суммарные издержки на поставку ресурса и его хранение за
период времени [0, 𝑇 ] равны

𝑍(𝑆) = 𝑛 ·𝐷(𝑆) + 𝑛 · 𝑆 ·∆𝑡 · 𝐶/2. (7)

Выражение (7) с учетом (1) и (6) примет следующий вид:

𝑍(𝑆) = 𝛼 ·𝑄 · 𝑆𝛽−1 + 𝑆 · 𝑇 · 𝐶/2. (8)

Объем поставки 𝑆 ищем из решения задачи минимизации 𝑍(𝑆). В соответствии
с этим найдем выражение для производной функции 𝑍(𝑆) из (8)

𝑍 ′(𝑆) = 𝛼 ·𝑄 · (𝛽 − 1)𝑆𝛽−2 + 𝑇 · 𝐶/2,

которое приравняем к нулю. Приходим к уравнению относительно 𝑆

𝛼 ·𝑄 · (𝛽 − 1)𝑆𝛽−2 + 𝑇 · 𝐶/2 = 0,

из последнего получим объем поставляемой партии производственного ресурса

𝑆0 =

(︂
𝑇 · 𝐶

2 · (1− 𝛽) · 𝛼 ·𝑄

)︂1/(𝛽−2)

. (9)

Поскольку 𝑍
′′𝛽−3

при 0 ≤ 𝛽 < 𝛽0, то для 𝑆0, определяемого выражением (9),
выполнено достаточное условие минимума, состоящее в положительности второй
производной функции 𝑍(𝑆). Следовательно выражение (9) определяет объем по-
ставки, обеспечивающий минимальные суммарные затраты на поставку производ-
ственного ресурса и его хранение за период времени[0, 𝑇 ].

Отметим, что при 𝛽 = 0 (то есть при верности допущения 5) выражение (9)
преобразуется в формулу Уилсона (2).
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При использовании страхового запаса объемом𝐴 и степенной зависимости ви-
да (6) затрат на поставку партии ресурса от ее объема суммарные затраты на
поставку и хранение запасов составят

𝑍(𝑆) = 𝐷(𝑆 +𝐴) + (𝑛− 1) ·𝐷(𝑆) + 𝑆 · 𝑇 · 𝐶/2 + 𝑇 ·𝐴 · 𝐶, (10)

поскольку первая поставка осуществляется в объеме 𝑆 + 𝐴, а остальные - в объ-
еме 𝑆 через промежутки времени длиной ∆𝑡. С учетом (1) и (6) выражение (10),
которое необходимо минимизировать, приводится к виду

𝑍(𝑆) = 𝛼(𝑆 +𝐴)𝛽 + 𝛼(
𝑄

𝑆
− 1) · 𝑆𝛽 + 0, 5 · 𝑆 · 𝑇 · 𝐶 + 𝑇 ·𝐴 · 𝐶.

Приравнивая к 0 производную функции 𝑍(𝑆), получим уравнение для нахож-
дения оптимальной величины 𝑆

𝛼𝛽(𝑆 +𝐴)𝛽−1 + 𝛼 · (𝛽 − 1) ·𝑄 · 𝑆𝛽−2 − 𝛼 · 𝛽 · 𝑆𝛽−1 + 0, 5 · 𝑇 · 𝐶 = 0. (11)

1.4. Модель управления запасами при степенной зависимости стоимости хране-
ния от объема хранимых запасов

Пусть в отличие от базовой модели Уилсона издержки 𝐶1 на хранение запасов
в единицу времени зависят от объема хранимых запасов 𝑋, а эта зависимость
степенная

𝐶1(𝑋) = 𝛾 ·𝑋𝛿, (12)

где 𝛾 - базовая стоимость хранения единицы запасов в единицу времени, а 𝛿 удо-
влетворяет условию 𝛿0 < 𝛿 ≤ 1, где 𝛿0 > 0. При этом значение 𝛿 = 1 соответствует
наличию допущения 6 о линейной зависимости издержек на хранение запасов от
их объема.

Тогда суммарные издержки на поставку производственного ресурса и его хра-
нение за период времени [0, 𝑇 ] при отсутствии страхового запаса составят

𝑍(𝑆) =
𝑄 ·𝐷
𝑆

+ 𝑛 ·
� Δ𝑡

0

𝛾

(︂
𝑆 − 𝑡

∆𝑡
𝑆

)︂𝛿
𝑑𝑡, (13)

где интеграл определяет площадь прямоугольного криволинейного треугольника
с катетами 𝛾𝑆𝛿 и ∆𝑡 и численно равен издержкам на хранение запасов в одном
временном цикле пополнения запасов длиной ∆𝑡. После вычисления интеграла в
(13) имеем

𝑍(𝑆) =
𝑄 ·𝐷
𝑆

+
∆𝑡 · 𝛾
𝛿 + 1

𝑛 · 𝑆𝛿.

Учитывая (1), окончательно получим

𝑍(𝑆) =
𝑄 ·𝐷
𝑆

+
𝑇 · 𝛾
𝛿 + 1

𝑆𝛿. (14)

Объем поставки 𝑆 найдем, решая задачу минимизации выражения 𝑍(𝑆), опре-
деляемого (14). Поскольку производная функции 𝑍(𝑆) имеет вид

𝑍 ′(𝑆) = −𝑄 ·𝐷
𝑆2

+
𝑇 · 𝛾 · 𝛿
𝛿 + 1

𝑆𝛿−1,
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то, приравнивая ее нулю, получим следующее уравнение относительно 𝑆:

−𝑄 ·𝐷
𝑆2

+
𝑇 · 𝛾 · 𝛿
𝛿 + 1

𝑆𝛿−1 = 0. (15)

В результате решения (15) определяется объем поставки в каждом цикле по-
ставки

𝑆0 =

(︂
𝑄 ·𝐷 · (𝛿 + 1)

𝑇 · 𝛾 · 𝛿

)︂1/(𝛿+1)

. (16)

При этом из анализа вида функции в (14) можно сделать вывод, что при значе-
нии 𝑆0, определяемом (16), получим наименьшие суммарные издержки на постав-
ку и хранение запасов за период времени [0, 𝑇 ]. Отметим, что при 𝛿 = 1 выражение
(16) сводится к (2), то есть к формуле Уилсона. Этого можно было ожидать, так
как 𝛿 = 1 в (12) соответствует случаю выполнения допущения 6 из раздела 1.1.

При использовании страхового запаса поставляемого производственного ресур-
са объемом 𝐴 суммарные издержки на поставку материалов и их хранение за
период времени [0, 𝑇 ] равны

𝑍(𝑆) =
𝑄 ·𝐷
𝑆

+ 𝑛 ·
� Δ𝑡

0

𝛾

(︂
𝑆 +𝐴− 𝑡

∆𝑡
𝑆

)︂𝛿
𝑑𝑡. (17)

После интегрирования выражение (17) преобразуется к виду

𝑍(𝑆) =
𝑄 ·𝐷
𝑆

+
𝑇 · 𝛾

𝑆(𝛿 + 1)
[(𝑆 +𝐴)𝛿+1 −𝐴𝛿+1]. (18)

Для нахождения минимума 𝑍(𝑆) и соответствующей точки минимума 𝑆0, то
есть оптимального объема поставки ресурса, можно поступить как при нахожде-
нии минимума функции (10): найти производную𝑍 ′(𝑆), затем приравняв ее нулю
и получить уравнение аналогичное (11), которое решается численными методами.

1.5. Модель управления запасами при степенных зависимостях стоимости хра-
нения от объема хранимых запасов и стоимости поставки от ее объема

Теперь избавляемся от допущений 5 и 6 модели Уилсона, считая, что стоимость
поставки партии производственного ресурса 𝐷 зависит от объема поставки 𝑆 и
имеет вид (6), а издержки на хранение запасов в единицу времени 𝐶1 зависят от
их объема𝑋и определяются степенной зависимостью (12).

При отсутствии страхового запаса в этом случае суммарные издержки на по-
ставку производственного ресурса и его хранение за временной период [0, 𝑇 ] равны

𝑍(𝑆) = 𝑄 · 𝛼 · 𝑆𝛽−1 + 𝑛 · 𝛾 ·
� Δ𝑡

0

(︂
𝑆 − 𝑡

∆𝑡
𝑆

)︂𝛿
𝑑𝑡. (19)

Выражение (19) после интегрирования примет вид

𝑍(𝑆) = 𝑄 · 𝛼 · 𝑆𝛽−1 +
𝑇 · 𝛾
𝛿 + 1

𝑆𝛿. (20)
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Тогда необходимое условие минимума функции (20) представляется равен-
ством

𝑄 · 𝛼 · (𝛽 − 1)

𝑆2−𝛽 +
𝑇 · 𝛾 · 𝛿
𝛿 + 1

𝑆𝛿−1 = 0. (21)

Решая уравнение (21), определяем оптимальный объем поставляемой партии
ресурса

𝑆0 =

(︂
𝑄 · 𝛼 · (1− 𝛽) · (𝛿 + 1)

𝑇 · 𝛾 · 𝛿

)︂1/(𝛿−𝛽+1)

. (22)

Как и в других рассматриваемых моделях управления запасами промежуток
времени между поставками ∆𝑡 при найденном объеме поставки 𝑆0 определяется,
учитывая (1), следующим образом

∆𝑡 =
𝑇 · 𝑆0

𝑄
. (23)

Отметим, что при наличии допущений 5 и 6, что соответствует значениям па-
раметров модели 𝛽 = 0 и 𝛿 = 1, при 𝛼 = 𝐷 и 𝛾 = 𝐶 формула (22) предсказуемо
сводится к формуле Уилсона (2).

При использовании страхового запаса размером 𝐴 суммарные издержки в от-
личие от (19) составят

𝑍(𝑆) = 𝐷(𝑆 +𝐴) + (𝑛− 1)𝐷(𝑆) + 𝑛 ·
� Δ𝑡

0

𝛾

(︂
𝑆 +𝐴− 𝑡

∆𝑡
𝑆

)︂𝛿
𝑑𝑡. (24)

После интегрирования выражение (24) приводится к виду

𝑍(𝑆) = 𝛼(𝑆 +𝐴)𝛽 + 𝛼

(︂
𝑄

𝑆
− 1

)︂
𝑆𝛽 +

𝑇 · 𝛾
𝑆(𝛿 + 1)

[(𝑆 +𝐴)𝛿+1 −𝐴𝛿+1]. (25)

Далее решается задача минимизации выражения (25).

1.6. Управление запасами производственного ресурса при допустимости его де-
фицита и степенной зависимости затрат на поставку партии от ее объема

В теоретическом плане, например в [3], рассматривается случай допустимо-
сти дефицита производственного ресурса, то есть допускается его отсутствие, но
при этом предприятие несет потери от неудовлетворенного спроса на него. Тогда
выражение для суммарных затрат на поставку и хранение ресурса имеет вид [3]

𝑍(𝑆, 𝑉 ) = 𝑛 ·𝐷(𝑆) + 𝑛 · 𝑆 ·∆𝑡1 · 𝐶/2 + 𝑛 · (𝑉 − 𝑆) ·∆𝑡2 · 𝐶𝐻/2, (26)

где 𝑉 - объем производственного ресурса, требуемый в промежутке времени ∆𝑡
между поставками; ∆𝑡1 - временной интервал из промежутка ∆𝑡, в течение кото-
рого запасы ресурса присутствуют; ∆𝑡2- временной интервал из промежутка ∆𝑡,
в течение которого запасы ресурса отсутствуют; 𝐶𝐻 - потери предприятия из-за
отсутствия единицы производственного ресурса в единицу времени.
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В [3] показано, что в условиях базовой модели Уилсона, выражение (26) при-
водится к виду

𝑍(𝑆, 𝑉 ) =
𝑄

𝑉
·𝐷(𝑆) +

𝑆2 · 𝑇 · 𝐶
2𝑉

+
(𝑉 − 𝑆)2 · 𝑇 · 𝐶𝐻

2𝑉
. (27)

При степенной зависимости вида (6) издержек на поставку ресурса от объема
поставляемой партии формула (27) примет вид

𝑍(𝑆, 𝑉 ) =
𝑄

𝑉
· 𝛼 · 𝑆𝛿 + 𝑆2 · 𝑇 · 𝐶

2𝑉
+

(𝑉 − 𝑆)2 · 𝑇 · 𝐶𝐻
2𝑉

, (28)

а значения 𝑆 и 𝑉 , обеспечивающие минимум (28), находятся из решения системы
уравнений, имеющей вид{︃

𝑍 ′
𝑆(𝑆, 𝑉 ) = 𝑄

𝑉 𝛼 · 𝛿 · 𝑆𝛿−1 + 𝑆·𝑇 ·𝐶
𝑉 − (𝑉−𝑆)·𝑇 ·𝐶𝐻

𝑉 = 0,

𝑍 ′
𝑉 (𝑆, 𝑉 ) = −𝑄·𝛼·𝑆𝛿

𝑉 2 − 𝑆2·𝑇 ·𝐶
2𝑉 2 +

𝑇 ·𝐶𝐻 ·(2𝑉 ·(𝑉−𝑆)−(𝑉−𝑆)2)
2𝑉 2 = 0.

1.7. Управление запасами при ступенчатом виде зависимости стоимости по-
ставки от ее объема

При поставке производственных ресурсов часто используется ступенчатый вид
функции 𝐷(𝑆), в частности, выбирается три диапазона изменения объема постав-
ляемой партии ресурса: малый, средний и крупный. Тогда каждому из этих диапа-
зонов соответствует своя цена поставки. Пусть малая партия поставки имеет объем
𝑆, который не превышает 𝑁1 единиц ресурса, объем крупной партии не менее 𝑁2

единиц, а объем средней партии больше 𝑁1 и меньше 𝑁2 единиц поставляемого
производственного ресурса.

Введем следующие множества: 𝑅1 = {𝑆 : 𝑆 ≤ 𝑁1}, 𝑅2 = {𝑆 : 𝑁1 < 𝑆 < 𝑁2} и
𝑅3 = {𝑆 : 𝑆 ≥ 𝑁2}, которые определяют соответственно малую, среднюю и круп-
ную партии поставляемого ресурса.

Тогда функция стоимости поставки в зависимости от ее объема имеет ступен-
чатый вид

𝐷(𝑆) =

⎧⎨⎩𝐷1, если 𝑆 ∈ 𝑅1,
𝐷2, если 𝑆 ∈ 𝑅2,
𝐷3, если 𝑆 ∈ 𝑅3,

(29)

где, очевидно, выполнено 𝐷1 < 𝐷2 < 𝐷3.
Суммарные затраты на поставку и хранение запасов составят

𝑍(𝑆) = 𝑄 · 𝑆−1 ·𝐷(𝑆) + 0, 5 · 𝑆 · 𝑇 · 𝐶, (30)

соответственно объем 𝑆 поставляемой партии ресурса в этом случае находится из
условия

min
1≤𝑖≤3

min
𝑆∈𝑅𝑖

𝑍(𝑆). (31)

При этом внутренние минимумы в (31) достигаются во внутренней или гра-
ничной точке соответствующего значению 𝑖 диапазона 𝑅𝑖 объема партии.
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Заметим, что при двухступенчатой функции стоимости поставки 𝐷(𝑆) объем
𝑆 поставляемой партии материала находится из условия min1≤𝑖≤2 min𝑆∈𝑅𝑖 𝑍(𝑆),
где 𝑅1 = {𝑆 : 𝑆 < 𝑁1},𝑅2 = {𝑆 : 𝑆 ≥ 𝑁1}, а функция стоимости поставки в зави-
симости от ее объема в отличие от (29) имеет вид

𝐷(𝑆) =

{︂
𝐷1, если 𝑆 ∈ 𝑅1,
𝐷2, если 𝑆 ∈ 𝑅2,

где выполнено условие 𝐷2 > 𝐷1.

1.8. Выбор поставщика материалов в задаче управления запасами

В базовой модели Уилсона управления запасами рассматриваются поставки
ресурса от одного поставщика. Пусть имеется 𝐽 поставщиков производственного
ресурса, каждый из которых устанавливает цены на ресурс в зависимости от объ-
ема поставляемой его партии. При этом число градаций объема партии (малый,
средний, крупный и др.) и их границы могут отличаться у разных поставщиков.
Обозначим через 𝐼𝑗 число градаций объема партии у 𝑗 -ого поставщика, а че-
рез 𝐷𝑗

𝑖и 𝑅𝑗𝑖 - соответственно значение стоимости поставки и диапазон изменения
для 𝑖 -ой градации объема партии ресурса у 𝑗 -ого поставщика, где 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝐽 ,
1 ≤ 𝑖 ≤ 𝐼𝑗 . Тогда выбор поставщика 𝑗0 и объема поставляемой партии 𝑆0(𝑗0)
ресурса осуществляется из условия

min
1≤𝑗≤𝐽

min
1≤𝑖≤𝐼𝑗

min
𝑆∈𝑅𝑗

𝑖

𝑍(𝑆). (32)

В (32) суммарные затраты 𝑍(𝑆) на поставку и хранение ресурса определяются
формулой (30), где 𝐷(𝑆) = 𝐷𝑗

𝑖 для конкретных значений 𝑖 и 𝑗. В (32) минимум по
𝑆 достигается во внутренней или граничной точке соответствующего значениям
𝑖 и 𝑗 диапазона 𝑅𝑗𝑖 изменения объема партии поставляемого производственного
ресурса.

1.9. Случай многономенклатурных запасов

Из множества возможных задач управления многономенклатурными запасами
остановимся на случае, когда поставляются два вида производственных ресурсов
от одного поставщика, однако приведенная ниже модель очевидным образом обоб-
щается на случай большего числа поставляемых ресурсов и разных поставщиков
их.

Обозначим через 𝑆1 и 𝑆2 объемы поставок соответственно первого и второ-
го ресурса в начале первого цикла поставок длительностью ∆𝑡, а через 𝑓1 и𝑓2
интенсивности использования ресурсов предприятием. Для определенности будем
считать, что ∆𝑡 определяется моментом обнуления запасов первого ресурса, а в
момент времени 𝑡 = ∆𝑡 второй поставки останутся запасы второго ресурса в объ-
еме 𝑆2 − 𝑓2 ·∆𝑡, причем выполнены соотношения

∆𝑡 =
𝑆1

𝑓1
, (33)
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𝑛 =
𝑄1

𝑆1
, (34)

где 𝑄1 — потребности в первом ресурсе за временной промежуток [0, 𝑇 ].
Тогда вторая и последующие поставки осуществляются в объеме 𝑆1 для первого

ресурса и 𝑓2 ·∆𝑡 для второго ресурса. При этом в начале каждого цикла поставок,
в том числе и первого, запасы равны 𝑆1 и 𝑆2 соответственно для первого и второго
ресурса. Затраты на хранение первого ресурса в одном цикле поставок составляют
0, 5 · 𝑆1 ·∆𝑡 · 𝐶1, а второго ресурса 0, 5 · 𝑓2 · (∆𝑡)2 · 𝐶2 + (𝑆2 − 𝑓2 ·∆𝑡) ·∆𝑡 · 𝐶2, где
𝐶1 и 𝐶2 - затраты на хранение единицы запасов в единицу времени для первого и
второго ресурса соответственно.

Суммарные затраты на хранение всех производственных ресурсов за промежу-
ток времени [0, 𝑇 ], то есть за 𝑛 циклов поставок, равны

𝑍𝑋(𝑆1, 𝑆2) = 𝑛[0, 5 ·∆𝑡 · 𝑆1 · 𝐶1 + 0, 5 · 𝑓2 · (∆𝑡)2 · 𝐶2 + (𝑆2 − 𝑓2 ·∆𝑡) ·∆𝑡 · 𝐶2], (35)

а суммарные затраты на поставку ресурсов составляют

𝑍𝐷(𝑆1, 𝑆2) = 𝐷(𝑆1, 𝑆2) + (𝑛− 1) ·𝐷(𝑆1, 𝑓2 ·∆𝑡). (36)

В (36) затраты на поставку партии ресурсов 𝐷(𝑆1, 𝑆2) могут, например, быть
постоянными (как в разделе 1.2), степенного вида (как в разделе 1.3) или ступен-
чатого вида (как в разделе 1.7).

Учитывая (33)-(36), формула для расчета суммарных затрат на поставку и
хранение всех производственных ресурсов за промежуток времени [0, 𝑇 ] примет
следующий вид

𝑍(𝑆1, 𝑆2) = 𝐷(𝑆1, 𝑆2) +

(︂
𝑄1

𝑆1
− 1

)︂
·𝐷

(︂
𝑆1,

𝑓2 · 𝑆1

𝑓1

)︂
+

+ 0, 5 · 𝑇 · 𝑆1 · 𝐶1 + 𝑇 · 𝐶2 ·
(︂
𝑆2 −

𝑓2
𝑓1
𝑆1

)︂
. (37)

В результате решения задачи минимизации функции (37) определяются объ-
емы поставок производственных ресурсов, а также по формуле (33) промежуток
времени между поставками.

1.10. Управление запасами при изменении спроса на производственный ресурс

В рамках временного периода планирования [0, 𝑇 ] возможно изменение спро-
са на производственный ресурс. Например, будет принято решение о расширении
производства продукции на предприятии. Пусть для определенности сначала по-
ложим, что это изменение спроса происходит в момент очередной поставки ресур-
са и соответствует времени 𝑡1. Тогда для оставшегося промежутка планирования
[𝑡1, 𝑇 ] находим требуемый объем 𝑄𝑁 поставляемого ресурса. Затем, используя со-
ответствующую модель управления запасами (например, из приведенных выше в
разделах 1.1-1.9), находим объем поставок 𝑆𝑁 и промежуток времени между ними
(∆𝑡)𝑁 на период времени [𝑡1, 𝑇 ]. В общем случае при увеличении спроса на ресурс в
момент 𝑡1 необходимо пересчитать момент обнуления запасов ресурса, оставшихся
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после последней до момента 𝑡1 поставки, учитывая изменившуюся интенсивность
его потребления. Пусть 𝑡2- это такой момент обнуления запасов ресурса. Тогда для
оставшегося промежутка планирования [𝑡2, 𝑇 ] находим требуемый объем 𝑄𝑁 по-
ставляемого ресурса. Далее вычисляем объем поставок 𝑆𝑁 и промежуток времени
между ними (∆𝑡)𝑁 на период времени [𝑡2, 𝑇 ], используя базовую модель Уилсона
или ее модификации из разделов 1.2-1.9.

2. Модельный пример

Пусть потребности предприятия в деталях некоторого типа составляют
𝑄 = 20000 деталей за временной промежуток длительностью T=400 дней, при-
чем детали расходуются равномерно в этом промежутке. Положим, что затраты
на хранение одной детали в день составляют 𝐶 = 1 денежную единицу (ден. ед.), а
функция стоимости поставки партии деталей в зависимости от ее объема является
ступенчатой:

𝐷(𝑆) =

⎧⎨⎩ 6400, если 𝑆 ∈ 𝑅1,
10000, если 𝑆 ∈ 𝑅2,
25600, если 𝑆 ∈ 𝑅3,

где 𝑅1 = {𝑆 : 𝑆 ≤ 500}, 𝑅2 = {𝑆 : 500 < 𝑆 < 2000} и 𝑅3 = {𝑆 : 𝑆 ≥ 2000}.
В соответствии с моделью управления запасами, приведенной в разделе 1.7,

суммарные затраты на поставку и хранение деталей определяются выражением
(30), которое примет вид

𝑍(𝑆) = 2 · 104 · 𝑆−1 ·𝐷(𝑆) + 200 · 𝑆,

а объем поставляемой партии деталей находится из условия (31). При этом внут-
ренний минимум в (31) при 𝑖 = 1 достигается на границе 𝑅1 при S=500 деталей и
равен 𝑍1 = 3, 56 ·105ден.ед. Соответственно, внутренний минимум при 𝑖 = 2 дости-
гается при 𝑆 = 1000 деталей и равен 𝑍2 = 4 · 105 ден.ед., а внутренний минимум
при 𝑖 = 3 достигается на границе 𝑅3 при S=2000 деталей и равен 𝑍3 = 6, 56 · 105
ден.ед.

Тогда внешний минимум в (31) равен 𝑍𝑐 = min {𝑍1, 𝑍2, 𝑍3} = 3, 56 · 105 ден.ед.
и достигается при 𝑆 = 500. Таким образом, оптимальный объем поставляемой
партии деталей составляет 500 деталей, а промежуток времени между поставками
равен ∆𝑡 = 𝑄 · 𝑆−1=40 дней.

Заключение

Представленные модели управления запасами производственных ресурсов на
предприятии позволяют отказаться от основных допущений и ограничений клас-
сической модели Уилсона управления запасами при нахождении объемов партий
поставляемых предприятию ресурсов и промежутков времени между поставками.

Вместе с тем при разработке комплексной модели управления запасами на
конкретном производственном предприятии необходимо учитывать особенности
производственного процесса на нем, а также сформулировать требования к этой
модели. Тогда приведенные модели, а также заложенные в них идеи, после со-
ответствующей адаптации к конкретному производственному процессу, позволят
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рассматривать вопросы планирования производства и управления запасами ре-
сурсов в комплексе.
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Manufacturing enterprise with changing characteristics of demand, supply
and storage, which are a development of the Wilson model of inventory
management, are presented. Analytical expressions are obtained for find-
ing the volume of supplies and the intervals between supplies under these
conditions.
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