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Введение

Закон больших чисел и центральная предельная теорема используются в ис-
следованиях предельного поведения свёрток в соответствующих нормировках
[10,12,13]. Однако интересно рассмотреть поведение свёрток и в несколько другой
«нормировке» — дробной части. Подобные постановки задач о свёртке случайных
величин известны. Например, в [7] представлен случай гауссовских случайных ве-
личин. Ю.В. Прохоровым и его учениками рассматривались [1] задачи, связанные
со сходимостью к равномерному распределению. Известно, что равномерное рас-
пределение имеет максимум энтропии. Поэтому сходимость к равномерному рас-
пределению с ростом числа суммируемых независимых случайных величин можно
рассматривать и как стремление некоторой системы к состоянию с максимальной
энтропией. Задачи, связанные с изучением максимума энтропии, возникают как в
теоретических исследованиях, так и в приложениях (см., например, [2, 8]).
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Рассмотрим независимые случайные величины 𝜉1, 𝜉2, ..., распределённые по за-
кону Пуассона с параметром 𝜆 > 0, то есть при любом 𝑛 ∈ N имеем 𝜉𝑛 ∼ Π(𝜆):

P (𝜉𝑛 = 𝑘) =
𝜆𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆 , 𝑘 ∈ Z+ .

В работе [5] (см. также [3, 4, 6]) была доказана сходимость к равномерному
распределению остатков от деления на 𝑚 = 2, 3, 4 свёрток одинаково распределён-
ных пуассоновских случайных величин с увеличением числа слагаемых и получен
явный вид распределений. Так, при делении на 2:

P
(︀
{𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑛}2 = 0

)︀
=

1

2
+

𝑒−2𝜆𝑛

2
→ 1

2
, 𝑛 → ∞ ,

P
(︀
{𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑛}2 = 0

)︀
=

1

2
− 𝑒−2𝜆𝑛

2
→ 1

2
, 𝑛 → ∞ .

При делении на 3 при 𝑛 → ∞

P
(︀
{𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑛}3 = 0

)︀
=

1

3
+

2

3
· 𝑒− 3𝜆𝑛

2 · cos
√
3𝜆𝑛
2 → 1

3
,

P
(︀
{𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑛}3 = 1

)︀
=

1

3
− 1

3
· 𝑒− 3𝜆𝑛

2 · cos
√
3𝜆𝑛
2 +

1√
3
· 𝑒− 3𝜆𝑛

2 · sin
√
3𝜆𝑛
2 → 1

3
,

P
(︀
{𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑛}3 = 2

)︀
=

1

3
− 1

3
· 𝑒− 3𝜆𝑛

2 · cos
√
3𝜆𝑛
2 − 1√

3
· 𝑒− 3𝜆𝑛

2 · sin
√
3𝜆𝑛
2 → 1

3
.

При делении на 4:

P
(︀
{𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑛}4 = 0

)︀
=

1

4
+

1

4
· 𝑒−2𝜆𝑛 +

1

2
· 𝑒−𝜆𝑛 · cos𝜆𝑛 → 1

4
, 𝑛 → ∞ ,

P
(︀
{𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑛}3 = 1

)︀
=

1

4
− 1

4
· 𝑒−2𝜆𝑛 +

1

2
· 𝑒−𝜆𝑛 · sin𝜆𝑛 → 1

4
, 𝑛 → ∞ ,

P
(︀
{𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑛}3 = 2

)︀
=

1

4
+

1

4
· 𝑒−2𝜆𝑛 − 1

2
· 𝑒−𝜆𝑛 · cos𝜆𝑛 → 1

4
, 𝑛 → ∞ ,

P
(︀
{𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑛}3 = 3

)︀
=

1

4
− 1

4
· 𝑒−2𝜆𝑛 − 1

2
· 𝑒−𝜆𝑛 · sin𝜆𝑛 → 1

4
, 𝑛 → ∞ .

В данной работе эти результаты обобщаются для произвольного натурально-
го 𝑚. Оказывается, что в общем случае также можно выписать явную формулу
для вычисления вероятностей P

(︀
{𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑛}𝑚 = 𝑙

)︀
при произвольных 𝑛,𝑚 ∈ N

и 𝑙 ∈ {0, 1, 2, . . . ,𝑚− 1}. Сразу отметим, что полученные распределения вероятно-
стей определяются через корни из единицы (их ровно 𝑚, и все они различны).

Из явного представления вероятностей P
(︀
{𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑛}𝑚 = 𝑙

)︀
будет следовать

сходимость по распределению (далее для краткости просто сходимость случайных
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величин) свёртки пуассоновских случайных величин по модулю 𝑚 к равномерному
на 𝑙 ∈ {0, 1, 2, . . . ,𝑚− 1} распределению.

Напомним формулу свёртки для двух целочисленных случайных величин 𝜉 и 𝜂:

P (𝜉 + 𝜂 = 𝑘) =

+∞∑︁
𝑠=−∞

P (𝜉 = 𝑠) · P (𝜂 = 𝑘 − 𝑠) . (1)

1. Случай одинаково распределённых слагаемых

Сформулируем и докажем следующую теорему.

Теорема 1. Пусть 𝜉1, . . . , 𝜉𝑛 суть независимые одинаково распределённые пуас-
соновские случайные величины с параметром 𝜆 > 0.

Тогда при произвольных 𝑛,𝑚 ∈ N и 𝑙 ∈ {0, 1, 2, . . . ,𝑚− 1} верны представления

P
(︀
{𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑛}𝑚 = 𝑙

)︀
=
𝑒−𝜆𝑛

𝑚
·
𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝑢
{𝑚−𝑙}𝑚

𝑘 𝑒𝑢𝑘𝜆𝑛

=
1

𝑚
+

𝑚−1∑︁
𝑘=1

𝑢
{𝑚−𝑙}𝑚

𝑘

𝑚
𝑒−𝜆𝑛(1−𝑢𝑘) ,

в которых {𝑎}𝑚 — остаток от деления целого числа 𝑎 ∈ Z на натуральное 𝑚 ∈ N,
𝑖 =

√
−1 — мнимая единица, 𝑢𝑘 = 𝑒

2𝜋𝑘
𝑚 𝑖 — 𝑘-й корень степени 𝑚 из единицы.

Доказательство. Известно, что свёртка пуассоновских случайных величин имеет
пуассоновское распределение с параметром, равным сумме параметров слагаемых,
то есть

𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑛 ∼ Π(𝜆𝑛) .

Также легко видеть, что если 𝑎 ⩾ 0, то при любом 𝑙 ∈ {0, 1, 2, . . . ,𝑚− 1} верно
представление {︀

{𝑎}𝑚 = 𝑙
}︀
=

∞⋃︁
𝑘=0

{︀
𝑎 = 𝑙 +𝑚𝑘

}︀
,

в котором внешние скобки являются обозначением множеств, а внутренние обо-
значением дробной части числа. Поэтому

P
(︀
{𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑛}𝑚 = 𝑙

)︀
= P

(︃ ∞⋃︁
𝑘=0

{𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑛 = 𝑙 +𝑚𝑘}

)︃
=

=

∞∑︁
𝑘=0

P (𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑛 = 𝑙 +𝑚𝑘) = 𝑒−𝜆𝑛 ·
∞∑︁
𝑘=0

(𝜆𝑛)
𝑚𝑘+𝑙

(𝑚𝑘 + 𝑙)!
.

Определим функцию

𝐺 (𝑥) = 𝐺𝑚 (𝑥) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑥𝑚𝑘

(𝑚𝑘)!
,
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у которой при любом 𝑙 ∈ {1, 2, . . . ,𝑚− 1} существуют производные

𝐺(𝑙) (𝑥) =

∞∑︁
𝑘=1

𝑥𝑚𝑘−𝑙

(𝑚𝑘 − 𝑙)!
=

∞∑︁
𝑘=0

𝑥𝑚𝑘+𝑚−𝑙

(𝑚𝑘 +𝑚− 𝑙)!
.

Используя их, все описанные выше вероятности можно представить в виде

P
(︀
{𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑛}𝑚 = 𝑙

)︀
= 𝑒−𝜆𝑛 ·𝐺(𝑚−𝑙) (𝜆𝑛) .

А так как
𝑚−1∑︁
𝑙=0

P
(︀
{𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑛}𝑚 = 𝑙

)︀
= 𝐺 (𝜆𝑛) +

𝑚−1∑︁
𝑙=1

𝑒−𝜆𝑛 ·𝐺(𝑚−𝑙) (𝜆𝑛) = 1,

то для 𝐺 (𝑥) справедливо неоднородное дифференциальное уравнение

𝐺 (𝑥) +𝐺(1) (𝑥) + . . .+𝐺(𝑚−1) (𝑥) = 𝑒𝑥

с начальными условиями

𝐺 (0) = 1 +

∞∑︁
𝑘=1

0𝑚𝑘

(𝑚𝑘)!
= 1 , (2)

𝐺(𝑙) (0) =

∞∑︁
𝑘=1

0𝑚𝑘−𝑙

(𝑚𝑘 − 𝑙)!
= 0 , (3)

в которых 𝑙 ∈ {1, 2, . . . ,𝑚− 1}.
Найдём решение однородного дифференциального уравнения

𝐺 (𝑥) +𝐺(1) (𝑥) + . . .+𝐺(𝑚−1) (𝑥) = 0 .

Его характеристическое уравнение 𝑢𝑚−1 + . . .+ 𝑢+ 1 = 0 при 𝑢 ̸= 1 приводится к
виду

𝑢𝑚 − 1

𝑢− 1
= 0 , 𝑢𝑚 = 1 .

Поскольку 𝑢 = 1 не является решением данного однородного уравнения, то его
различные решения представляют собой все оставшиеся корни из единицы:

𝑢𝑘 = 𝑒
2𝜋·𝑘
𝑚 𝑖 , 𝑘 ∈ {1, 2, . . . ,𝑚− 1} . (4)

Следовательно, общее решение однородного дифференциального уравнения мо-
жет быть представлено в виде

𝐺о.о (𝑥) =

𝑚−1∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘𝑒
𝑢𝑘𝑥 ,

в котором 𝐶𝑘 — некоторые константы.
Если частное решение неоднородного дифференциального уравнения искать в

виде
𝐺ч.н (𝑥) = 𝐴 · 𝑒𝑥 ,
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то после подстановки его в начальное неоднородное дифференциальное уравнение
и дальнейших элементарных преобразований находим, что

𝐺ч.н (𝑥) =
1

𝑚
· 𝑒𝑥 .

Объединение решений приводит к следующему представлению

𝐺 (𝑥) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑥𝑚𝑘

(𝑚𝑘)!
=

1

𝑚
· 𝑒𝑥 +

𝑚−1∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘𝑒
𝑢𝑘𝑥 , (5)

в котором, как уже говорилось выше, 𝐶𝑘 суть некоторые константы.
Найдём значения констант 𝐶𝑘, которые соответствуют условиям (2) и (3). Для

этого подставим начальные условия (2) и (3) в общий вид (5) функции 𝐺 (𝑥). При
такой подстановке получается система из 𝑚 − 1 уравнения, которая может быть
записана в матричном виде:⎛⎜⎜⎝

1 . . . 1
𝑢1 . . . 𝑢𝑚−1

. . . . . . . . .
𝑢𝑚−2
1 . . . 𝑢𝑚−2

𝑚−1

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝

𝐶1

𝐶2

. . .
𝐶𝑚−1

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
1− 1

𝑚
− 1

𝑚
. . .
− 1

𝑚

⎞⎟⎟⎠ . (6)

Видно, что в данной системе матрица⎛⎜⎜⎝
1 . . . 1
𝑢1 . . . 𝑢𝑚−1

. . . . . . . . .
𝑢𝑚−2
1 . . . 𝑢𝑚−2

𝑚−1

⎞⎟⎟⎠
— это (𝑚− 1,𝑚− 1) -матрица Вандермонда. Как хорошо известно [14], опре-
делитель матрицы Вандермонда 𝑉 (𝑢1, . . . , 𝑢𝑚−1) выражается через значения
𝑢1, . . . , 𝑢𝑚−1 в явном виде:

𝑉 (𝑢1, . . . , 𝑢𝑚−1) =
∏︁

1⩽𝑖<𝑗⩽𝑚−1

(𝑢𝑗 − 𝑢𝑖) .

Последнее выражение показывает, что в нашем случае, в силу (4), данный опре-
делитель 𝑉 (𝑢1, . . . , 𝑢𝑚−1) не равен нулю и, следовательно, у матричного урав-
нения (6) существует единственное решение. В силу единственности решения
(𝐶1, . . . , 𝐶𝑚−1) нам достаточно его предъявить.

Для этого вначале воспользуемся результатами, полученными в [5, 6] и выпи-
санными в начале работы. Так, при 𝑚 = 2 подстановка функции

𝐺 (𝑥) =
1

2
· 𝑒𝑥 + 𝐶1𝑒

𝑢1𝑥 =
1

2
· 𝑒𝑥 + 𝐶1𝑒

𝜋𝑖𝑥

в

P
(︀
{𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑛}2 = 0

)︀
= 𝑒−𝜆𝑛 ·𝐺(0)

2 (𝜆𝑛) =
1

2
+ 𝐶1𝑒

(𝜋𝑖−1)𝜆𝑛 =
1

2
+ 𝐶1𝑒

−2𝜆𝑛
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должна совпадать с

P
(︀
{𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑛}2 = 0

)︀
=

1

2
+

𝑒−2𝜆𝑛

2
.

Следовательно, решением будет 𝐶1 =
1

2
.

Аналогичные рассуждения показывают, что при 𝑚 = 3 получится вектор

(𝐶1, 𝐶2) =

(︂
1

3
,
1

3

)︂
, а при 𝑚 = 4 — вектор (𝐶1, 𝐶2, 𝐶3) =

(︂
1

4
,
1

4
,
1

4

)︂
.

Поэтому предположим, что и в общем случае

𝐶1 = 𝐶2 = . . . = 𝐶𝑚−1 =
1

𝑚
есть искомое решение.

Для проверки данного предположения выпишем систему (6) в виде системы
линейных уравнений⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐶1 + 𝐶2 + . . .+ 𝐶𝑚−1 = 1− 1
𝑚 ,

𝐶1𝑢1 + 𝐶2𝑢2 + . . .+ 𝐶𝑚−1𝑢𝑚−1 = − 1
𝑚 ,

𝐶1𝑢
2
1 + 𝐶2𝑢

2
2 + . . .+ 𝐶𝑚−1𝑢

2
𝑚−1 = − 1

𝑚 ,
.......................................................
𝐶1𝑢

𝑘
1 + 𝐶2𝑢

𝑘
2 + . . .+ 𝐶𝑚−1𝑢

𝑘
𝑚−1 = − 1

𝑚 ,
.......................................................
𝐶1𝑢

𝑚−2
1 + 𝐶2𝑢

𝑚−2
2 + . . .+ 𝐶𝑚−1𝑢

𝑚−2
𝑚−1 = − 1

𝑚 .

Так как при 𝑠 ∈ {1, 2, . . . ,𝑚− 1} из равенств 𝑢𝑠 = 𝑢𝑠
1 следуют равенства

𝑢𝑘
𝑠 = (𝑢𝑠

1)
𝑘
=
(︀
𝑢𝑘
1

)︀𝑠
= 𝑢𝑠

𝑘,

то последнюю систему можно записать в виде⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐶1 + 𝐶2 + . . .+ 𝐶𝑚−1 = 1− 1
𝑚 ,

𝐶1𝑢1 + 𝐶2𝑢
2
1 + . . .+ 𝐶𝑚−1𝑢

𝑚−1
1 = − 1

𝑚 ,
...........................................................
𝐶1𝑢𝑘 + 𝐶2𝑢

2
𝑘 + . . .+ 𝐶𝑚−1𝑢

𝑚−1
𝑘 = − 1

𝑚 ,
....................................................................
𝐶1𝑢𝑚−1 + 𝐶2𝑢

2
𝑚−1 + . . .+ 𝐶𝑚−1𝑢

𝑚−1
𝑚−1 = − 1

𝑚 .

После подстановки в последнюю систему значений 𝐶1 = 𝐶2 = . . . = 𝐶𝑚−1 =
1

𝑚
в силу известного для корней из единицы равенства 𝑢0

𝑘 + 𝑢1
𝑘 + . . . + 𝑢𝑚−1

𝑘 = 0
убеждаемся, что новая система⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

𝑚
· (𝑚− 1) = 1− 1

𝑚
,

1

𝑚
·
(︀
1 + 𝑢1 + . . .+ 𝑢𝑚−1

1 − 1
)︀
= − 1

𝑚
,

..........................................................
1

𝑚
·
(︀
1 + 𝑢𝑘 + . . .+ 𝑢𝑚−1

𝑘 − 1
)︀
= − 1

𝑚
,

..............................................................
1

𝑚
·
(︀
1 + 𝑢𝑚−1 + . . .+ 𝑢𝑚−1

𝑚−1 − 1
)︀
= − 1

𝑚
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содержит в себе только тождества.

То есть, после подстановки значений 𝐶1 = 𝐶2 = . . . = 𝐶𝑚−1 =
1

𝑚
в исходную

систему получились верные равенства. Поэтому предположение, что они состав-
ляют решение, подтвердилось.

Таким образом,

𝐺 (𝑥) =
1

𝑚
· 𝑒𝑥 +

𝑚−1∑︁
𝑘=1

1

𝑚
𝑒𝑢𝑘𝑥 ,

𝐺 (𝜆𝑛) =
1

𝑚
· 𝑒𝜆𝑛 +

𝑚−1∑︁
𝑘=1

1

𝑚
𝑒𝑢𝑘𝜆𝑛 .

Поэтому

P
(︀
{𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑛}𝑚 = 𝑙

)︀
=𝑒−𝜆𝑛 ·𝐺({𝑚−𝑙}𝑚) (𝜆𝑛) =

𝑒−𝜆𝑛

𝑚

𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝑢
{𝑚−𝑙}𝑚

𝑘 𝑒𝑢𝑘𝜆𝑛

=
1

𝑚
+

𝑚−1∑︁
𝑘=1

𝑢
{𝑚−𝑙}𝑚

𝑘

𝑚
𝑒−𝜆𝑛(1−𝑢𝑘),

где {𝑎}𝑚 — остаток от деления целого 𝑎 ∈ Z на натуральное 𝑚 ∈ N, 𝑢𝑘 = 𝑒2𝜋
𝑘
𝑚 𝑖 —

𝑘-й корень 𝑚-ой степени из единицы, 𝑘 ∈ {1, 2, . . . ,𝑚− 1}, 𝑙 ∈ {0, 1, 2, . . . ,𝑚− 1},
а 𝑖 — мнимая единица. На этом доказательство можно считать законченным.

Следствие 1. Пусть 𝜉1, 𝜉2, . . . суть независимые одинаково распределённые
пуассоновские случайные величины с параметром 𝜆 > 0. Тогда распределение
остатков от деления свёртки данных случайных величин на 𝑚 , то есть слу-
чайных величин {𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑛}𝑚, стремится к равномерному на множестве
{0, 1, 2, . . . ,𝑚− 1} распределению. Другими словами, для произвольных 𝑛,𝑚 ∈ N
и 𝑙 ∈ {0, 1, 2, . . . ,𝑚− 1} верно, что

P
(︀
{𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑛}𝑚 = 𝑙

)︀
→ 1

𝑚
, 𝑛 → ∞ . (7)

Доказательство. Согласно предыдущей теореме, при 𝑙 ∈ {0, 1, 2, . . . ,𝑚− 1} верно
представление

P
(︀
{𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑛}𝑚 = 𝑙

)︀
=

1

𝑚
+

𝑚−1∑︁
𝑘=1

𝑢
{𝑚−𝑙}𝑚

𝑘

𝑚
𝑒−𝜆𝑛(1−𝑢𝑘) .

При этом понятно, что
⃒⃒⃒
𝑢
{𝑚−𝑙}𝑚

𝑘

⃒⃒⃒
= 1. Поэтому при 𝑛 → ∞⃒⃒⃒

𝑒−𝜆𝑛(1−𝑢𝑘)
⃒⃒⃒
=
⃒⃒⃒
𝑒−𝜆𝑛(1−cos 2𝜋·𝑘

𝑚 −𝑖 sin 2𝜋·𝑘
𝑚 )
⃒⃒⃒
= 1 ·

⃒⃒⃒
𝑒−𝜆𝑛(1−cos 2𝜋·𝑘

𝑚 )
⃒⃒⃒
→ 0 .

Таким образом, соотношение (7) доказано.
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2. Случай разнораспределённых слагаемых

Определим среднее значение параметра для 𝑛 пуассоновских случайных вели-
чин 𝜉1, . . . , 𝜉𝑛 с параметрами 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 соответственно, как арифметическое сред-
нее значение значений их параметров:

𝜆𝑛 =
𝜆1 + . . .+ 𝜆𝑛

𝑛
.

Тогда аналогичным образом доказываются следующие обобщения полученных
выше результатов. При этом очевидна и полная аналогия записи соответствующих
утверждений.

Теорема 2. Пусть 𝜉1, . . . , 𝜉𝑛 суть независимые пуассоновские случайные вели-
чины с положительными параметрами 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 соответственно.

Тогда при произвольных 𝑛,𝑚 ∈ N и 𝑙 ∈ {0, 1, 2, . . . ,𝑚− 1} верны представления

P
(︀
{𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑛}𝑚 = 𝑙

)︀
=

𝑒−𝑛𝜆𝑛

𝑚
·
𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝑢
{𝑚−𝑙}𝑚

𝑘 𝑒𝑢𝑘𝑛𝜆𝑛 =

=
1

𝑚
+

𝑚−1∑︁
𝑘=1

𝑢
{𝑚−𝑙}𝑚

𝑘

𝑚
𝑒−𝑛𝜆𝑛(1−𝑢𝑘) ,

в которых {𝑎}𝑚 — остаток от деления целого числа 𝑎 ∈ Z на натуральное 𝑚 ∈ N,
𝑖 =

√
−1 – мнимая единица, 𝑢𝑘 = 𝑒

2𝜋𝑘
𝑚 𝑖 — 𝑘-й корень степени 𝑚 из единицы.

Следствие 2. Пусть 𝜉1, 𝜉2, . . . суть независимые пуассоновские случайные ве-
личины с положительными параметрами 𝜆1, 𝜆2, . . . соответственно. Тогда при
𝑛,𝑚 ∈ N и 𝑙 ∈ {0, 1, 2, . . . ,𝑚− 1} верно (7), если для всех 𝑛 ∈ N и некоторого 𝑐 > 0
справедливы неравенства 𝜆𝑛 ⩾ 𝑐.

3. Информационный смысл

Как хорошо известно [10], энтропия H𝜉 дискретной случайной величины 𝜉,
принимающей 𝑚 значений 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚 с вероятностями 𝑝1, . . . , 𝑝𝑚 соответственно,
определяемая формулой

H𝜉 = H(𝑝1, . . . , 𝑝𝑚) = −
𝑚∑︁

𝑘=1

𝑝𝑘 log2 𝑝𝑘 ,

достигает своего максимума log2 𝑚 на равномерном на {𝑥1, . . . , 𝑥𝑚} распределении
и только на нём, то есть

max
𝑝1,...,𝑝𝑚

H(𝑝1, . . . 𝑝𝑚) = H

(︂
1

𝑚
, . . . ,

1

𝑚

)︂
= log2 𝑚.

Данное замечание позволяет переформулировать полученные выше следствия
в терминах энтропии дискретной случайной величины. Так, верно следующее
утверждение.
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Следствие 3. Пусть 𝜉1, 𝜉2, . . . суть независимые одинаково распределённые пуас-
соновские случайные величины с параметром 𝜆 > 0. Тогда энтропия распределе-
ния остатков от деления свёртки данных случайных величин на 𝑚 ∈ N, то
есть случайных величин {𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑛}𝑚, максимизируется с ростом числа сла-
гаемых:

H
(︀
{𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑛}𝑚

)︀
→ log2 𝑚, 𝑛 → ∞ . (8)

Для случая пуассоновских величин с разными параметрами выполняется ана-
логичное утверждение.

Следствие 4. Пусть 𝜉1, 𝜉2, . . . суть независимые пуассоновские случайные ве-
личины с положительными параметрами 𝜆1, 𝜆2, . . . соответственно и при всех
𝑛 ∈ N для некоторого 𝑐 > 0 справедливы неравенства 𝜆𝑛 ⩾ 𝑐. Тогда энтропия рас-
пределения остатков от деления свёртки данных случайных величин на 𝑚 ∈ N,
то есть случайных величин {𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑛}𝑚, максимизируется с ростом числа
слагаемых в смысле (8).

Заключение

Таким образом, в случае независимых пуассоновских случайных величин по-
лучен явный вид распределения дробной части их свёрток и доказано, что с ро-
стом числа слагаемых дробные части свёрток экспоненциально быстро сходятся
по распределению к равномерным случайным величинам и поэтому их энтропии
сходятся к своему максимально возможному значению.
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