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В работе рассмотрено применение распределения Делапорта к анализу
асимптотического поведения мощностей критериев в случае выборок
случайного объема в задаче проверки простой гипотезы, касающейся
одномерного параметра, против последовательности близких альтерна-
тив. Это распределение описывает случайный объем выборок. Вводится
понятие мощности критерия для этого случая. Проведено асимптоти-
ческое сравнение конкретных критериев (в случае нормальных выбо-
рок) с помощью понятия дефект, который представляет собой добавоч-
ное число наблюдений, необходимое конкурирующему критерию для
асимптотического достижения мощности наилучшего критерия.
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1. Введение

Распределение Делапорта введено в работах [1,2] для адекватного описания
задач автомобильного страхования. Случайная величина 𝑁 имеет распределение
Делапорта с параметрами 𝛼 > 0, 𝛽 > 0, 𝜆 ≥ 0, если

P(𝑁 = 𝑘) =

𝑘∑︁
𝑖=0

Γ(𝛼+ 𝑖) 𝛽𝑖 𝜆𝑘−𝑖 𝑒−𝜆

Γ(𝛼) 𝑖! (1 + 𝛽)𝛼+𝑖 (𝑘 − 𝑖)!
, 𝑘 = 0, 1, 2, . . .

1Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки России в рамках реализации
программы Московского центра фундаментальной и прикладной математики по соглашению
№ 075-15-2022-284.
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Это распределение обобщает, например, отрицательное биномиальное распределе-
ние (𝜆 = 0) и распределение Пуассона (𝜆 = 𝛽 = 0) и в силу своей известной
гибкости находит широкое применение при моделировании реальных процессов.
Производящая функция моментов этого распределения имеет вид

E𝑒𝑡𝑁 =
𝑒𝜆(𝑒

𝑡−1)

(1 − 𝛽(𝑒𝑡 − 1))𝛼
,

а математическое ожидание и дисперсия

E𝑁 = 𝜆 + 𝛼𝛽,

D𝑁 = 𝜆 + 𝛼𝛽(1 + 𝛽).

Ниже будет рассмотрено усеченное в нуле распределение Делапорта, зависящее от
натурального параметра 𝑛 = 1, 2, . . ., то есть случайная величина 𝑁𝑛, имеющая
распределение

P(𝑁𝑛 = 𝑘) =
1

1− 𝑒−𝜆 · (1 + 𝛽)−𝛼

𝑘∑︁
𝑖=0

Γ(𝛼+ 𝑖)𝛽𝑖𝜆𝑘−𝑖𝑒−𝜆

Γ(𝛼)𝑖!(1 + 𝛽)𝛼+𝑖(𝑘 − 𝑖)!
, 𝑘 = 1, 2, . . . (1)

При этом параметры 𝛼, 𝛽, 𝜆 выбираются так, чтобы

E𝑁𝑛 = 𝑛 + 𝛾 + o(1), D𝑁𝑛 = o(𝑛). (2)

При этих условиях нетрудно видеть, что

E𝑁−1
𝑛 =

1

𝑛
− 𝛾

𝑛2
+ o(𝑛−2), E𝑁−2

𝑛 =
1

𝑛2
+ o(𝑛−2), E𝑁−3

𝑛 = O(𝑛−3). (3)

Асимптотическому (то есть при стремлении объема выборки к бесконечности) ис-
следованию поведения свойств статистических оценок и мощностей критериев по-
священо много работ (см., например, [3–16]). При этом критерии, имеющие оди-
наковую предельную мощность (то есть асимптотически оптимальные критерии),
встречаются весьма часто и возникает естественный вопрос об их асимптотическом
сравнении. С этой целью обычно применяется понятие асимптотический дефект
(см. [15]), который имеет смысл добавочного числа наблюдений для конкурирую-
щего критерия, необходимого для достижения того же качества, что и оптималь-
ный. Однако часто возникает ситуация, когда объем выборки не детерминирован,
а случаен. При этом вопросы асимптотического сравнения качества критериев в
этом случае в значительной мере не ясны и остаются открытыми. В работе дела-
ется попытка сравнения качества критериев в случае выборок случайного объема
в простейшем случае.

Рассмотрим задачу проверки простой статистической гипотезы, касающейся
одномерного параметра, против последовательности близких альтернатив и пред-
положим, что размер выборки случаен, но в некотором смысле (например, по ве-
роятности) стремится к бесконечности. Качество критериев при этом оценивается
по предельному поведению их мощностей.

В работе продолжаются исследования, начатые в работах [3–13], получены
асимптотические разложения (а.р.) для функций мощностей конкретных критери-
ев, основанных на выборках случайного объема. Асимптотическое сравнение ка-
чества критериев проводится с помощью понятия дефект, определение которого
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дано в п. 2. Приведены три примера, иллюстрирующие полученные результаты, в
которых рассматриваются усеченные биномиальное распределение, распределение
Пуассона и распределение Делапорта, описывающие случайный объем выборок.

В статье приняты следующие обозначения: R — множество вещественных чи-
сел, N — множество натуральных чисел, Φ(𝑥) и 𝜑(𝑥) — соответственно, функция
распределения и плотность стандартного нормального закона.

В п. 2 приведены результаты в случае неслучайного объема выборки, в п. 3
рассматриваются выборки случайного объема, п. 4 посвящен усеченным распре-
делениям Пуассона, биномиальному распределению и распределению Делапорта,
п. 5 содержит заключение.

2. Асимптотический дефект и его свойства

Рассмотрим две последовательности критериев (критических функций) {Ψ*
𝑛}

и {Ψ𝑛}, 𝑛 = 1, 2 . . . для проверки одной и то же статистической гипотезы с
фиксированным уровнем значимости 𝛼 ∈ (0, 1). Обозначим через 𝛽*

𝑛(𝜃𝑛) и 𝛽𝑛(𝜃𝑛)
соответственно мощности этих критериев против последовательности альтернатив
𝜃𝑛, 𝑛 = 1, 2 . . .. Здесь 𝑛— число наблюдений𝑋1, . . . , 𝑋𝑛, на которых основаны эти
критерии. При этом предполагается, что критерий Ψ*

𝑛 является «оптимальным»
(равномерно наиболее мощным), а критерий Ψ𝑛 — конкурирующим. Обозначим
через 𝑚(𝑛) необходимое число наблюдений, которое требуется критерию Ψ𝑚(𝑛),
основанному на наблюдениях 𝑋1, . . . , 𝑋𝑚(𝑛), для достижения такого же качества,
что и «лучший» критерий Ψ*

𝑛, которому требуется 𝑛 наблюдений 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛. То
есть 𝑚(𝑛) удовлетворяет уравнению

𝛽*
𝑛(𝜃𝑛) = 𝛽𝑚(𝑛)(𝜃𝑛).

Здесь переменная 𝑚(𝑛) рассматривается как непрерывная величина, а мощность
𝛽𝑛 для действительных 𝑛 определяется с помощью линейной интерполяции меж-
ду соседними целыми числами. Ниже рассматривается асимптотический подход,
означающий, что 𝑛 → ∞. Под асимптотической относительной эффективностью
(АОЭ) критерия Ψ𝑚(𝑛) по отношению к критерию Ψ*

𝑛 понимается предел (в слу-
чае его существования и независимости от последовательности 𝑚(𝑛)) вида (см.,
например, [14])

𝑒 ≡ lim
𝑛→∞

𝑛

𝑚(𝑛)
.

Смысл этого предела состоит в том, при больших значениях числа наблюдений 𝑛
величина 𝑚(𝑛) приближенно равна 𝑒−1 · 𝑛, поэтому критерию Ψ𝑚(𝑛) для дости-
жения такого же качества, что и критерию Ψ*

𝑛, требуется примерно в «𝑒−1 раз»
больше наблюдений.

Естественно, что вместо отношения можно было бы рассматривать разность
вида 𝑚(𝑛)− 𝑛, которая тоже имеет наглядный смысл необходимого дополнитель-
ного числа наблюдений, требующихся критерию Ψ𝑚(𝑛) для достижения того же
качества, что и критерию Ψ*

𝑛. Однако, исторически сложилось так, что сначала
исследовались асимптотические свойства отношения 𝑛

𝑚(𝑛) (по-видимому, в силу
относительной простоты его поведения).

Впервые асимптотическое исследование поведения разности 𝑚(𝑛) − 𝑛 было
предпринято Дж. Ходжесом и Э. Леманом (см. [15]) в 1970 году. Они назвали
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разность 𝑚(𝑛)−𝑛 дефектом (deficiency), в нашем случае, критерия Ψ𝑚(𝑛) относи-
тельно критерия Ψ*

𝑛 и предложили обозначение

𝑑𝑛 = 𝑚(𝑛) − 𝑛.

Если предел lim
𝑛→∞

𝑑𝑛 существует, то он называется асимптотическим дефектом
критерия Ψ𝑚(𝑛) относительно критерия Ψ*

𝑛 и обозначается символом 𝑑. Часто 𝑑 на-
зывают просто дефектом Ψ𝑚(𝑛) относительно Ψ*

𝑛. Заметим, что если АОЭ 𝑒 ̸= 1,
то 𝑑 = ∞ и этот случай малоинтересен. В работе [15] также было отмечено, что
существуют статистические задачи, в которых типичным образом возникает слу-
чай 𝑒 = 1 (см., например, [14,16]), то есть в этом случае понятие АОЭ не дает
ответа на вопрос, какой критерий «лучше», и понятие дефекта проясняет эту ситу-
ацию, поскольку в этом случае асимптотический дефект может, в принципе, быть
любым.

Пусть, например, дефект 𝑑 конечен, тогда при больших значений 𝑛 величина
𝑚(𝑛) равна приближенно 𝑛 + 𝑑. И чтобы получить ту же величину мощности
критерию Ψ𝑚(𝑛) требуется примерно на 𝑑 наблюдений больше, чем критерию Ψ*

𝑛.
Таким образом дефект критерия Ψ𝑛 относительно критерия Ψ*

𝑛 показывает,
сколько добавочных наблюдений примерно требуется, если мы настаиваем на ис-
пользовании критерия Ψ𝑚(𝑛) вместо критерия Ψ*

𝑛, и поэтому создает естествен-
ный базис для их асимптотического сравнения в случае 𝑒 = 1. Исследование
асимптотического поведения дефекта 𝑑𝑛 технически более сложно, чем нахожде-
ние предела 𝑒. Часто оно требует построения асимптотических разложений (а.р.)
для соответствующих функций мощности, характеризующих качество критериев
(см., например, [14,16]).

Типичным образом функции мощности 𝛽*
𝑛(𝜃𝑛) и 𝛽𝑛(𝜃𝑛) не известны точно и

используются их аппроксимации (асимптотические разложения).
Следующая Лемма может быть полезна при нахождении асимптотического де-

фекта и доказывается непосредственным применением формулы Тейлора. Её до-
казательство фактически содержится в выводе формул (1.5.37) — (1.5.39) в книге
[16].

Лемма 1. Пусть при альтернативах вида

𝜃𝑛 =
𝑡√
𝑛
, |𝑡| ≤ 𝐶, 𝐶 > 0

для функций мощности равномерно по 𝑡 справедливы асимптотические разложе-
ния

𝛽*
𝑛(𝜃𝑛) = 𝛽*(𝑡) +

𝛽*
1(𝑡)√
𝑛

+
𝛽*
2(𝑡)

𝑛
+ 𝑟*𝑛,

𝛽𝑛(𝜃𝑛) = 𝛽*(𝑡) +
𝛽*
1(𝑡)√
𝑛

+
𝛽2(𝑡)

𝑛
+ 𝑟𝑛,

где для остаточных членов 𝑟*𝑛 и 𝑟𝑛 справедливы неравенства

|𝑟*𝑛| ≤ 𝐶1

𝑛1+𝛾1
, |𝑟𝑛| ≤ 𝐶2

𝑛1+𝛾2
, 𝐶𝑖 > 0, 𝛾𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2
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и функции 𝛽*(·), 𝛽*
1(·), 𝛽*

2(·), 𝛽2(·) достаточно гладкие. Тогда для дефекта

𝑑𝑛 = 𝑚(𝑛) − 𝑛, 𝛽*
𝑛(𝜃𝑛) = 𝛽𝑚(𝑛)(𝜃𝑛)

справедливо равенство

𝑑 = lim
𝑛→∞

𝑑𝑛 =
2
(︀
𝛽*
2(𝑡) − 𝛽2(𝑡)

)︀
𝑡 · 𝛽*′(𝑡)

, 𝑡 ̸= 0, 𝛽*′
(𝑡) ̸= 0.

Подчеркнем, что в условиях этой Леммы существенно, что альтернативы име-
ют порядок 𝑛−1/2 и первые два члена в асимптотических разложениях мощностей
этих критериев совпадают.

Приведем примеры применения этой Леммы.
Пусть 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 — независимые нормально распределенные наблюдения с

неизвестным математическим ожиданием 𝜃 ∈ R и известной дисперсией 𝜎2 > 0.
Рассмотрим проверку простой гипотезы

H0 : 𝜃 = 0, (4)

(здесь вместо нуля можно было бы взять любую фиксированную точку 𝜃0 ∈ R,
поскольку в этом случае можно рассмотреть новое семейство плотностей вида
1
𝜎 · 𝜑

(︀
𝜎−1(𝑥 − 𝜃0 − 𝜃)

)︀
и рассматривать 𝜃 в окрестности нуля) против последо-

вательности локальных сложных альтернатив

H1n : 𝜃 = 𝜃𝑛 =
𝑡√
𝑛
, 0 < 𝑡 ≤ 𝐶, 𝐶 > 0. (5)

При заданном уровне значимости 𝛼 ∈ (0, 1) и каждом фиксированном 𝑡 ∈ (0, 𝐶],
по Лемме Неймана-Пирсона наилучший критерий имеет критическую область ви-
да √

𝑛 𝑋̄𝑛

𝜎
> 𝑢𝛼, (6)

где

𝑋̄𝑛 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖, Φ(𝑢𝛼) = 1 − 𝛼

и мощность вида

𝛽*
𝑘(𝜃𝑛) = Φ(

√︀
𝑘/𝑛 · 𝑡 − 𝑢𝛼), 𝛽*

𝑛(𝜃𝑛) = Φ(𝑡 − 𝑢𝛼), 𝑘, 𝑛 ∈ N.

Для этой задачи в работе [15] рассмотрен также критерий Стьюдента с критиче-
ской областью вида √

𝑛 𝑋̄𝑛

𝑆𝑛
> 𝐶𝑛, (7)

где

𝑆2
𝑛 =

1

𝑛− 1

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑋𝑖 − 𝑋̄𝑛)
2

и мощностью вида (см. [15], формула (5.6))

𝛽𝑘(𝜃𝑛) = Φ
(︀
𝑡
√︀
𝑘/𝑛 · (1 − 𝑢2𝛼/(4𝑘)) − 𝑢𝛼

)︀
+ O(𝑘−2), 𝑘 ∈ N.
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Из этой формулы непосредственно следует асимптотическое разложение

𝛽𝑛(𝜃𝑛) = Φ(𝑡 − 𝑢𝛼) − 𝑡𝑢2𝛼
4𝑛

· 𝜑(𝑡 − 𝑢𝛼) + O(𝑛−2), 𝑛 → ∞.

Теперь из Леммы 1 следует соотношение (см. также [15], формула (5.7))

𝑑 = lim
𝑛→∞

𝑑𝑛 =
2
(︀
𝛽*
2(𝑡) − 𝛽2(𝑡)

)︀
𝑡 · 𝛽*′(𝑡)

=
𝑢2𝛼
2
.

Пусть теперь 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 — независимые одинаково распределенные наблюдения с
плотностью 𝑝(𝑥, 𝜃), которая известна с точностью до параметра 𝜃. При фиксиро-
ванном уровне значимости рассмотрим задачу проверки простой гипотезы (4) про-
тив последовательности локальных альтернатив (5). По лемме Неймана-Пирсона
оптимальный критерий основан на логарифме отношения правдоподобия

Λ𝑛(𝑡) =

𝑛∑︁
𝑖=1

(︀
log 𝑝(𝑋𝑖, 𝑡/

√
𝑛) − log 𝑝(𝑋𝑖, 0

)︀
,

имеет критическую область вида (мы предполагаем непрерывность соответствую-
щих распределений)

Λ𝑛(𝑡) ≥ 𝐶𝑛,𝑡

и мощность 𝛽*
𝑛(𝑡). Рассмотрим также для этой задачи (то есть при альтернативе

𝜃𝑛 = 𝑡/
√
𝑛, 𝑡 > 0) критерий, основанный на статистике вида Λ𝑛(𝑠), 𝑠 > 0 и

обозначим его мощность, зависящую от альтернативы 𝑡/
√
𝑛, через 𝛽*

𝑛,𝑠(𝑡). В книге
[16, стр. 10] при соответствующих условиях регулярности получена формула

𝛽*
𝑛(𝑡) − 𝛽*

𝑛,𝑠(𝑡) =
𝐷𝑡,𝑠

2𝑛𝑡
√
𝐼
· 𝜑(𝑡

√
𝐼 − 𝑢𝛼) + o(𝑛−1) =

𝛽*
2(𝑡) − 𝛽2(𝑡)

𝑛
+ o(𝑛−1),

𝐷𝑡,𝑠 =
1

4
· (𝑡(𝑡 − 𝑠))2 ·

(︁
D0𝑙

(2)(𝑋1, 0) − 1

𝐼
·Cov0

(︀
𝑙(1)(𝑋1, 0), 𝑙

(2)(𝑋1, 0)
)︀)︁
,

𝑙(𝑖)(𝑥, 𝜃) =
𝜕𝑖

𝜕𝜃𝑖
log 𝑝(𝑥, 𝜃) 𝑖 = 1, 2; 𝐼 = E0

(︀
𝑙(1)(𝑋1, 0)

)︀2
, 𝛽*(𝑡) = Φ(𝑡

√
𝐼 − 𝑢𝛼).

Теперь из Леммы 1 непосредственно следует формула для асимптотического де-
фекта

𝑑 = lim
𝑛→∞

𝑑𝑛 =
2
(︀
𝛽*
2(𝑡) − 𝛽2(𝑡)

)︀
𝑡 · 𝛽*′(𝑡)

=

=
(𝑡 − 𝑠)2 ·

(︁
D0𝑙

(2)(𝑋1, 0) − 1
𝐼 ·Cov0

(︀
𝑙(1)(𝑋1, 0), 𝑙

(2)(𝑋1, 0)
)︀)︁

4𝐼
≥ 0.

Аналогично, если рассмотреть критерий, основанный на статистике

𝑆𝑛 =
1√
𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑙(1)(𝑋𝑖, 0),
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и имеющий мощность 𝛽𝑛(𝑡), то из формулы (1.4.10) книги [16] и Леммы 1 следует,
что его асимптотический дефект относительно наилучшего критерия с мощностью
𝛽*
𝑛(𝑡) имеет вид

𝑑 = lim
𝑛→∞

𝑑𝑛 =
𝑡2 ·
(︁
D0𝑙

(2)(𝑋1, 0) − 1
𝐼 ·Cov0

(︀
𝑙(1)(𝑋1, 0), 𝑙

(2)(𝑋1, 0)
)︀)︁

4𝐼
≥ 0.

3. Выборки случайного объема

Рассмотрим случайные величины 𝑁1, 𝑁2, . . . и 𝑋1, 𝑋2, . . ., заданные на одном
и том же вероятностном пространстве (Ω, 𝒜, P). В рассматриваемом случае слу-
чайные величины (с.в.) 𝑋1, . . . 𝑋𝑛 интерпретируются как наблюдения, а 𝑛 как
неслучайное число наблюдений, при этом случайная величина 𝑁𝑛 — случайное
число наблюдений, зависящее от натурального параметра 𝑛 ∈ N. Например, если
с.в. 𝑁𝑛 имеет геометрическое распределение вида

P(𝑁𝑛 = 𝑘) =
1

𝑛

(︁
1 − 1

𝑛

)︁𝑘−1

, 𝑘 ∈ N,

то
E 𝑁𝑛 = 𝑛, (8)

и, значит, среднее число наблюдений равно 𝑛. Условие (8) далее будет предпола-
гаться выполненным в ослабленном варианте E 𝑁𝑛 = 𝑛 + o(𝑛), 𝑛 → ∞.

Предположим, что для каждого 𝑛 ∈ N с.в. 𝑁𝑛 принимает только натуральные
значения (то есть 𝑁𝑛 ∈ N) и не зависит от последовательности с.в. 𝑋1, 𝑋2, . . ..

Для каждого 𝑛 ∈ N обозначим через Ψ*
𝑛 = Ψ*

𝑛(𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) критическую
функцию, определяющую данный статистический критерий, то есть это действи-
тельная измеримая функция, зависящая от наблюдений 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 и принима-
ющая значения на отрезке [0, 1]. Для каждого 𝑛 определим критерий, зависящий
от случайного числа наблюдений 𝑁𝑛, то есть критическую функцию вида

Ψ*
𝑁𝑛

(𝜔) ≡ Ψ*
𝑁𝑛(𝜔)(𝑋1(𝜔), . . . , 𝑋𝑁𝑛(𝜔)(𝜔)), 𝜔 ∈ Ω,

и мощность этого критерия относительно последовательности альтернатив 𝜃𝑛

𝛽*
𝑛(𝜃𝑛) = E𝑛,𝜃𝑛Ψ

*
𝑁𝑛

(𝑋1, . . . , 𝑋𝑁𝑛
) =

∞∑︁
𝑘=1

𝛽*
𝑘(𝜃𝑛) · P(𝑁𝑛 = 𝑘),

где 𝛽*
𝑘(𝜃𝑛) — мощность критерия, основанного на неслучайном числе наблюдений 𝑘

𝛽*
𝑘(𝜃𝑛) = E𝑛,𝜃𝑛Ψ

*
𝑘(𝑋1, . . . , 𝑋𝑘).

Рассмотрим сначала асимптотическое поведение так называемой усредненной
мощности этого критерия, которая имеет смысл некоторой средней (усредненной)
характеристики критерия и зависит от всей последовательности альтернатив и
распределения случайного индекса, как при байесовском подходе, и определяется
по формуле

𝛽*
(𝑛) =

∞∑︁
𝑘=1

𝛽*
𝑘(𝜃𝑘) · P(𝑁𝑛 = 𝑘).
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Введенная здесь усредненная мощность 𝛽*
(𝑛) также имеет смысл, поскольку для

неё существует конечный дефект, и поэтому она является одной из возможных ап-
проксимаций мощности критериев, построенных по выборкам случайного объема.

С помощью формулы полной вероятности нетрудно получить следующее утвер-
ждение

Лемма 2. Пусть мощность 𝛽*
𝑛(𝜃𝑛) удовлетворяет условиям Леммы 1, тогда

для усредненной мощности 𝛽*
(𝑛)(𝜃𝑛) справедливо асимптотическое разложение

𝛽*
(𝑛) = 𝛽*(𝑡) + 𝛽*

1(𝑡) · E 𝑁−1/2
𝑛 + 𝛽*

2(𝑡) · E 𝑁−1
𝑛 + 𝑟*𝑛,

где для остаточного члена 𝑟*𝑛 справедливо неравенство

|𝑟*𝑛| ≤ 𝐶1 · E𝑁−1−𝛾1
𝑛 , 𝛾1 > 0, 𝐶1 > 0.

Если для случайного индекса 𝑁𝑛 справедливы соотношения

E𝑁−1/2
𝑛 =

𝑎1√
𝑛

+
𝑎2
𝑛

+ o(𝑛−1),

E 𝑁−1
𝑛 =

𝑏2
𝑛

+ o(𝑛−1), 𝑎1, 𝑎2, 𝑏2 ∈ R,

E 𝑁−1−𝛾
𝑛 = o(𝑛−1),

то для усредненной мощности 𝛽*
(𝑛) справедливо асимптотическое разложение

𝛽*
(𝑛) = 𝛽*(𝑡) + 𝛽*

1(𝑡) ·
𝑎1√
𝑛

+
1

𝑛

(︀
𝑏2 · 𝛽*

2(𝑡) + 𝑎2 · 𝛽*
1(𝑡)

)︀
+ o(𝑛−1).

В случае, если 𝑎1 = 1, асимптотический дефект 𝑑, определяемый по формуле

𝑑𝑛 = 𝑚̄(𝑛) − 𝑛, 𝛽*
𝑛(𝜃𝑛) = 𝛽*

(𝑚̄(𝑛))

(при решении последнего уравнения переменная 𝑚̄(𝑛), как и всюду выше, трак-
туется как непрерывная переменная), равен

𝑑 =
2
(︁
(1 − 𝑏2)𝛽

*
2(𝑡) − 𝑎2𝛽

*
1(𝑡)

)︁
𝑡𝛽*′(𝑡)

.

Рассмотрим теперь (как и выше) критерий, основанный на выборках случай-
ного объема и имеющий следующую мощность относительно последовательности
альтернатив 𝜃𝑛

𝛽*
𝑛(𝜃𝑛) = E𝑛,𝜃𝑛Ψ

*
𝑁𝑛

(𝑋1, . . . , 𝑋𝑁𝑛
) =

∞∑︁
𝑘=1

𝛽*
𝑘(𝜃𝑛) · P(𝑁𝑛 = 𝑘).

Определим формально последовательность натуральных чисел 𝑚(𝑛) из уравнения

𝛽*
𝑛(𝜃𝑛) = 𝛽*

𝑚(𝑛)(𝜃𝑛),
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𝑑𝑛 = 𝑚(𝑛) − 𝑛,

где величина 𝑑𝑛 это «среднее добавочное число наблюдений» в случае случайно-
го числа наблюдений, при котором мощность при фиксированной альтернативе
совпадает с мощностью в случае неслучайного числа наблюдений. В приводимом
ниже Утверждении приводятся достаточные условия, при которых существует ко-
нечный предел

𝑑 = lim
𝑛→∞

𝑑𝑛.

Теорема 1. Пусть мощность 𝛽*
𝑛(𝜃𝑛) удовлетворяет условиям Леммы 1 и для

мощности 𝛽*
𝑘(𝜃𝑛) справедливо асимптотическое разложение вида

𝛽*
𝑘(𝜃𝑛) = 𝛽(𝑡) + 𝑎(𝑛, 𝑡) +

𝑏(𝑛, 𝑡)√
𝑘

+
𝑐(𝑛, 𝑡)

𝑘
+

+
(︀
𝑘/𝑛 − 1

)︀
· 𝛽1(𝑡) +

(︀
𝑘/𝑛 − 1

)︀2 · 𝛽2(𝑡) + 𝑟𝑛,𝑘,

где остаточный член 𝑟𝑛,𝑘 удовлетворяет неравенству

|𝑟𝑛,𝑘| ≤ 𝐶 ·
(︀
|𝑘/𝑛 − 1|2+𝛾 + 𝑘−1−𝛾), 𝐶 > 0, 𝛾 > 0

и 𝑎(𝑛, 𝑡), 𝑏(𝑛, 𝑡), 𝑐(𝑛, 𝑡) — некоторые константы. Тогда для мощности 𝛽*
𝑛(𝜃𝑛)

справедливо асимптотическое разложение

𝛽*
𝑛(𝜃𝑛) = 𝛽(𝑡) + E

(︀
𝑁𝑛/𝑛 − 1

)︀
· 𝛽1(𝑡) + E

(︀
𝑁𝑛/𝑛 − 1

)︀2 · 𝛽2(𝑡) +
+ 𝑎(𝑛, 𝑡) + 𝑏(𝑛, 𝑡) · E 𝑁−1/2

𝑛 + 𝑐(𝑛, 𝑡) · E 𝑁−1
𝑛 + 𝜌𝑛,

где остаточный член 𝜌𝑛 удовлетворяет неравенству

|𝜌𝑛| ≤ 𝐶 ·
(︀
E |𝑁𝑛/𝑛 − 1|2+𝛾 + E 𝑁−1−𝛾

𝑛

)︀
, 𝐶 > 0, 𝛾 > 0.

Доказательство. Непосредственно следует из Леммы 1 и формулы полной веро-
ятности.

Следствие 1. Пусть выполнены условия Теоремы 1, и если для моментов слу-
чайного индекса 𝑁𝑛 справедливы соотношения (здесь для E𝑁𝑛 предполагается
более слабое условие по сравнению с (8))

E𝑁𝑛 = 𝑛 + o(n−1 ), D𝑁𝑛 = 𝑣 · 𝑛 + o(𝑛), E |𝑁𝑛/𝑛 − 1|2+𝛾 = o(𝑛−1−𝛾),

E𝑁−1/2
𝑛 =

𝑎1√
𝑛

+
𝑎2
𝑛

+ o(𝑛−1),

E 𝑁−1
𝑛 =

𝑏2
𝑛

+ o(𝑛−1), 𝑎1, 𝑎2, 𝑏2 ∈ R,

E 𝑁−1−𝛾
𝑛 = o(𝑛−1),

тогда для мощности 𝛽*
𝑛(𝜃𝑛) справедливо асимптотическое разложение

𝛽*
𝑛(𝜃𝑛) = 𝛽(𝑡) + 𝑎(𝑛, 𝑡) +

𝑏(𝑛, 𝑡)𝑎1√
𝑛

+

+
𝑎2𝑏(𝑛, 𝑡) + 𝑏2𝑐(𝑛, 𝑡) + 𝑣𝛽2(𝑡)

𝑛
+ 𝑜(𝑛−1)
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и в случае, если 𝛽(𝑡) = 𝛽*(𝑡), 𝑎(𝑛, 𝑡) = 0, 𝑎1𝑏(𝑛, 𝑡) = 𝛽*
1(𝑡) + o(𝑛−1/2) и

𝑐(𝑛, 𝑡) = 𝑐(𝑡) + o(1),

для указанного выше асимптотического дефекта справедливо равенство

𝑑 = lim
𝑛→∞

𝑑𝑛 =
2
(︀
𝛽*
2(𝑡)− 𝑣 · 𝛽2(𝑡)− 𝑎2𝛽

*
1(𝑡)/𝑎1 − 𝑏2𝑐(𝑡)

)︀
𝑡 · 𝛽*′(𝑡)

, 𝑡 ̸= 0, 𝛽*′
(𝑡) ̸= 0.

Рассмотрим в качестве примера применения этих результатов с критическими
областями (6) и (7). Выше для их мощностей были приведены формулы

𝛽*
𝑘(𝜃𝑛) = Φ(

√︀
𝑘/𝑛 · 𝑡 − 𝑢𝛼),

𝛽𝑘(𝜃𝑛) = Φ
(︀
𝑡
√︀
𝑘/𝑛 · (1 − 𝑢2𝛼/(4𝑘)) − 𝑢𝛼

)︀
+ O(𝑘−2), 𝑘, 𝑛 ∈ N.

Определим их мощности в случае выборок случайного объема по формулам

𝛽*
𝑛(𝜃𝑛) =

∞∑︁
𝑘=1

𝛽*
𝑘(𝜃𝑛) · P(𝑁𝑛 = 𝑘) = E Φ

(︀√︀
𝑁𝑛/𝑛 · 𝑡 − 𝑢𝛼

)︀
,

𝛽𝑛(𝜃𝑛) =
∞∑︁
𝑘=1

𝛽𝑘(𝜃𝑛) · P(𝑁𝑛 = 𝑘) =

= E Φ
(︀√︀

𝑁𝑛/𝑛 · 𝑡(1 − 𝑢2𝛼 ·𝑁−1
𝑛 · 1/4) − 𝑢𝛼

)︀
+ O(E 𝑁−2

𝑛 ).

Рассмотрим функцию

𝑔(𝑥) = Φ(𝑢1
√
𝑥+ 1 + 𝑢2), 𝑢1, 𝑢2 ∈ R,

тогда по формуле Тейлора с интегральным остаточным членом ее можно предста-
вить в виде

𝑔(𝑥) = 𝑔(0) + 𝑥 · 𝑔(1)(0) +
𝑥2

2
· 𝑔(2)(0) +

𝑥3

2
·
� 1

0

(1 − 𝜈)2𝑔(3)(𝑥𝜈)𝑑𝜈.

Из этой формулы следуют асимптотические разложения

𝛽*
𝑛(𝜃𝑛) = E Φ

(︀√︀
𝑁𝑛/𝑛 · 𝑡 − 𝑢𝛼

)︀
=

= Φ(𝑡 − 𝑢𝛼) − 𝑡 · D𝑁𝑛

8𝑛2
· 𝜑(𝑡 − 𝑢𝛼)(1 − 𝑡𝑢𝛼 + 𝑡2) + O

(︀
E |𝑁𝑛/𝑛 − 1|3

)︀
,

𝛽𝑛(𝜃𝑛) = E Φ
(︀√︀

𝑁𝑛/𝑛 · 𝑡(1 − 𝑢2𝛼 ·𝑁−1
𝑛 · 1/4) − 𝑢𝛼

)︀
+ O(E 𝑁−2

𝑛 ) =

= Φ(𝑡 − 𝑢𝛼) − 𝑡 · D𝑁𝑛

8𝑛2
· 𝜑(𝑡 − 𝑢𝛼)(1 − 𝑡𝑢𝛼 + 𝑡2) −

− 𝑢2𝛼
4
√
𝑛
·E𝑁−1/2

𝑛 ·𝜑(𝑡 − 𝑢𝛼) + O(𝑛−1 ·E 𝑁−1
𝑛 ) + O(E 𝑁−2

𝑛 ) + O
(︀
E |𝑁𝑛/𝑛 − 1|3

)︀
.

Теперь из этих формул непосредственно следует следующая Теорема
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Теорема 2. Пусть для случайного индекса 𝑁𝑛 справедливы соотношения

E𝑁𝑛 = 𝑛 + o(n−1 ), D𝑁𝑛 = 𝑣 · 𝑛 + o(𝑛), E |𝑁𝑛/𝑛 − 1|3 = o(𝑛−1),

E𝑁−1/2
𝑛 =

𝑎1√
𝑛

+
𝑎2
𝑛

+ o(𝑛−1),

E 𝑁−1
𝑛 =

𝑏2
𝑛

+ o(𝑛−1), 𝑎1, 𝑎2, 𝑏2 ∈ R,

E 𝑁−2
𝑛 = o(𝑛−1),

тогда для мощностей 𝛽*
𝑛(𝜃𝑛) и 𝛽𝑛(𝜃𝑛) указанных выше критериев справедливы

асимптотические разложения

𝛽*
𝑛(𝜃𝑛) = Φ(𝑡 − 𝑢𝛼) − 𝑡 · 𝑣

8𝑛
· 𝜑(𝑡 − 𝑢𝛼)(1 − 𝑡𝑢𝛼 + 𝑡2) + o

(︀
𝑛−1

)︀
,

𝛽𝑛(𝜃𝑛) = Φ(𝑡 − 𝑢𝛼) −
𝑡 · 𝑣
8𝑛

·𝜑(𝑡 − 𝑢𝛼)(1 − 𝑡𝑢𝛼 + 𝑡2) − 𝑡 · 𝑢2𝛼
4 𝑛

·𝑎1·𝜑(𝑡 − 𝑢𝛼) + o(𝑛−1).

Эти критерии имеют, соответственно, асимптотические дефекты 𝑑* и 𝑑 от-
носительно наилучшего критерия с мощностью

𝛽*
𝑛(𝜃𝑛) = Φ(𝑡 − 𝑢𝛼),

вида

𝑑* =
𝑣 · (1 − 𝑡𝑢𝛼 + 𝑡2)

4
, 𝑑 =

𝑣 · (1 − 𝑡𝑢𝛼 + 𝑡2) + 2𝑢2𝛼𝑎1
4

и дефект между собой, равный

𝑑* =
𝑎1 · 𝑢2𝛼

2
.

Замечание 1. Заметим, что если рассмотреть усредненные мощности, то ука-
занные в Теореме 2 критерии имеют, соответственно, усредненные мощности
вида

Φ(𝑡 − 𝑢𝛼)

и

E Φ
(︀
𝑡(1 − 𝑢2𝛼 ·𝑁−1

𝑛 · 1/4) − 𝑢𝛼
)︀

+ O(E 𝑁−2
𝑛 ) =

= Φ(𝑡 − 𝑢𝛼) − 𝑡 · 𝑢2𝛼 · E 𝑁−1
𝑛

4
· 𝜑(𝑡 − 𝑢𝛼) + O(E 𝑁−2

𝑛 ).

При этом в условиях Теоремы 2 их дефект равен

𝑏2 · 𝑢2𝛼
2

.
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4. Случай усеченных биномиального распределения, распределения
Пуассона и распределения Делапорта

Пусть с.в. 𝑁 имеет усеченное в нуле биномиальное распределение с парамет-
рами 𝑛 и 𝑝 ∈ (0, 1), то есть

P
(︀
𝑁 = 𝑖

)︀
=

1

1 − 𝑞𝑛

(︂
𝑛

𝑖

)︂
𝑝𝑖 𝑞𝑛−𝑖, 𝑞 = 1 − 𝑝, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. (9)

Тогда
E 𝑁 =

𝑛𝑝

1 − 𝑞𝑛

и в работе [17, см. формулы (2.18)—(2.20)] получены следующие асимптотические
формулы

E 𝑁−1 =
1

1 − 𝑞𝑛

(︁ 1

𝑛𝑝
+

𝑞

(𝑛𝑝)2
+ O

(︀
(𝑛𝑝)−3

)︀)︁
,

E 𝑁−2 =
1

1 − 𝑞𝑛

(︁ 1

(𝑛𝑝)2
+ O

(︀
(𝑛𝑝)−3

)︀)︁
,

E 𝑁−3 =
1

1 − 𝑞𝑛

(︁ 1

(𝑛𝑝)3
+ O

(︀
(𝑛𝑝)−4

)︀)︁
.

Определим теперь случайный индекс 𝑁𝑛 как с.в. 𝑁 с параметрами 𝑛,𝑚 ∈ N, 𝑚
фиксировано и 𝑝 = 1/𝑚, 𝑛 → ∞. Тогда из последних формул получаем

E 𝑁−1
𝑛 =

1

1 − (1− 1/𝑚)𝑛𝑚

(︁ 1
𝑛

+
1− 1/𝑚

𝑛2
+ O

(︀
𝑛−3

)︀)︁
=

=
1

𝑛
+

1− 1/𝑚

𝑛2
+ O

(︀
𝑛−3

)︀
.

В работе [17] доказана более общая формула (см. Следствие 3)

E 𝑁−𝑠
𝑛 =

1

𝑛𝑠

(︂
1 +

𝑠(𝑠+ 1)(1− 1/𝑚)

2𝑛
+ O

(︀
𝑛−2

)︀)︂
, 𝑠 > 0.

Теорема 3. Пусть случайный индекс 𝑁𝑛 имеет распределение (9) с параметрами
𝑛, 𝑚 ∈ N, 𝑚 фиксировано и 𝑝 = 1/𝑚, 𝑛 → ∞. Тогда в условиях Теоремы 2
справедливы асимптотические разложения

𝛽*
𝑛(𝜃𝑛) = Φ(𝑡− 𝑢𝛼)−

𝑡(̇1− 1/𝑚)

8𝑛
· 𝜑(𝑡− 𝑢𝛼)(1− 𝑡𝑢𝛼 + 𝑡2) + o

(︀
𝑛−1

)︀
,

𝛽𝑛(𝜃𝑛) = Φ(𝑡−𝑢𝛼)−
𝑡 · (1− 1/𝑚)

8𝑛
·𝜑(𝑡−𝑢𝛼)(1− 𝑡𝑢𝛼+ 𝑡2)−

𝑡 · 𝑢2𝛼
4𝑛

·𝜑(𝑡−𝑢𝛼)+o(𝑛−1).

Эти критерии имеют, соответственно, асимптотические дефекты 𝑑*1 и 𝑑1 от-
носительно наилучшего критерия с мощностью

𝛽*
𝑛(𝜃𝑛) = Φ(𝑡 − 𝑢𝛼),
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вида

𝑑*1 =
(1 − 1/𝑚)(1 − 𝑡𝑢𝛼 + 𝑡2)

4
, 𝑑1 =

(1 − 1/𝑚) · (1 − 𝑡𝑢𝛼 + 𝑡2) + 2𝑢2𝛼
4

и дефект между собой, равный

𝑑*11 =
𝑢2𝛼
2
.

Замечание 2. Заметим, что если рассмотреть усредненные мощности, то ука-
занные в Теореме 3 критерии имеют, соответственно, усредненные мощности
вида

Φ(𝑡 − 𝑢𝛼)

и

Φ(𝑡 − 𝑢𝛼) − 𝑡 · 𝑢2𝛼
4𝑛

· 𝜑(𝑡 − 𝑢𝛼) + o(𝑛−1).

При этом с учетом Теоремы 2 их дефект равен 𝑢2𝛼/2.

Доказательство. Непосредственно следует из утверждения Теоремы 2, приведен-
ных выше формул для моментов вида E 𝑁−𝑠

𝑛 , 𝑠 > 0 и неравенства, справедливого
для биномиальных случайных величин 𝑁𝑛:

E |𝑁𝑛/𝑛 − 1|3 ≤
(︁
E (𝑁𝑛/𝑛 − 1)4

)︁3/4
= o(𝑛−1).

Пусть теперь случайная величина 𝑀 имеет усеченное в нуле распределение
Пуассона с параметром 𝜆 > 0, то есть

P
(︀
𝑀 = 𝑖

)︀
=

𝑒−𝜆 𝜆𝑖

𝑖! (1 − 𝑒−𝜆)
, 𝑖 = 1, 2, . . . , (10)

тогда

E 𝑀 =
𝜆

1 − 𝑒−𝜆
.

В работе [15, см. (3.7)] также получены следующие асимптотические формулы:

E𝑀−𝑔 =
1

𝜆𝑔(1− 𝑒−𝜆)

(︁
1 +

𝑔(𝑔 + 1)

2𝜆
+
𝑔(10 + 21𝑔 + 14𝑔2 + 3𝑔3)

24𝜆2
+O

(︀
𝜆−3

)︀)︁
, 𝑔 > 0.

Определим теперь случайный индекс 𝑁𝑛 как случайную величину 𝑀 = 𝑀𝑛 с
параметром 𝜆 = 𝑛 ∈ N, 𝑛 → ∞. Тогда из последней формулы следует, что

E 𝑁−𝑔
𝑛 =

1

𝑛𝑔

(︁
1 +

𝑔(𝑔 + 1)

2𝑛
+

𝑔(10 + 21𝑔 + 14𝑔2 + 3𝑔3)

24𝑛2
+ O

(︀
𝑛−3

)︀)︁
, 𝑔 > 0.
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Теорема 4. Пусть случайный индекс 𝑁𝑛 имеет распределение (10) с парамет-
ром 𝜆 = 𝑛, 𝑛 ∈ N, 𝑛 → ∞. Тогда в условиях Теоремы 2 справедливы
асимптотические разложения

𝛽*
𝑛(𝜃𝑛) = Φ(𝑡 − 𝑢𝛼) − 𝑡

8𝑛
· 𝜑(𝑡 − 𝑢𝛼)(1 − 𝑡𝑢𝛼 + 𝑡2) + o

(︀
𝑛−1

)︀
,

𝛽𝑛(𝜃𝑛) = Φ(𝑡 − 𝑢𝛼) − 𝑡

8𝑛
·𝜑(𝑡 − 𝑢𝛼)(1 − 𝑡𝑢𝛼 + 𝑡2) − 𝑡 · 𝑢2𝛼

4 𝑛
·𝜑(𝑡 − 𝑢𝛼) + o(𝑛−1).

Эти критерии имеют, соответственно, асимптотические дефекты 𝑑*2 и 𝑑2 от-
носительно наилучшего критерия с мощностью

𝛽*
𝑛(𝜃𝑛) = Φ(𝑡 − 𝑢𝛼),

вида

𝑑*2 =
1 − 𝑡𝑢𝛼 + 𝑡2

4
, 𝑑2 =

1 − 𝑡𝑢𝛼 + 𝑡2 + 2𝑢2𝛼
4

и дефект между собой равный

𝑑*22 =
𝑢2𝛼
2
.

При доказательстве этой Теоремы используются Теорема 2, указанные выше
формулы и неравенство, справедливое для пуассоновских случайных величин 𝑁𝑛

E |𝑁𝑛/𝑛 − 1|3 ≤
(︁
E (𝑁𝑛/𝑛 − 1)4

)︁3/4
= o(𝑛−1).

Замечание 3. Заметим, что если рассмотреть усредненные мощности, то ука-
занные в Теореме 4 критерии имеют, соответственно, усредненные мощности
вида

Φ(𝑡 − 𝑢𝛼)

и

Φ(𝑡 − 𝑢𝛼) − 𝑡 · 𝑢2𝛼
4𝑛

· 𝜑(𝑡 − 𝑢𝛼) + o(𝑛−1).

При этом из Теоремы 2 следует, что их дефект равен 𝑢2𝛼/2.

Теорема 5. Пусть случайный индекс 𝑁𝑛 имеет распределение Делапорта (1) и
выполнены условия (2) и (3). Тогда в условиях Теоремы 2 справедливы асимпто-
тические разложения

𝛽*
𝑛(𝜃𝑛) = Φ(𝑡 − 𝑢𝛼) +

𝑡𝛾

8𝑛
· 𝜑(𝑡 − 𝑢𝛼)(1 − 𝑡𝑢𝛼 + 𝑡2) + o

(︀
𝑛−1

)︀
,

𝛽𝑛(𝜃𝑛) = Φ(𝑡 − 𝑢𝛼) +
𝑡𝛾

8𝑛
·𝜑(𝑡 − 𝑢𝛼)(1 − 𝑡𝑢𝛼 + 𝑡2) − 𝑡 · 𝑢2𝛼

4 𝑛
·𝜑(𝑡 − 𝑢𝛼) + o(𝑛−1).

Эти критерии имеют, соответственно, асимптотические дефекты 𝑑*2 и 𝑑2 от-
носительно наилучшего критерия с мощностью

𝛽*
𝑛(𝜃𝑛) = Φ(𝑡 − 𝑢𝛼),
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вида

𝑑*2 = −𝛾 · 1 − 𝑡𝑢𝛼 + 𝑡2

4
, 𝑑2 = −𝛾 · 1 − 𝑡𝑢𝛼 + 𝑡2 + 2𝑢2𝛼

4

и дефект между собой, равный

𝑑*22 =
𝑢2𝛼
2
.

Замечание 4. Заметим, что если рассмотреть усредненные мощности, то ука-
занные в Теореме 5 критерии имеют, соответственно, усредненные мощности
вида

Φ(𝑡 − 𝑢𝛼)

и

Φ(𝑡 − 𝑢𝛼) +
𝑡𝛾 · 𝑢2𝛼
4𝑛

· 𝜑(𝑡 − 𝑢𝛼) + o(𝑛−1).

При этом из Теоремы 2 следует, что их дефект равен 𝑢2𝛼/2.

Заключение

В работе рассмотрено применение распределения Делапорта к анализу асимп-
тотического поведения мощностей критериев в случае выборок случайного объема
и фиксированном уровне значимости, в задаче проверки простой гипотезы, ка-
сающейся одномерного параметра, против последовательности близких сложных
альтернатив. Определяются мощности критериев в случае выборок со случайным
объемом. Для асимптотического сравнения мощностей критериев используется по-
нятие дефекта, смысл которого состоит в том, что это добавочное число наблюде-
ний, необходимое конкурирующему критерию для асимптотического достижения
мощности наилучшего критерия. Приведены явные формулы для асимптотиче-
ского дефекта. Рассмотрены три примера, иллюстрирующие полученные резуль-
таты. В этих примерах рассмотрены конкретные распределения случайного ин-
декса, описывающего случайный объем выборки, и конкретные критерии в случае
нормальных выборок. Первый пример касается усеченного в нуле биномиального
распределения, во втором примере рассматривается усеченное в нуле распределе-
ние Пуассона, а в третьем примере рассмотрено распределение Делапорта.
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The paper considers the application of the Delaporte distribution to the
analysis of the asymptotic behavior of the criterion capacities in the case
of random samples in the task of testing a simple hypothesis concerning a
one-dimensional parameter against a sequence of close alternatives. This
distribution describes a random sample size.The concept of criterion power
is introduced in this case. An asymptotic comparison of specific criteria (in
the case of normal samples) is carried out using the concept of defect, which
is an additional number of observations required by a competing criterion
to asymptotically achieve the power of the best criterion.
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