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Статья посвящена отысканию новых точных решений квазигидродина-
мической системы для слабосжимаемой вязкой жидкости в цилиндри-
ческих координатах. Комбинация известных результатов теории урав-
нений Навье–Стокса и теорем автора позволила построить некоторые
однородно-винтовые решения. На основе установленного автором прин-
ципа суперпозиции удалось получить решения, не являющиеся винто-
выми, но удовлетворяющие обобщенному условию Громеки–Бельтрами.
Все выписанные решения квазигидродинамической системы являются
также точными решениями классической системы Навье–Стокса в ди-
намике несжимаемой вязкой жидкости.
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Введение

Построению точных решений системы Навье–Стокса в динамике вязкой несжи-
маемой жидкости посвящена обширная научная литература. Ограничимся ссыл-
ками [1–13]. В монографиях [14–17] выведена и исследована квазигидродинамичес-
кая (КГД) система, которая отличается от системы Навье–Стокса дополнительны-
ми дивергентными членами. Эта статья посвящена поиску новых классов точных
решений квазигидродинамической системы для слабосжимаемой вязкой жидкости
в цилиндрических координатах. Все построенные решения удовлетворяют также
классической системе Навье–Стокса.

Для связности изложения приведены в единых обозначениях подробные дока-
зательства некоторых известных результатов в теории Навье–Стокса. Они допол-
нены опубликованными теоремами автора по квазигидродинамической системе.

© Шеретов Ю.В., 2026

5

https://doi.org/10.26456/vtpmk770


6 ШЕРЕТОВ Ю.В.

На основе указанных теоретических положений построены некоторые однородно-
винтовые решения, которые для КГД системы являются новыми. С помощью ус-
тановленного автором принципа суперпозиции найдены новые решения КГД си-
стемы, не являющиеся однородно-винтовыми. Они удовлетворяют также системе
Навье–Стокса и подчиняются обобщенному условию Громеки–Бельтрами.

1. Квазигидродинамическая система. Система Навье–Стокса. Общие
точные решения. Цилиндрические координаты

Квазигидродинамическая система для слабосжимаемой вязкой жидкости без
учета внешних сил имеет вид

div 𝑢⃗ = div 𝑤⃗, (1.1)

𝜕𝑢⃗

𝜕𝑡
+
(︀
(𝑢⃗− 𝑤⃗) · ∇

)︀
𝑢⃗+∇𝑝 = 𝜈∆𝑢⃗+ 𝜈∇

(︀
div 𝑢⃗

)︀
+ div (𝑢⃗⊗ 𝑤⃗). (1.2)

Вектор 𝑤⃗ определяется по формуле

𝑤⃗ = 𝜏
(︀
(𝑢⃗ · ∇)𝑢⃗+∇𝑝

)︀
. (1.3)

Символом 𝜈 обозначен коэффициент кинематической вязкости. Он является за-
данной положительной константой. Постоянная средняя плотность жидкости 𝜌
считается равной единице. Оператор Лапласа ∆ действует в пространстве R3

𝑥⃗.
Система (1.1) – (1.2) замкнута относительно неизвестных функций – скорости
𝑢⃗ = 𝑢⃗(𝑥⃗, 𝑡) и давления 𝑝 = 𝑝(𝑥⃗, 𝑡). Характерное время релаксации 𝜏 вычисляется
по формуле

𝜏 =
𝜈

𝑐2𝑠
, (1.4)

где 𝑐𝑠 – скорость звука в жидкости.
Если в (1.1) – (1.2) пренебречь слагаемыми, содержащими 𝜏 , то получим сис-

тему Навье–Стокса для вязкой несжимаемой жидкости:

div 𝑢⃗ = 0, (1.5)

𝜕𝑢⃗

𝜕𝑡
+ (𝑢⃗ · ∇)𝑢⃗+∇𝑝 = 𝜈∆𝑢⃗. (1.6)

Пусть Ω – область в пространстве R3
𝑥⃗ × R𝑡. Решения 𝑢⃗ = 𝑢⃗(𝑥⃗, 𝑡) ∈ C∞(Ω),

𝑝 = 𝑝(𝑥⃗, 𝑡) ∈ 𝐶∞(Ω) систем Навье–Стокса и КГД будем называть гладкими реше-
ниями.

Теорема 1 (Ю.В.Шеретов [16]). Пусть 𝑢⃗ = 𝑢⃗(𝑥⃗, 𝑡), 𝑝 = 𝑝(𝑥⃗, 𝑡) – гладкое реше-
ние системы Навье–Стокса (1.5) – (1.6). Для того, чтобы пара (𝑢⃗, 𝑝) являлась
точным решением квазигидродинамической системы (1.1) – (1.2), необходимо и
достаточно выполнения условия

(︀
𝑢⃗ · ∇

)︀(︂𝜕𝑢⃗
𝜕𝑡
− 𝜈∆𝑢⃗

)︂
+

(︂(︂
𝜕𝑢⃗

𝜕𝑡
− 𝜈∆𝑢⃗

)︂
· ∇
)︂
𝑢⃗ = 0. (1.7)
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Выпишем квазигидродинамическую систему без учета влияния внешних сил в
цилиндрических координатах для случая неустановившихся течений:

1

𝑟

𝜕(𝑟𝑢𝑟)

𝜕𝑟
+
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

=
1

𝑟

𝜕(𝑟𝑤𝑟)

𝜕𝑟
+
𝜕𝑤𝑧

𝜕𝑧
, (1.8)

𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑡

+
(︀
𝑢𝑟 − 𝑤𝑟

)︀𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑟

+
(︀
𝑢𝑧 − 𝑤𝑧

)︀𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑧
−
𝑢2𝜙
𝑟

+
𝑢𝜙𝑤𝜙

𝑟
+
𝜕𝑝

𝜕𝑟
=

= 𝜈

(︃
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︁
𝑟
𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑟

)︁
+
𝜕2𝑢𝑟
𝜕𝑧2

− 𝑢𝑟
𝑟2

)︃
+ 𝜈

𝜕

𝜕𝑟

(︃
1

𝑟

𝜕(𝑟𝑢𝑟)

𝜕𝑟
+
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

)︃
+

+
1

𝑟

𝜕(𝑟𝑢𝑟𝑤𝑟)

𝜕𝑟
+
𝜕(𝑢𝑧𝑤𝑟)

𝜕𝑧
− 𝑢𝜙𝑤𝜙

𝑟
, (1.9)

𝜕𝑢𝜙
𝜕𝑡

+
(︀
𝑢𝑟 − 𝑤𝑟

)︀𝜕𝑢𝜙
𝜕𝑟

+
(︀
𝑢𝑧 − 𝑤𝑧

)︀𝜕𝑢𝜙
𝜕𝑧

+
𝑢𝑟𝑢𝜙
𝑟
− 𝑤𝑟𝑢𝜙

𝑟
=

= 𝜈

(︃
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︁
𝑟
𝜕𝑢𝜙
𝜕𝑟

)︁
+
𝜕2𝑢𝜙
𝜕𝑧2

− 𝑢𝜙
𝑟2

)︃
+

1

𝑟

𝜕(𝑟𝑢𝑟𝑤𝜙)

𝜕𝑟
+
𝜕(𝑢𝑧𝑤𝜙)

𝜕𝑧
+
𝑢𝑟𝑤𝜙

𝑟
, (1.10)

𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑡

+
(︀
𝑢𝑟 − 𝑤𝑟

)︀𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑟

+
(︀
𝑢𝑧 − 𝑤𝑧

)︀𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

+
𝜕𝑝

𝜕𝑧
=

= 𝜈

(︃
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︁
𝑟
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑟

)︁
+
𝜕2𝑢𝑧
𝜕𝑧2

)︃
+ 𝜈

𝜕

𝜕𝑧

(︃
1

𝑟

𝜕(𝑟𝑢𝑟)

𝜕𝑟
+
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

)︃
+

+
1

𝑟

𝜕(𝑟𝑢𝑟𝑤𝑧)

𝜕𝑟
+
𝜕(𝑢𝑧𝑤𝑧)

𝜕𝑧
. (1.11)

Здесь

𝑤𝑟 = 𝜏
(︁
𝑢𝑟
𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑟

+ 𝑢𝑧
𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑧
−
𝑢2𝜙
𝑟

+
𝜕𝑝

𝜕𝑟

)︁
, (1.12)

𝑤𝜙 = 𝜏
(︁
𝑢𝑟
𝜕𝑢𝜙
𝜕𝑟

+ 𝑢𝑧
𝜕𝑢𝜙
𝜕𝑧

+
𝑢𝑟𝑢𝜙
𝑟

)︁
, (1.13)

𝑤𝑧 = 𝜏
(︁
𝑢𝑟
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑟

+ 𝑢𝑧
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

+
𝜕𝑝

𝜕𝑧

)︁
. (1.14)

Параметр 𝜏 определяется с помощью выражения

𝜏 =
𝜈

𝑐2𝑠
, (1.15)

где 𝑐𝑠 – скорость звука в жидкости. Связь декартовых координат
(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝑥, 𝑦, 𝑧) с цилиндрическими координатами (𝑟, 𝜙, 𝑧) дается ра-
венствами

𝑥 = 𝑟 cos𝜙, 𝑦 = 𝑟 sin𝜙, 𝑧 = 𝑧. (1.16)

Соответствующая система Навье–Стокса имеет вид

1

𝑟

𝜕(𝑟𝑢𝑟)

𝜕𝑟
+
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

= 0, (1.17)
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𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑡

+ 𝑢𝑟
𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑟

+ 𝑢𝑧
𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑧
−
𝑢2𝜙
𝑟

+
𝜕𝑝

𝜕𝑟
= 𝜈

(︂
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︁
𝑟
𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑟

)︁
+
𝜕2𝑢𝑟
𝜕𝑧2

− 𝑢𝑟
𝑟2

)︂
, (1.18)

𝜕𝑢𝜙
𝜕𝑡

+ 𝑢𝑟
𝜕𝑢𝜙
𝜕𝑟

+ 𝑢𝑧
𝜕𝑢𝜙
𝜕𝑧

+
𝑢𝑟𝑢𝜙
𝑟

= 𝜈

(︂
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︁
𝑟
𝜕𝑢𝜙
𝜕𝑟

)︀
+
𝜕2𝑢𝜙
𝜕𝑧2

− 𝑢𝜙
𝑟2

)︃
, (1.19)

𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑡

+ 𝑢𝑟
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑟

+ 𝑢𝑧
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

+
𝜕𝑝

𝜕𝑧
= 𝜈

(︂
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︁
𝑟
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑟

)︁
+
𝜕2𝑢𝑧
𝜕𝑧2

)︂
. (1.20)

Неизвестными величинами в обеих системах являются компоненты 𝑢𝑟 = 𝑢𝑟(𝑟, 𝑧, 𝑡),
𝑢𝜙 = 𝑢𝜙(𝑟, 𝑧, 𝑡), 𝑢𝑧 = 𝑢𝑧(𝑟, 𝑧, 𝑡) вектора скорости 𝑢⃗ в ортонормированном локальном
базисе (𝑒⃗𝑟, 𝑒⃗𝜙, 𝑒⃗𝑧) и давление 𝑝 = 𝑝(𝑟, 𝑧, 𝑡). Таким образом, зависимость макропа-
раметров среды от угла 𝜙 не учитывается.

2. Построение точных однородно-винтовых решений квазигидродина-
мической системы в цилиндрических координатах

Рассмотрим уравнения Гельмгольца в цилиндрических координатах

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︁
𝑟
𝜕𝛷

𝜕𝑟

)︁
+
𝜕2𝛷

𝜕𝑧2
= −𝜆2𝛷, 𝑟 > 0, (2.1)

а также частный случай (см. [11]) уравнения Грэда–Шафранова

𝜕2𝜓

𝜕𝑟2
− 1

𝑟

𝜕𝜓

𝜕𝑟
+
𝜕2𝜓

𝜕𝑧2
= −𝜆2𝜓, 𝑟 > 0. (2.2)

Здесь 𝜆 – заданная положительная постоянная, 𝛷 = 𝛷(𝑟, 𝑧) и 𝜓 = 𝜓(𝑟, 𝑧) – неизвест-
ные бесконечно дифференцируемые функции, которые будем назвать гладкими.

Теорема 2 (О.И.Богоявленский [11]). Если 𝛷 = 𝛷(𝑟, 𝑧) – гладкое решение
уравнения Гельмгольца (2.1) и

𝜓 = 𝑟
𝜕𝛷

𝜕𝑟
, (2.3)

то 𝜓 = 𝜓(𝑟, 𝑧) – гладкое решение уравнения Грэда–Шафранова (2.2). Если
𝜓 = 𝜓(𝑟, 𝑧) – гладкое решение уравнения Грэда–Шафранова (2.2) и

𝛷 =
1

𝑟

𝜕𝜓

𝜕𝑟
, (2.4)

то 𝛷 = 𝛷(𝑟, 𝑧) – гладкое решение уравнения Гельмгольца (2.1).

Доказательство. Пусть 𝛷 = 𝛷(𝑟, 𝑧) – гладкое решение уравнения Гельмгольца
(2.1). Определим 𝜓 = 𝜓(𝑟, 𝑧) с помощью (2.3). Из (2.1) и (2.3) следует равенство

1

𝑟

𝜕𝜓

𝜕𝑟
+
𝜕2𝛷

𝜕𝑧2
= −𝜆2𝛷. (2.5)

Подействуем оператором 𝜕/𝜕𝑟 на обе части (2.5). Будем иметь

𝜕

𝜕𝑟

(︂
1

𝑟

𝜕𝜓

𝜕𝑟

)︂
+

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝜕2𝛷

𝜕𝑧2

)︂
= −𝜆2 𝜕𝛷

𝜕𝑟
. (2.6)
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Пользуясь правилами дифференцирования и теоремой Шварца о равенстве сме-
шанных производных, преобразуем (2.6) к виду

1

𝑟

𝜕2𝜓

𝜕𝑟2
− 1

𝑟2
𝜕𝜓

𝜕𝑟
+

𝜕2

𝜕𝑧2

(︂
𝜕𝛷

𝜕𝑟

)︂
= −𝜆2 𝜕𝛷

𝜕𝑟
. (2.7)

Умножив обе части (2.2) на 𝑟 и применив формулу (2.3), получим уравнение
Грэда–Шафранова (2.2).

Пусть теперь 𝜓 = 𝜓(𝑟, 𝑧) – гладкое решение уравнения Грэда–Шафранова (2.2).
Найдем 𝛷 = 𝛷(𝑟, 𝑧) с помощью (2.4). Подействуем оператором 𝜕/𝜕𝑟 на обе части
(2.7). Это дает

𝜕3𝜓

𝜕𝑟3
− 𝜕

𝜕𝑟

(︂
1

𝑟

𝜕𝜓

𝜕𝑟

)︂
+

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝜕2𝜓

𝜕𝑧2

)︂
= −𝜆2 𝜕𝜓

𝜕𝑟
. (2.8)

Эквивалентная запись (2.8) такова:

1

𝑟

𝜕3𝜓

𝜕𝑟3
− 1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︂
1

𝑟

𝜕𝜓

𝜕𝑟

)︂
+

𝜕2

𝜕𝑧2

(︂
1

𝑟

𝜕𝜓

𝜕𝑟

)︂
= −𝜆2 1

𝑟

𝜕𝜓

𝜕𝑟
. (2.9)

Принимая во внимание (2.4), перейдем в (2.9) от функции 𝜓 к функции 𝛷. Полу-
чим равенство

1

𝑟

𝜕2

𝜕𝑟2
(︀
𝑟𝛷
)︀
− 1

𝑟

𝜕𝛷

𝜕𝑟
+
𝜕2𝛷

𝜕𝑧2
= −𝜆2𝛷, (2.10)

которое эквивалентно уравнению Гельмгольца (2.1).

Теорема 3 (С.Чандрасекар, П.К.Кендалл [18]). Пусть 𝛷 = 𝛷(𝑥⃗) – гладкое
(бесконечно дифференцируемое) решение уравнения Гельмгольца

∆𝛷 = −𝜆2𝛷, (2.11)

в котором 𝜆 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0,

∆ =
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
+

𝜕2

𝜕𝑧2

– трехмерный оператор Лапласа. Символом 𝑛⃗ =
(︀
𝑛𝑥, 𝑛𝑦, 𝑛𝑧

)︀
обозначим произ-

вольный фиксированный единичный вектор в пространстве R3
𝑥⃗. Тогда векторное

поле 𝐴⃗ = 𝐴⃗
(︀
𝑥⃗
)︀
, определяемое формулой

𝐴⃗ =
1

𝜆
rotrot

(︀
𝑛⃗𝛷
)︀

+ rot
(︀
𝑛⃗𝛷
)︀
, (2.12)

является решением уравнения Громеки–Бельтрами

rot 𝐴⃗ = 𝜆𝐴⃗. (2.13)

Здесь

rot 𝐴⃗ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑖⃗ 𝑗⃗ 𝑘⃗

𝜕
𝜕𝑥

𝜕
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑧

𝐴𝑥 𝐴𝑦 𝐴𝑧

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .
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Доказательство. Пусть 𝛷 = 𝛷(𝑥⃗) – гладкое решение уравнения (2.11). Подставим
его в (2.11), а затем умножим обе части полученного равенства на постоянный
вектор 𝑛⃗. Будем иметь

𝑛⃗∆𝛷 = −𝜆2𝑛⃗𝛷. (2.14)

Эквивалентная запись (2.14) такова:

∆
(︀
𝑛⃗𝛷
)︀

= −𝜆2𝑛⃗𝛷. (2.15)

Подействуем оператором rot на обе части (2.15):

rot∆
(︀
𝑛⃗𝛷
)︀

= −𝜆2rot
(︀
𝑛⃗𝛷
)︀
. (2.16)

В соответствии с правилами дифференцирования из (2.16) получаем

∆
(︁
rot
(︀
𝑛⃗𝛷
)︀)︁

= −𝜆2rot
(︀
𝑛⃗𝛷
)︀
. (2.17)

Справедлива цепочка равенств

rot 𝐴⃗ = rot
(︂

1

𝜆
rotrot

(︀
𝑛⃗𝛷
)︀

+ rot
(︀
𝑛⃗𝛷
)︀)︂

=

= 𝜆

(︂
1

𝜆
rotrot

(︀
𝑛⃗𝛷
)︀

+
1

𝜆2
rotrot

(︁
rot
(︀
𝑛⃗𝛷
)︀)︁)︂

=

= 𝜆

(︂
1

𝜆
rotrot

(︀
𝑛⃗𝛷
)︀

+
1

𝜆2
∇div

(︁
rot
(︀
𝑛⃗𝛷
)︀)︁
− 1

𝜆2
∆
(︁
rot
(︀
𝑛⃗𝛷
)︀)︁)︂

=

= 𝜆

(︂
1

𝜆
rotrot

(︀
𝑛⃗𝛷
)︀

+ rot
(︀
𝑛⃗𝛷
)︀)︂

= 𝜆𝐴⃗. (2.18)

Из (2.18) следует (2.13). При проведении формальных выкладок было использо-
вано равенство (2.17). Учтены также известные (см. [1]) векторные тождества

rotrot𝐻⃗ = ∇
(︀
div𝐻⃗

)︀
−∆𝐻⃗, (2.19)

div
(︀
rot𝐿⃗

)︀
= 0, (2.20)

для
𝐻⃗ = rot

(︀
𝑛⃗𝛷
)︀
, 𝐿⃗ = 𝑛⃗𝛷. (2.21)

Следствие 1. Рассмотрим векторное поле

𝐵⃗ = −𝜆𝐴⃗ = −rotrot
(︀
𝑛⃗𝛷
)︀
− 𝜆rot

(︀
𝑛⃗𝛷
)︀
, (2.22)

которое отличается от 𝐴⃗ лишь постоянным множителем. Ясно, что 𝐵⃗ = 𝐵⃗(𝑥⃗)
также является решением уравнения Громеки–Бельтрами

rot 𝐵⃗ = 𝜆𝐵⃗. (2.23)
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Теорема 4. Пусть 𝛷 = 𝛷(𝑟, 𝑧) – гладкое решение уравнения Гельмгольца (2.1).
Тогда векторное поле

𝐵⃗ = 𝐵⃗(𝑟, 𝑧) = − 𝜕

𝜕𝑧

(︁𝜕𝛷
𝜕𝑟

)︁
𝑒⃗𝑟 + 𝜆

𝜕𝛷

𝜕𝑟
𝑒⃗𝜙 +

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︁
𝑟
𝜕𝛷

𝜕𝑟

)︁
𝑒⃗𝑧 (2.24)

удовлетворяет уравнению Громеки–Бельтрами (2.23). Здесь (𝑒⃗𝑟, 𝑒⃗𝜙, 𝑒⃗𝑧) – орто-
нормированный локальный базис в цилиндрической системе координат.

Доказательство. В формуле (2.22) положим 𝑛⃗ = 𝑒⃗𝑧. Далее в (2.22) вос-
пользуемся известной (см. [1]) формулой вычисления ротора векторного поля
𝐻⃗ = 𝐻𝑟 𝑒⃗𝑟 +𝐻𝜙𝑒⃗𝜙 +𝐻𝑧 𝑒⃗𝑧 в цилиндрических координатах:

rot 𝐻⃗ =
(︁1

𝑟

𝜕𝐻𝑧

𝜕𝜙
− 𝜕𝐻𝜙

𝜕𝑧

)︁
𝑒⃗𝑟 +

(︁𝜕𝐻𝑟

𝜕𝑧
− 𝜕𝐻𝑧

𝜕𝑟

)︁
𝑒⃗𝜙 +

1

𝑟

(︁ 𝜕
𝜕𝑟

(︀
𝑟𝐻𝜙

)︀
− 𝜕𝐻𝑟

𝜕𝜙

)︁
𝑒⃗𝑧. (2.25)

Получим (2.24). В силу следствия из теоремы 5 векторное поле 𝐵⃗ = 𝐵⃗(𝑟, 𝑧) удо-
влетворяет уравнению Громеки–Бельтрами (2.23).

Теорема 5 (О.И.Богоявленский [11]). Пусть 𝜓 = 𝜓(𝑟, 𝑧) – гладкое решение
уравнения Грэда–Шафранова (2.2). Тогда векторное поле

𝐵⃗ = 𝐵⃗(𝑟, 𝑧) = −1

𝑟

𝜕𝜓

𝜕𝑧
𝑒⃗𝑟 +

𝜆𝜓

𝑟
𝑒⃗𝜙 +

1

𝑟

𝜕𝜓

𝜕𝑟
𝑒⃗𝑧 (2.26)

удовлетворяет уравнению Громеки–Бельтрами (2.23).

Доказательство. Принимая во внимание (2.4), преобразуем (2.24) к виду (2.26).
По теореме 4 поле 𝐵⃗ = 𝐵⃗(𝑟, 𝑧), определяемое формулой (2.26), удовлетворяет урав-
нению Громеки–Бельтрами (2.23).

Замечание 1. В [11] приведено другое доказательство. Равенство (2.23) было про-
верено непосредственно с помощью формул (2.2), (2.25) и (2.26). Однако оставался
невыясненным вопрос, из каких соображений получена сама формула (2.26).

Теорема 6 (Ю.В.Шеретов [16]). Пусть существует такая постоянная
𝜆 > 0, что на R3

𝑥⃗ выполнено соотношение

rot 𝑢⃗0 = 𝜆𝑢⃗0. (2.27)

Тогда пара функций
𝑢⃗ = 𝑢⃗(𝑥⃗, 𝑡) = 𝑢⃗0(𝑥⃗) exp(−𝜆2𝜈𝑡), (2.28)

𝑝 = 𝑝(𝑥⃗, 𝑡) = 𝐶(𝑡)− 𝑢⃗20(𝑥⃗)

2
exp(−2𝜆2𝜈𝑡) (2.29)

задает при 𝑡 ⩾ 0 точное однородно-винтовое решение как системы Навье–Стокса
(1.5)− (1.6), так и квазигидродинамической системы (1.1)− (1.2). Символом 𝐶(𝑡)
обозначена любая непрерывная при 𝑡 ⩾ 0 функция времени.
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Замечание 2. Для векторного поля (2.28) выполняются равенства

rot 𝑢⃗ = 𝜆𝑢⃗, (2.30)

𝜕𝑢⃗

𝜕𝑡
− 𝜈∆𝑢⃗ = 0. (2.31)

Кроме того, справедливо условие (1.7).

3. Примеры точных однородно-винтовых решений квазигидродинами-
ческой системы в цилиндрических координатах

Пример 1. Пусть 𝛷 = 𝛷(𝑟). Тогда уравнение (2.1) принимает вид

𝑑2𝛷

𝑑𝑟2
+

1

𝑟

𝑑𝛷

𝑑𝑟
+ 𝜆2𝛷 = 0, 𝑟 > 0. (3.1)

Введем новую функцию 𝑓 = 𝑓(𝜉), которая связана с 𝛷(𝑟) равенством

𝑓(𝜉) = 𝛷(𝑟), 𝜉 = 𝜆𝑟. (3.2)

Эта функция удовлетворяет дифференциальному уравнению

𝜉2
𝑑2𝑓

𝑑𝜉2
+ 𝜉

𝑑𝑓

𝜕𝜉
+ 𝜉2𝑓 = 0, 𝜉 > 0, (3.3)

которое представляет собой частный случай уравнения Бесселя

𝜉2
𝑑2𝑓

𝑑𝜉2
+ 𝜉

𝑑𝑓

𝜕𝜉
+
(︀
𝜉2 − 𝑙2)𝑓 = 0, 𝜉 > 0, (3.4)

при 𝑙 = 0. Частное решение уравнения (3.4) при 𝑙 = 0 (см., например, [19]) имеет
вид

𝑓(𝜉) = 𝐶1𝐽0(𝜉), (3.5)

где

𝐽0(𝜉) =

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘

(𝑘!)2

(︁𝜉
2

)︁2𝑘
(3.6)

– цилиндрическая функция Бесселя первого рода, 𝐶1 – произвольная постоянная.
Здесь (−1)0 = 1 по определению.

Соответственно, частное решение уравнения (3.1) выглядит следующим обра-
зом

𝛷(𝑟) = 𝐶1𝐽0(𝜆𝑟). (3.7)

По формуле (2.24) вычислим векторное поле

𝐵⃗ = 𝐵⃗(𝑟) = 𝜆
𝑑𝛷

𝑑𝑟
𝑒⃗𝜙 +

1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟

(︁
𝑟
𝑑𝛷

𝑑𝑟

)︁
𝑒⃗𝑧 = 𝜆

𝑑𝛷

𝑑𝑟
𝑒⃗𝜙 +

(︁𝑑2𝛷
𝑑𝑟2

+
1

𝑟

𝑑𝛷

𝑑𝑟

)︁
𝑒⃗𝑧 =

= 𝜆
𝑑𝛷

𝑑𝑟
𝑒⃗𝜙 − 𝜆2𝛷𝑒⃗𝑧 = 𝜆2𝐶1

(︁
𝐽 ′
0(𝜆𝑟)𝑒⃗𝜙 − 𝐽0(𝜆𝑟)𝑒⃗𝑧

)︁
=
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= −𝜆2𝐶1

(︁
𝐽1(𝜆𝑟)𝑒⃗𝜙 + 𝐽0(𝜆𝑟)𝑒⃗𝑧

)︁
= 𝐴0

(︁
𝐽1(𝜆𝑟)𝑒⃗𝜙 + 𝐽0(𝜆𝑟)𝑒⃗𝑧

)︁
, (3.8)

где 𝐴0 = −𝜆2𝐶1. Будем считать, что 𝐴0 ̸= 0. При проведении формальных вы-
кладок были учтены равенства (3.1) и (3.5). Символом 𝐽1(𝜆𝑟) = 𝐽1(𝜉) обозначена
цилиндрическая функция первого рода, определяемая равенством

𝐽1(𝜉) =

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘

(𝑘!)2(𝑘 + 1)

(︁𝜉
2

)︁2𝑘+1

. (3.9)

Она является частным решением уравнения Бесселя (3.4) при 𝑙 = 1 и связана с
𝐽0(𝜉) соотношением 𝐽1(𝜉) = −𝐽 ′

0(𝜉).
Воспользовавшись теоремой 6 и полагая 𝑢⃗0 = 𝐵⃗, получаем однородно-винтовое

решение квазигидродинамической системы

𝑢⃗ = 𝐴0

(︁
𝐽1(𝜆𝑟)𝑒⃗𝜙 + 𝐽0(𝜆𝑟)𝑒⃗𝑧

)︁
exp(−𝜆2𝜈𝑡), (3.10)

𝑝 = 𝐶(𝑡)− 𝐴2
0

2

(︁
𝐽2
1 (𝜆𝑟) + 𝐽2

0 (𝜆𝑟)
)︁

exp(−2𝜆2𝜈𝑡). (3.11)

Для системы Навье–Стокса это решение было построено впервые итальянским
математиком Бруто Кальдонаццо (см. [6], [7]).

Пример 2. Нетрудно проверить, что функция

𝛷 = 𝛷(𝑟, 𝑧) = 𝐶2

sin
(︀
𝜆
√
𝑟2 + 𝑧2

)︀
√
𝑟2 + 𝑧2

, (3.12)

где вещественная константа 𝐶2 ̸= 0, является нетривиальным решением уравнения
Гельмгольца (2.1). Запишем (3.12) в виде

𝛷 = 𝜆𝐶2
sin𝑢*
𝑢*

, 𝑢* = 𝜆
√︀
𝑟2 + 𝑧2. (3.13)

По формуле (2.24) находим

𝐵⃗ = 𝐵⃗(𝑟, 𝑧) = 𝐵𝑟 𝑒⃗𝑟 +𝐵𝜙𝑒⃗𝜙 +𝐵𝑧 𝑒⃗𝑧, (3.14)

где компоненты вектора 𝐵⃗ вычисляются по формулам

𝐵𝑟 = − 𝜕

𝜕𝑧

(︁𝜕𝛷
𝜕𝑟

)︁
= 𝜆5𝐶2

1

𝑢4*

(︁(︀
3− 𝑢2*

)︀ sin𝑢*
𝑢*

− 3 cos𝑢
)︁
𝑟𝑧, (3.15)

𝐵𝜙 = 𝜆
𝜕𝛷

𝜕𝑟
= 𝜆4𝐶2

1

𝑢2*

(︁
cos𝑢* −

sin𝑢*
𝑢*

)︁
𝑟, (3.16)

𝐵𝑧 =
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︁
𝑟
𝜕𝛷

𝜕𝑟

)︁
=
𝜕2𝛷

𝜕𝑟2
+

1

𝑟

𝑑𝛷

𝜕𝑟
=

= 𝜆3𝐶2
1

𝑢2*

(︁
cos𝑢* −

sin𝑢*
𝑢*

)︁
+ 𝜆5𝐶2

1

𝑢4*

(︁(︀
3− 𝑢2*

)︀ sin𝑢*
𝑢*

− 3 cos𝑢*

)︁
𝑟2. (3.17)
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Заметим, что поле 𝐵⃗ = 𝐵⃗(𝑟, 𝑧) не имеет особенности в точке (0, 0), поскольку

lim
𝑢*→+0

1

𝑢2*

(︁
cos𝑢* −

sin𝑢*
𝑢*

)︁
= −1

3
, (3.18)

lim
𝑢*→+0

1

𝑢4*

(︁(︀
3− 𝑢2*

)︀ sin𝑢*
𝑢*

− 3 cos𝑢*

)︁
=

1

15
. (3.19)

Пользуясь теоремой 6 и полагая 𝑢⃗0 = 𝐵⃗, выписываем однородно-винтовое решение
квазигидродинамической системы

𝑢⃗ = 𝐵⃗ exp(−𝜆2𝜈𝑡), (3.20)

𝑝 = 𝐶(𝑡)− 1

2

(︁
𝐵2

𝑟 +𝐵2
𝜙 +𝐵2

𝑧

)︁
exp(−2𝜆2𝜈𝑡). (3.21)

Набор функций (3.20) – (3.21) является также точным однородно-винтовое реше-
нием Навье–Стокса. Это решение было известно и исследовалось, например, в [11].

4. Принципы суперпозиции решений

Продолжим построение новых точных решений квазигидродинамической сис-
темы, которые удовлетворяют также классической системе Навье–Стокса. Для
этого потребуются некоторые теоретические результаты.

Теорема 7 (П.Л.Бхатнагар, П.Д.Верма [8]). Пусть
(︀
𝑢⃗(1), 𝑝(1)

)︀
и
(︀
𝑢⃗(2), 𝑝(2)

)︀
–

два гладких решения системы Навье–Стокса (1.5) – (1.6), и существует такая
функция Ξ = Ξ(𝑥⃗, 𝑡), что выполнено условие[︀

𝑢⃗(1) × 𝜔⃗(2)
]︀

+
[︀
𝑢⃗(2) × 𝜔⃗(1)

]︀
= ∇Ξ. (4.1)

Здесь
𝜔⃗(1) = rot 𝑢⃗(1), 𝜔⃗(2) = rot 𝑢⃗(2). (4.2)

Тогда пара функций (𝑢⃗, 𝑝), где

𝑢⃗ = 𝑢⃗(1) + 𝑢⃗(2), (4.3)

𝑝 = 𝑝(1) + 𝑝(2) −
(︀
𝑢⃗(1) · 𝑢⃗(2)

)︀
+ Ξ, (4.4)

также является решением указанной системы Навье–Стокса.

Доказательство. Запишем систему (1.5) – (1.6) в форме Громеки–Лэмба

div 𝑢⃗ = 0, (4.5)

𝜕𝑢⃗

𝜕𝑡
+∇

(︁ 𝑢⃗2
2

+ 𝑝
)︁

=
[︀
𝑢⃗× 𝜔⃗

]︀
+ 𝜈∆𝑢⃗. (4.6)

Здесь

𝜔⃗ = rot 𝑢⃗ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑖⃗ 𝑗⃗ 𝑘⃗
𝜕
𝜕𝑥

𝜕
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑧

𝑢𝑥 𝑢𝑦 𝑢𝑧

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ , (4.7)
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векторы 𝑖⃗, 𝑗⃗, 𝑘⃗ – единичные орты правой декартовой системы координат 𝑜𝑥𝑦𝑧.
По условию теоремы div 𝑢⃗(1) = 0 и div 𝑢⃗(2) = 0. Отсюда следует, что

div 𝑢⃗ = div
(︀
𝑢⃗(1) + 𝑢⃗(2)

)︀
= 0, (4.8)

и равенство (4.5) выполняется.
Последовательная подстановка

(︀
𝑢⃗(1), 𝑝(1)

)︀
и
(︀
𝑢⃗(2), 𝑝(2)

)︀
в (4.6) дает

𝜕𝑢⃗(1)

𝜕𝑡
+∇

(︁(︀𝑢⃗(1))︀2
2

+ 𝑝(1)
)︁

=
[︀
𝑢⃗(1) × 𝜔⃗(1)

]︀
+ 𝜈∆𝑢⃗(1), (4.9)

𝜕𝑢⃗(2)

𝜕𝑡
+∇

(︁(︀𝑢⃗(2))︀2
2

+ 𝑝(2)
)︁

=
[︀
𝑢⃗(2) × 𝜔⃗(2)

]︀
+ 𝜈∆𝑢⃗(2). (4.10)

Складывая (4.9) и (4.10), получим

𝜕
(︀
𝑢⃗(1) + 𝑢⃗(2)

)︀
𝜕𝑡

+∇
(︁(︀𝑢⃗(1))︀2

2
+

(︀
𝑢⃗(2)

)︀2
2

+ 𝑝(1) + 𝑝(2)
)︁

=

=
[︀
𝑢⃗(1) × 𝜔⃗(1)

]︀
+
[︀
𝑢⃗(2) × 𝜔⃗(2)

]︀
+ 𝜈∆

(︀
𝑢⃗(1) + 𝑢⃗(2)

)︀
. (4.11)

По свойствам векторного произведения[︀(︀
𝑢⃗(1) + 𝑢⃗(2)

)︀
×
(︀
𝜔⃗(1) + 𝜔⃗(2)

)︀]︀
=
[︀
𝑢⃗(1) × 𝜔⃗(1)

]︀
+
[︀
𝑢⃗(2) × 𝜔⃗(2)

]︀
+

+
[︀
𝑢⃗(1) × 𝜔⃗(2)

]︀
+
[︀
𝑢⃗(2) × 𝜔⃗(1)

]︀
. (4.12)

Принимая во внимание (4.1), преобразуем (4.12) к виду[︀
𝑢⃗(1) × 𝜔⃗(1)

]︀
+
[︀
𝑢⃗(2) × 𝜔⃗(2)

]︀
=
[︀(︀
𝑢⃗(1) + 𝑢⃗(2)

)︀
×
(︀
𝜔⃗(1) + 𝜔⃗(2)

)︀]︀
−∇Ξ. (4.13)

Подстановка (4.13) в (4.11) дает

𝜕
(︀
𝑢⃗(1) + 𝑢⃗(2)

)︀
𝜕𝑡

+∇
(︁(︀𝑢⃗(1))︀2

2
+

(︀
𝑢⃗(2)

)︀2
2

+ 𝑝(1) + 𝑝(2) + Ξ
)︁

=

=
[︀(︀
𝑢⃗(1) + 𝑢⃗(2)

)︀
×
(︀
𝜔⃗(1) + 𝜔⃗(2)

)︀]︀
+ 𝜈∆

(︀
𝑢⃗(1) + 𝑢⃗(2)

)︀
. (4.14)

Представим (4.14) в эквивалентной форме

𝜕
(︀
𝑢⃗(1) + 𝑢⃗(2)

)︀
𝜕𝑡

+∇
(︁(︀𝑢⃗(1) + 𝑢⃗(2)

)︀2
2

+ 𝑝(1) + 𝑝(2) −
(︀
𝑢⃗(1) · 𝑢⃗(2)

)︀
+ Ξ

)︁
=

=
[︀(︀
𝑢⃗(1) + 𝑢⃗(2)

)︀
×
(︀
𝜔⃗(1) + 𝜔⃗(2)

)︀]︀
+ 𝜈∆

(︀
𝑢⃗(1) + 𝑢⃗(2)

)︀
. (4.15)

Отсюда следует, что пара функций (𝑢⃗, 𝑝), определяемых формулами (4.3) и (4.4),
удовлетворяет уравнению (4.6). Таким образом, (𝑢⃗, 𝑝) – решение системы Навье–
Стокса.
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Теорема 8 (Ю.В.Шеретов [16]). Пусть
(︀
𝑢⃗(1), 𝑝(1)

)︀
и
(︀
𝑢⃗(2), 𝑝(2)

)︀
– два гладких

решения переопределенной системы (1.5) – (1.7), и существует такая функция
Ξ = Ξ(𝑥⃗, 𝑡), что выполнены условия[︀

𝑢⃗(1) × 𝜔⃗(2)
]︀

+
[︀
𝑢⃗(2) × 𝜔⃗(1)

]︀
= ∇Ξ, (4.16)

(︀
𝑢⃗(1) · ∇

)︀(︂𝜕𝑢⃗(2)
𝜕𝑡
− 𝜈∆𝑢⃗(2)

)︂
+

(︂(︂
𝜕𝑢⃗(2)

𝜕𝑡
− 𝜈∆𝑢⃗(2)

)︂
· ∇
)︂
𝑢⃗(1)+

+
(︀
𝑢⃗(2) · ∇

)︀(︂𝜕𝑢⃗(1)
𝜕𝑡
− 𝜈∆𝑢⃗(1)

)︂
+

(︂(︂
𝜕𝑢⃗(1)

𝜕𝑡
− 𝜈∆𝑢⃗(1)

)︂
· ∇
)︂
𝑢⃗(2) = 0. (4.17)

Тогда пара (𝑢⃗, 𝑝), где
𝑢⃗ = 𝑢⃗(1) + 𝑢⃗(2), (4.18)

𝑝 = 𝑝(1) + 𝑝(2) −
(︀
𝑢⃗(1) · 𝑢⃗(2)

)︀
+ Ξ, (4.19)

является решением квазигидродинамической системы (1.1) – (1.2).

5. Примеры точных решений квазигидродинамической системы в ци-
линдрических координатах, построенных с помощью принципа супер-
позиции

Пример 3. В качестве
(︀
𝑢⃗(1), 𝑝(1)

)︀
возьмем нестационарное решение системы

Навье–Стокса (1.17) – (1.20), построенное Кальдонаццо:

𝑢⃗(1) = 𝐴0

(︁
𝐽1(𝜆𝑟)𝑒⃗𝜙 + 𝐽0(𝜆𝑟)𝑒⃗𝑧

)︁
exp(−𝜆2𝜈𝑡), (5.1)

𝑝(1) = 𝐶(𝑡)− 𝐴2
0

2

(︁
𝐽2
1 (𝜆𝑟) + 𝐽2

0 (𝜆𝑟)
)︁

exp(−2𝜆2𝜈𝑡). (5.2)

Оно подробно разобрано в примере 1. Равенство (1.7) для 𝑢⃗ = 𝑢⃗(1) выполняется.
Рассмотрим еще одно стационарное решение

(︀
𝑢⃗(2), 𝑝(2)

)︀
указанной системы На-

вье–Стокса вида

𝑢⃗(2) =

(︂
𝜔0

2
𝑟 +

Γ

2𝜋𝑟

)︂
𝑒⃗𝜙 +

(︂
𝐴

4𝜈
𝑟2 +𝐵 ln 𝑟 + 𝐶

)︂
𝑒⃗𝑧, (5.3)

𝑝(2) =
𝜔2
0

8
𝑟2 +

𝜔0Γ

2𝜋
ln 𝑟 − Γ2

8𝜋2𝑟2
+𝐴𝑧 + 𝐶1, 𝑟 > 0, (5.4)

построенное К.И.Страховичем (см. [5], с. 140). Здесь 𝜔0, Γ, 𝐴, 𝐵, 𝐶 и 𝐶1 – дей-
ствительные константы. Будем считать, что 𝜔0 ̸= 0 и 𝐴 ̸= 0. Векторное поле 𝑢⃗(2)
имеет завихренность

𝜔⃗(2) = rot 𝑢⃗(2) = −
(︁ 𝐴

2𝜈
𝑟 +

𝐵

𝑟

)︁
𝑒⃗𝜙 + 𝜔0𝑒⃗𝑧. (5.5)

Вычислим ∆𝑢⃗ = ∆𝑢⃗(2) по формуле

∆𝑢⃗ =

(︂
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︁
𝑟
𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑟

)︁
+
𝜕2𝑢𝑟
𝜕𝑧2

− 𝑢𝑟
𝑟2

)︂
𝑒⃗𝑟 +

(︂
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︁
𝑟
𝜕𝑢𝜙
𝜕𝑟

)︀
+
𝜕2𝑢𝜙
𝜕𝑧2

− 𝑢𝜙
𝑟2

)︃
𝑒⃗𝜙+
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+

(︂
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︁
𝑟
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑟

)︁
+
𝜕2𝑢𝑧
𝜕𝑧2

)︂
𝑒⃗𝑧. (5.6)

Получим

∆𝑢⃗ =
𝐴

𝜈
𝑒⃗𝑧. (5.7)

Справедлива цепочка равенств(︀
𝑢⃗ · ∇

)︀(︀
∆𝑢⃗
)︀

+
(︀
∆𝑢⃗ · ∇

)︀
𝑢⃗ =

𝐴

𝜈

(︂(︁𝑢𝜙
𝑟

𝜕

𝜕𝜙
+ 𝑢𝑧

𝜕

𝜕𝑧

)︁
𝑒⃗𝑧 +

𝜕𝑢⃗

𝜕𝑧

)︂
= 0. (5.8)

Поскольку 𝜈 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 и
𝜕𝑢⃗

𝜕𝑡
= 0, (5.9)

условие (1.7) для поля (5.3) выполняется. По теореме 1 пара
(︀
𝑢⃗(2), 𝑝(2)

)︀
образует

точное решение квазигидродинамической системы (1.8) – (1.15).
Чтобы построить из

(︀
𝑢⃗(1), 𝑝(1)

)︀
и
(︀
𝑢⃗(2), 𝑝(2)

)︀
новое решение квазигидродинами-

ческой системы, воспользуемся теоремой 8. Справедлива цепочка равенств[︀
𝑢⃗(1) × 𝜔⃗(2)

]︀
+
[︀
𝑢⃗(2) × 𝜔⃗(1)

]︀
=

=

[︂
𝑢⃗(1) ×

(︂
−
(︁ 𝐴

2𝜈
𝑟 +

𝐵

𝑟

)︁
𝑒⃗𝜙 + 𝜔0𝑒⃗𝑧

)︂]︂
+ 𝜆

[︀
𝑢⃗(2) × 𝑢⃗(1)

]︀
=

=

[︂
𝑢⃗(1) ×

(︂
−
(︁ 𝐴

2𝜈
𝑟 +

𝐵

𝑟

)︁
𝑒⃗𝜙 + 𝜔0𝑒⃗𝑧 − 𝜆𝑢⃗(2)

)︂]︂
=

= −𝐴0𝜆

[︂(︁
𝐽1(𝜆𝑟)𝑒⃗𝜙 + 𝐽0(𝜆𝑟)𝑒⃗𝑧

)︁
×
(︂(︁𝜔0

2
𝑟 +

Γ

2𝜋𝑟
+

𝐴

2𝜈𝜆
𝑟 +

𝐵

𝜆𝑟

)︁
𝑒⃗𝜙+

+
(︁ 𝐴

4𝜈
𝑟2 +𝐵 ln 𝑟 + 𝐶 − 𝜔0

𝜆

)︁
𝑒⃗𝑧

)︂]︂
exp(−𝜆2𝜈𝑡) =

= 𝐴0𝜆 exp(−𝜆2𝜈𝑡)
(︂(︁𝜔0

2
𝑟 +

Γ

2𝜋𝑟
+

𝐴

2𝜈𝜆
𝑟 +

𝐵

𝜆𝑟

)︁
𝐽0(𝜆𝑟)+

+
(︁𝜔0

𝜆
− 𝐴

4𝜈
𝑟2 −𝐵 ln 𝑟 − 𝐶

)︁
𝐽1(𝜆𝑟)

)︂
𝑒⃗𝑟. (5.10)

При проведении выкладок были использованы свойства векторного произведе-
ния, равенство

𝜔⃗(1) = 𝜆𝑢⃗(1), (5.11)

а также соотношения[︀
𝑒⃗𝜙 × 𝑒⃗𝜙

]︀
= 0,

[︀
𝑒⃗𝑧 × 𝑒⃗𝑧

]︀
= 0,

[︀
𝑒⃗𝜙 × 𝑒⃗𝑧

]︀
= −

[︀
𝑒⃗𝑧 × 𝑒⃗𝜙

]︀
= 𝑒⃗𝑟. (5.12)

Заметим, что (5.10) можно представить в виде[︀
𝑢⃗(1) × 𝜔⃗(2)

]︀
+
[︀
𝑢⃗(2) × 𝜔⃗(1)

]︀
= ∇Ξ, (5.13)

где

Ξ = Ξ(𝑟, 𝑡) = 𝐴0𝜆 exp(−𝜆2𝜈𝑡)
𝑟�

𝑟0

(︂(︁𝜔0

2
𝑟* +

Γ

2𝜋𝑟*
+

𝐴

2𝜈𝜆
𝑟* +

𝐵

𝜆𝑟*

)︁
𝐽0(𝜆𝑟*)+
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+
(︁𝜔0

𝜆
− 𝐴

4𝜈
𝑟2* −𝐵 ln 𝑟* − 𝐶

)︁
𝐽1(𝜆𝑟*)

)︂
𝑑𝑟*, (5.14)

∇Ξ = 𝑒⃗𝑟
𝜕Ξ

𝜕𝑟
. (5.15)

Символом 𝑟0 обозначено некоторое положительное число.
В силу сказанного выше, условие (4.17) легко может быть проверено. Таким

образом, пара функций (𝑢⃗, 𝑝), определяемая формулами (4.18), (4.19) является об-
щим точным решением квазигидродинамической системы (1.8) – (1.15) и системы
Навье–Стокса (1.17) – (1.20). Для квазигидродинамической системы оно заведомо
является новым.

Пример 4. В качестве
(︀
𝑢⃗(1), 𝑝(1)

)︀
возьмем нестационарное однородно-винтовое

решение системы Навье–Стокса (1.17) – (1.20) вида

𝑢⃗(1) = 𝐵⃗ exp(−𝜆2𝜈𝑡), (5.16)

𝑝(1) = 𝐶1(𝑡)− 𝐵⃗2

2
exp(−2𝜆2𝜈𝑡) = 𝐶1(𝑡)−

(︀
𝑢⃗(1)

)︀2
2

. (5.17)

Здесь 𝐶1(𝑡) – некоторая непрерывная функция времени, 𝐵⃗2 = (𝐵⃗ · 𝐵⃗) = |𝐵⃗|2.
Векторное поле 𝐵⃗ вычисляется по формуле (2.24). Для поля (5.16) выполнено
условие

𝜔⃗(1) = rot 𝑢⃗(1) = 𝜆𝑢⃗(1), (5.18)

где 𝜆 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0.
Возьмем еще одно стационарное решение

(︀
𝑢⃗(2), 𝑝(2)

)︀
указанной системы Навье–

Стокса вида
𝑢⃗(2) = 𝜆𝐴𝑟𝑒⃗𝜙 + 2𝐴𝑒⃗𝑧, (5.19)

𝑝(2) =
𝜆2𝐴2𝑟2

2
+ 𝑝0. (5.20)

Здесь 𝐴 и 𝑝0 – произвольные вещественные константы. Будем считать, что 𝐴 ̸= 0.
Для обоих решений выполнено условие (1.7). Поэтому они являются также точны-
ми решениями квазигидродинамической системы. Принимая во внимание (5.19) и
(2.25), находим

𝜔⃗(2) = rot 𝑢⃗(2) = 2𝜆𝐴𝑒⃗𝑧. (5.21)

Чтобы на основе
(︀
𝑢⃗(1), 𝑝(1)

)︀
и
(︀
𝑢⃗(2), 𝑝(2)

)︀
построить новое решение квазигидро-

динамической системы, вновь воспользуемся теоремой 8. Справедливы равенства[︀
𝑢⃗(1) × 𝜔⃗(2)

]︀
+
[︀
𝑢⃗(2) × 𝜔⃗(1)

]︀
=
[︀
𝑢⃗(1) × 𝜔⃗(2)

]︀
+ 𝜆

[︀
𝑢⃗(2) × 𝑢⃗(1)

]︀
=

=
[︀
𝑢⃗(1)×

(︀
𝜔⃗(2)−𝜆𝑢⃗(2)

)︀]︀
=
[︀
𝑢⃗(1)×

(︀
2𝜆𝐴𝑒⃗𝑧−𝜆(𝜆𝐴𝑟𝑒⃗𝜙 +2𝐴𝑒⃗𝑧)

)︀]︀
= −𝜆2𝐴𝑟

[︀
𝑢⃗(1)× 𝑒⃗𝜙

]︀
=

= −𝜆2𝐴𝑟
[︂(︂
− 𝜕

𝜕𝑧

(︁𝜕𝛷
𝜕𝑟

)︁
𝑒⃗𝑟 + 𝜆

𝜕𝛷

𝜕𝑟
𝑒⃗𝜙 +

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︁
𝑟
𝜕𝛷

𝜕𝑟

)︁
𝑒⃗𝑧

)︂
× 𝑒⃗𝜙

]︂
exp(−𝜆2𝜈𝑡) =

= 𝜆2𝐴

[︂
𝜕

𝜕𝑟

(︁
𝑟
𝜕𝛷

𝜕𝑟

)︁
𝑒⃗𝑟 +

𝜕

𝜕𝑧

(︁
𝑟
𝜕𝛷

𝜕𝑟

)︁
𝑒⃗𝑧

]︂
exp(−𝜆2𝜈𝑡) = ∇Ξ, (5.22)
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где

∇Ξ = ∇Ξ(𝑟, 𝑧, 𝑡) = 𝜆2𝐴𝑟
𝜕𝛷

𝜕𝑟
exp(−𝜆2𝜈𝑡). (5.23)

При проведении вычислений были учтены формулы (2.24), (5.16), (5.18), (5.19),
(5.21), а также соотношения[︀
𝑒⃗𝜙 × 𝑒⃗𝜙

]︀
= 0,

[︀
𝑒⃗𝑟 × 𝑒⃗𝜙

]︀
= −

[︀
𝑒⃗𝜙 × 𝑒⃗𝑟

]︀
= 𝑒⃗𝑧,

[︀
𝑒⃗𝜙 × 𝑒⃗𝑧

]︀
= −

[︀
𝑒⃗𝑧 × 𝑒⃗𝜙

]︀
= 𝑒⃗𝑟. (5.24)

Непосредственной проверкой убеждаемся в том, что условие (4.17) выполня-
ется. Итак, пара функций (𝑢⃗, 𝑝), определяемая формулами (4.18), (4.19) является
новым точным решением квазигидродинамической системы (1.8) – (1.15).

Для системы Навье–Стокса (1.17) – (1.20) это решение впервые было найдено,
причем другим способом, О.И.Богоявленским [11]. Запишем построенное решение
в форме Богоявленского. Из (4.18), (5.16) и (5.19) находим

𝑢⃗ = 𝜆𝐴𝑟𝑒⃗𝜙 + 2𝐴𝑒⃗𝑧 + 𝐵⃗ exp(−𝜆2𝜈𝑡). (5.25)

С помощью формул (4.19), (5.17), (5.20), (5.16), (5.19), (5.23) и (4.18) определяем
распределение давления

𝑝 = 𝑝(1) + 𝑝(2) −
(︀
𝑢⃗(1) · 𝑢⃗(2)

)︀
+ Ξ =

= 𝐶1(𝑡)−
(︀
𝑢⃗(1)

)︀2
2

+
𝜆2𝐴2𝑟2

2
+ 𝑝0 −

(︀
𝑢⃗(1) · 𝑢⃗(2)

)︀
+ 𝜆2𝐴𝑟

𝜕𝛷

𝜕𝑟
exp(−𝜆2𝜈𝑡) =

= 𝐶1(𝑡)−
(︀
𝑢⃗(1)

)︀2
2

−
(︀
𝑢⃗(2)

)︀2
2

+ 𝜆2𝐴2𝑟2 + 2𝐴2 + 𝑝0−

−
(︀
𝑢⃗(1) · 𝑢⃗(2)

)︀
+ 𝜆2𝐴𝜓 exp(−𝜆2𝜈𝑡) =

= 𝐶(𝑡) + 𝜆2𝐴2𝑟2 + 𝜆2𝐴𝜓 exp(−𝜆2𝜈𝑡)− 𝑢⃗2

2
. (5.26)

Здесь
𝐶(𝑡) = 𝐶1(𝑡) + 2𝐴2 + 𝑝0. (5.27)

Функция 𝜓 определяется по формуле (2.3) и удовлетворяет уравнению Грэда–
Шафранова (2.2). В случае отсутствия внешних потенциальных сил и при
𝜈 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 решение (5.25), (5.26) совпадает с полученным в [11].

Подчеркнем, что построенные в этом пункте точные решения квазигидродина-
мической системы не являются однородно-винтовыми. Однако они удовлетворяют
обобщенному условию Громеки–Бельтрами

rot
[︀
𝑢⃗× 𝜔⃗

]︀
= 0. (5.28)

Заключение

Итак, некоторые известные методы построения точных решений классической
системы Навье–Стокса могут быть надлежащим образом адаптированы для ква-
зигидродинамической системы. Заметим, что существуют решения КГД системы,
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не удовлетворяющие уравнениям Навье–Стокса [16], [20]. Результаты, полученные
в данной статье, подтверждают наличие глубоких связей между двумя рассмат-
риваемыми системами.

В недавно опубликованной статье [21] показана возможность создания на ос-
нове КГД системы вычислительных алгоритмов расчета как ламинарных, так и
турбулентных течений жидкости в трубе. Эти расчеты были выполнены на рас-
положенном в Институте прикладной математики им. М.В. Келдыша РАН вы-
числительном комплексе К–100. Возможность использования квазигидродинами-
ческих уравнений для моделирования ламинарно-турбулентного перехода может
быть предметом дальнейших исследований.
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This paper is devoted to finding new exact solutions to the quasi-hydrody-
namic system for a weakly compressible viscous fluid in cylindrical coordi-
nates. A combination of well-known results in the theory of the Navier–Sto-
kes equations and the author’s theorems allowed us to construct several
homogeneously screwed solutions. Based on the superposition principle es-
tablished by the author, were able to obtain solutions that are not screwed,
but satisfy the generalized Gromeka–Beltrami condition. All the solutions
of the quasi-hydrodynamic system are also exact solutions of the classical
Navier–Stokes system in the dynamics of an incompressible viscous fluid.

Keywords: quasi-hydrodynamic system, Navier–Stokes system, exact so-
lution, superposition principle.
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