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Изучается динамическая задача целераспределения (ЦР) разнотипных
средств ПВО по различным типам целей в оперативно-тактическом со-
единении, рассматриваемом как АСУ. В качестве критерия использу-
ется математическое ожидание количества прорвавшихся целей. Связь
между циклами ЦР осуществляется при помощи штрафной функции,
учитывающей математическое ожидание количества целей, не получив-
ших воздействия, за время перенацеливания различных типов средств
ПВО на другие типы целей. Такая постановка является новой и ее част-
ным случаем является классическая постановка задачи ЦР на основе
транспортной задачи (ТЗ). Показано, что поставленная динамическая
задача ЦР сводится к блочной задаче выпуклого программирования и
может быть решена методом проекции субградиента. Основным резуль-
татом работы является декомпозиция задачи на основе метода проек-
ции субградиента, которая может служить методической основой для
распараллеливания задачи.
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Введение

Работа основана на результатах из [1] и является ее дальнейшим развитием
в части учета динамики, возникающей из связи соседних циклов ЦР при помо-
щи штрафной функции, учитывающей математическое ожидание количества це-
лей, не получивших воздействия, за время перенацеливания каналов соединения

© Калязин И.С., Перевозчиков А.Г., Скакодуб К.Р., 2026

83

https://doi.org/10.26456/vtpmk768


84 КАЛЯЗИН И.С., ПЕРЕВОЗЧИКОВ А.Г., СКАКОДУБ К.Р.

ПВО, рассматриваемого как АСУ. Такие задачи распределения целевых каналов
по групповым целям применительно к задачам флота изучались в [2], (см. также
[11]). Поставленная динамическая задача ЦР сводится к блочной задаче выпук-
лого программирования и может быть решена методом проекции субградиента.
Основным результатом работы является декомпозиция задачи на основе метода
проекции субградиента Б. Т. Поляка [3], который может служить методической
основой распараллеливания задачи. Классическая постановка задачи целераспре-
дееления изучалась нами в [4].

В общетеоретическом плане динамические постановки задачи о групповом на-
значении могут использоваться как основа построения соответствующих цифро-
вых платформ распределения заданий по исполнителям [5]. В существующих плат-
формах для решения транспортной задачи (ТЗ) и ее частного случая — задачи о
назначениях — рассматривается в основном статический вариант задачи с гори-
зонтом планирования в один период (см. [6], [7]). Поэтому изучение динамических
ТЗ, к которым относится динамическая задача ЦР, поставленная в настоявшей
работе, является новой и актуальной задачей, а ее решение может служить ос-
новой для построения соответствующих АСУ соединения ПВО. Все полученные
результаты являются новыми и имеют практическое применение при построении
АСУ в оперативно-тактическом звене войск ВКО.

1. Классическая задача ЦР

Следуя [9] изложим классическую постановку задачи ЦР на основе ТЗ, ко-
торая нужна нам для дальнейших построений. Пусть, как в обычной задаче це-
лераспределения (ЦР), через 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, обозначены типы средств ПВО, через
𝑗 = 1, . . . , 𝑛, — типы целей. Даны величины:

– 𝑎𝑖 ≥ 0 — количество целевых каналов средств ПВО 𝑖-го типа,

– 𝑏𝑗 ≥ 0 — количество одиночных целей 𝑗-го типа.

Ищутся величины 𝑥𝑖𝑗 — количества каналов 𝑖-го типа, назначенных на цели 𝑗-го
типа, удовлетворяющие обычным балансовым ограничениям

𝑥𝑖𝑗 ≥ 0,
∑︀𝑛

𝑗=1 𝑥𝑖𝑗 = 𝑎𝑖,
∑︀𝑚

𝑖=1 𝑥𝑖𝑗 = 𝑏𝑗 , 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, (1)

где предполагается, что
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗 , (2)

минимизирующие функцию математического ожидания (МОЖ) числа прорвав-
шихся целей

𝐼(𝑥) =

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑞𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 . (3)

Здесь 𝑞𝑖𝑗 — вероятность не поражения средством ПВО 𝑖-го типа цели 𝑗-го типа.
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2. Динамическое расширение задачи ЦР

Здесь и далее излагаются наши новые результаты в том числе новая поста-
новка динамической задачи ЦР и ее декомпозиция на основе нового численного
метода оптимизации. В динамической постановке вместо (3) используется недиф-
ференцируемый выпуклый показатель

𝐽(𝑥) =

𝑇−1∑︁
𝑡=0

⎧⎨⎩
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑞𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗(𝑡) +

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑟𝑖𝑗∆𝑥+
𝑖𝑗(𝑡)

⎫⎬⎭→ min, (4)

где
∆𝑥+

𝑖𝑗(𝑡) = max(∆𝑥𝑖𝑗(𝑡); 0) (5)

— верхняя срезка разности

∆𝑥𝑖𝑗(𝑡) = 𝑥𝑖𝑗(𝑡+ 1)− 𝑥𝑖𝑗(𝑡). (6)

Здесь 𝑟𝑖𝑗 — вероятность пролета цели 𝑗-го типа при перенацеливании на нее сред-
ства ПВО 𝑖-го типа. Это означает, что дополнительные непораженные цели за
время перенацеливания связаны только с увеличением объема 𝑥𝑖𝑗 назначения, а
не с его уменьшением.

Рассматривается задача с уравновешенным балансом:

𝑎𝑖(𝑡) =
∑︀𝑛

𝑗=1 𝑥𝑖𝑗(𝑡), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚;

𝑏𝑗(𝑡) =
∑︀𝑚

𝑖=1 𝑥𝑖𝑗(𝑡), 𝑗 = 1, . . . , 𝑛;

𝑥𝑖𝑗(𝑡) ≥ 0, 𝑡 = 0, . . . , 𝑇 − 1.

(7)

Условие (2) предполагается выполненным. Обозначим множества точек 𝑥(𝑡), удо-
влетворяющих (7), через 𝐵(𝑡).

Показатель (4) необходимо минимизировать при ограничениях

𝑥 ∈ 𝐵 =

𝑇−1∏︁
𝑡=−1

𝐵(𝑡). (8)

3. Декомпозиция динамической задачи ЦР

Рассмотрим вспомогательную задачу для компонент 𝑥(𝑡): минимизировать

𝐿𝑡(𝑥) =
∑︀𝑚

𝑖=1

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑟𝑖𝑗(𝑥𝑖𝑗(𝑡)− 𝑥𝑖𝑗(𝑡− 1))+−

+
∑︀𝑚

𝑖=1

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑞𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗(𝑡) +

∑︀𝑚
𝑖=1

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑟𝑖𝑗(𝑥𝑖𝑗(𝑡+ 1)− 𝑥𝑖𝑗(𝑡))

+
(9)

при фиксированных 𝑥(𝑡− 1), 𝑥(𝑡+ 1) и ограничениях

𝑥(𝑡) ∈ 𝐵(𝑡). (10)

Предполагается по умолчанию, что слагаемые в (9), содержащие 𝑥(−1), 𝑥(𝑇 ), от-
сутствуют. Очевидно, что справедлива следующая лемма.



86 КАЛЯЗИН И.С., ПЕРЕВОЗЧИКОВ А.Г., СКАКОДУБ К.Р.

Лемма 1. Для любого решения 𝑥 задачи минимизации (4) при ограничениях (8)
его компоненты являются решением вспомогательной задачи (9), (10).

Таким образом, лемма 1 очевидна. Субградиент показателя (9) по 𝑥(𝑡) при
фиксированных 𝑥(𝑡− 1), 𝑥(𝑡+ 1) имеет вид:

𝜕𝑥(𝑡)𝐿𝑡(𝑥) =
∑︀𝑚

𝑖=1

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑟𝑖𝑗𝜕𝑥(𝑡)(𝑥𝑖𝑗(𝑡)− 𝑥𝑖𝑗(𝑡− 1))+

+‖𝑞(𝑡)‖+
∑︀𝑚

𝑖=1

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑟𝑖𝑗𝜕𝑥(𝑡)(𝑥𝑖𝑗(𝑡+ 1)− 𝑥𝑖𝑗(𝑡))

+.
(11)

Здесь 𝜕𝑥(𝑡)𝐿𝑡(𝑥) =
(︀
𝜕𝑥𝑖𝑗(𝑡)𝐿𝑡(𝑥), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛

)︀
— субградиент функции

𝐿𝑡(𝑥) по 𝑥(𝑡), ||.|| — евклидовая норма,

𝜕𝑥𝑖𝑗(𝑡) (𝑥𝑖𝑗(𝑡)− 𝑥𝑖𝑗(𝑡− 1))
+
=

{︃
1, 𝑥𝑖𝑗(𝑡)− 𝑥𝑖𝑗(𝑡− 1) ≥ 0;

0, 𝑥𝑖𝑗(𝑡)− 𝑥𝑖𝑗(𝑡− 1) < 0;

и

𝜕𝑥𝑖𝑗(𝑡) (𝑥𝑖𝑗(𝑡+ 1)− 𝑥𝑖𝑗(𝑡))
+
=

{︃
−1, 𝑥𝑖𝑗(𝑡+ 1)− 𝑥𝑖𝑗(𝑡) ≥ 0;

0, 𝑥𝑖𝑗(𝑡+ 1)− 𝑥𝑖𝑗(𝑡) < 0.

Имея субградиенты (11), для решения вспомогательной задачи можно теперь вос-
пользоваться методом проекции субградиента с программным шагом [3, с. 187]:

𝑥𝑘+1(𝑡) = 𝑃𝐵(𝑡)

(︀
𝑥𝑘(𝑡)− 𝛼𝑘𝜕𝑥(𝑡)𝐿𝑡(𝑥

𝑘(𝑡))
)︀
, 𝑘 = 0, 1, . . . , (12)

где 𝑘 — номер шага; 𝛼𝑘 → 0,
∑︀∞

𝑘=0 𝛼𝑘 = ∞ — программный шаг метода; 𝑃𝐵(𝑡)(.)
— оператор проектирования на компоненту 𝐵(𝑡) множества допустимых управля-
ющих воздействий 𝑊 (𝑡). Очевидно, что внутренности множеств 𝐵(𝑡) не пусты, а
𝜕𝑥(𝑡)𝐿𝑡(𝑥) — ограничены в совокупности на 𝐵(𝑡). Тогда согласно результатам [3, с.
188] справедлива следующая теорема сходимости.

Теорема 1. Последовательность [𝑥𝑘(𝑡)] в методе (12) сходится к множеству
решений задачи минимизации (9) при ограничениях (10).

Таким образом, Теорема 1 не требует доказательства. Рассмотрим «диагональ-
ный» процесс метода проекции градиента в целом для динамической задачи:

𝑥𝑘+1(𝑡) = 𝑃𝐵(𝑡)

(︀
𝑥𝑘(𝑡)− 𝑎𝑘𝑎𝑏𝑙𝑎𝑥(𝑡)𝐿𝑡(𝑥

𝑘)
)︀
, ∀𝑡

𝑘 = 0, 1, . . . ,
(13)

который сходится по тем же причинам, причем метод проекции (12) субградиен-
та как бы представляет его покомпонентную запись и тем самым осуществляет
декомпозицию исходной задачи на вспомогательные блочные.
Замечание 1. Для решения вспомогательной задачи проектирования на множе-
ства 𝐵(𝑡) на каждом шаге можно использовать конечный метод сопряженных
градиентов из книги [3, с. 195] применительно к двойственной задаче [3, с. 297].

Задача проектирования может быть поставлена как задача:

min
[︂
⟨𝑑, 𝑥⟩+ 1

2𝛾
‖𝑥− 𝑎‖2

]︂
, 𝐴𝑥 ≤ 𝑏, (14)
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где

𝑑 = 0̄, 𝛾 = 1.

Двойственная задача имеет вид:

min
[︀
𝛾
2 ‖𝑑+𝐴!𝑇 𝑦‖2 − ⟨𝑦,𝐴!𝑎− 𝑏⟩

]︀
, 𝑦 ≥ 0 =

= min
[︀
1
2 ⟨𝐴!𝑦, 𝑦⟩ − ⟨𝑦, 𝑒⟩

]︀
= 𝑓(𝑦), 𝑦 ≥ 0,

(15)

где
𝐴! = 𝐴𝐴𝑇 , 𝑒 = 𝐴𝑎− 𝑏. (16)

Исходная точка минимума связана с точкой минимума двойственной задачи фор-
мулой:

𝑥* = 𝑎− 𝛾(𝐴!𝑇 𝑦* + 𝑑) = 𝑎−𝐴!𝑇 𝑦*. (17)

Градиент показателя дается формулой:

𝑎𝑏𝑙𝑎𝑓(𝑦) = 𝐴!𝑦 − 𝑒. (18)

Пример 1.

Предположим, что в задаче с уравновешенным балансом

‖𝑞𝑖𝑗‖ =
𝑎1(𝑡)
𝑎2(𝑡)
𝑖/𝑗

⎡⎣ 0, 1 0, 2 0, 3
0, 4 0, 3 0, 2
𝑏1(𝑡) 𝑏2(𝑡) 𝑏3(𝑡)

⎤⎦ ,

‖𝑟𝑖𝑗‖ =
𝑎1(𝑡)
𝑎2(𝑡)
𝑖/𝑗

⎡⎣ 0, 3 0, 1 0, 2
0, 2 0, 4 0, 3
𝑏1(𝑡) 𝑏2(𝑡) 𝑏3(𝑡)

⎤⎦ ,

и 𝑇 = 2.
Тогда, исключая зависимые переменные, приходим к задаче:

𝐿(𝑥) = 𝑞11 {𝑎1(0)− (𝑏2(0)− 𝑥22(0))− (𝑏3(0)− 𝑥23(0))}
+ 𝑞21 (𝑎2(0)− 𝑥22(0)− 𝑥23(0))

+ 𝑞12 (𝑏2(0)− 𝑥22(0)) + 𝑞13 (𝑏3(0)− 𝑥23(0))

+ 𝑞22𝑥22(0) + 𝑞23𝑥23(0)

+ 𝑟11 max {∆𝑎1(1)− (∆𝑏2(1)−∆𝑥22(1))− (∆𝑏3(1)−∆𝑥23(1)) ; 0}
+ 𝑟21 max (∆𝑎2(1)−∆𝑥22(1)−∆𝑥23(1); 0)

+ 𝑟12 max (∆𝑏2(1)−∆𝑥22(1)) + 𝑟13 max (∆𝑏3(1)−∆𝑥23(1); 0)

+ 𝑟22 max (∆𝑥22(1); 0) + 𝑟23 max (∆𝑥23(2); 0)

+ 𝑞11 {𝑎1(1)− (𝑏2(1)− 𝑥22(1))− (𝑏3(1)− 𝑥23(1))}
+ 𝑞21 (𝑎2(1)− 𝑥22(1)− 𝑥23(1))

+ 𝑞12 (𝑏2(1)− 𝑥22(1)) + 𝑞13 (𝑏3(1)− 𝑥23(1))

+ 𝑞22𝑥22(1) + 𝑞23𝑥23(2) → min,

(19)
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при ограничениях

𝑎1(𝑡)− (𝑏2(𝑡)− 𝑥22(𝑡))− (𝑏3(𝑡)− 𝑥23(𝑡)) ≥ 0,

𝑎2(𝑡)− 𝑥22(𝑡)− 𝑥23(𝑡) ≥ 0, 𝑏2(𝑡)− 𝑥22(𝑡) ≥ 0, 𝑏3(𝑡)− 𝑥23(𝑡) ≥ 0,

𝑥22(𝑡), 𝑥23(𝑡) ≥ 0,

(20)

или

𝑎2(𝑡) ≥ 𝑥22(𝑡) + 𝑥23(𝑡)+ ≥ 𝑏2(𝑡) + 𝑏3(𝑡)− 𝑎1(𝑡),

𝑏2(𝑡) ≥ 𝑥22(𝑡) ≥ 0, 𝑏3(𝑡) ≥ 𝑥23(𝑡) ≥ 0.
(21)

Для трёхблочной модели показатели (19) примут вид:

𝐿↑
0(𝑥) = 𝑞11 {𝑎1(0)− (𝑏2(0)− 𝑥22(0))− (𝑏3(0)− 𝑥23(0))}

+ 𝑞21 (𝑎2(0)− 𝑥22(0)− 𝑥23(0))

+ 𝑞12 (𝑏2(0)− 𝑥22(0)) + 𝑞13 (𝑏3(0)− 𝑥23(0))

+ 𝑞22𝑥22(0) + 𝑞23𝑥23(0)

+ 𝑟11 max {∆𝑎1(0)− (∆𝑏2(0)−∆𝑥22(0))− (∆𝑏3(0)−∆𝑥23(0)) ; 0}
+ 𝑟21 max (∆𝑎2(0)−∆𝑥22(0)−∆𝑥23(0); 0)

+ 𝑟12 max (∆𝑏2(0)−∆𝑥22(0)) + 𝑟13 max (∆𝑏3(0)−∆𝑥23(0); 0)

+ 𝑟22 max (∆𝑥22(0); 0) + 𝑟23 max (∆𝑥23(0); 0) ,

𝐿0
𝑥22

= 𝑞11 − 𝑞21 − 𝑞12 + 𝑞22 + 𝑟11

{︂
−1
0

+ 𝑟21

{︂
1
0

+ 𝑟12

{︂
1
0

+ 𝑟22

{︂
−1
0

,

𝐿0
𝑥23

= 𝑞11 − 𝑞21 − 𝑞13 + 𝑞23 + 𝑟11

{︂
−1
0

+ 𝑟21

{︂
1
0

+ 𝑟13

{︂
1
0

+ 𝑟23

{︂
−1
0

,

𝐿↑
1(𝑥) = 𝑟11 max {∆𝑎1(0)− (∆𝑏2(0)−∆𝑥22(0))− (∆𝑏3(0)−∆𝑥23(0)) ; 0}

+ 𝑟21 max (∆𝑎2(0)−∆𝑥22(0)−∆𝑥23(0); 0)

+ 𝑟12 max (∆𝑏2(0)−∆𝑥22(0)) + 𝑟13 max (∆𝑏3(0)−∆𝑥23(0); 0)

+ 𝑟22 max (∆𝑥22(0); 0) + 𝑟23 max (∆𝑥23(0); 0)

+ 𝑞11 {𝑎1(1)− (𝑏2(1)− 𝑥22(1))− (𝑏3(1)− 𝑥23(1))}
+ 𝑞21 (𝑎2(1)− 𝑥22(1)− 𝑥23(1))

+ 𝑞12 (𝑏2(1)− 𝑥22(1)) + 𝑞13 (𝑏3(1)− 𝑥23(1))

+ 𝑞22𝑥22(1) + 𝑞23𝑥23(1)

+ 𝑟11 max {∆𝑎1(1)− (∆𝑏2(1)−∆𝑥22(1))− (∆𝑏3(1)−∆𝑥23(1)) ; 0}
+ 𝑟21 max (∆𝑎2(1)−∆𝑥22(1)−∆𝑥23(1); 0)

+ 𝑟12 max (∆𝑏2(1)−∆𝑥22(1)) + 𝑟13 max (∆𝑏3(1)−∆𝑥23(1); 0)

+ 𝑟22 max (∆𝑥22(1); 0) + 𝑟23 max (∆𝑥23(1); 0) ,
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𝐿1
𝑥22

= 𝑟11

{︂
1
0

+ 𝑟21

{︂
−1
0

+ 𝑟12

{︂
−1
0

+ 𝑟22

{︂
−1
0

+ 𝑞11 − 𝑞21

− 𝑞12 + 𝑞22 + 𝑟11

{︂
−1
0

+ 𝑟21

{︂
1
0

+ 𝑟12

{︂
1
0

+ 𝑟22

{︂
−1
0

,

𝐿1
𝑥23

= 𝑟11 +

{︂
1
0

+ 𝑟21

{︂
−1
0

+ 𝑟13

{︂
−1
0

+ 𝑟23

{︂
1
0

+ 𝑞11 − 𝑞21

− 𝑞13 + 𝑞23 + 𝑟11

{︂
−1
0

+ 𝑟21

{︂
1
0

+ 𝑟13

{︂
1
0

+ 𝑟23

{︂
−1
0

,

𝐿↑
2(𝑥) = 𝑞11 {𝑎1(2)− (𝑏2(2)− 𝑥22(2))− (𝑏3(2)− 𝑥23(2))}+ 𝑞21 (𝑎2(2)− 𝑥22(2)− 𝑥23(2))

+ 𝑞12 (𝑏2(2)− 𝑥22(2)) + 𝑞13 (𝑏3(2)− 𝑥23(2)) + 𝑞22𝑥22(2) + 𝑞23𝑥23(2)

+ 𝑟11 max {∆𝑎1(1)− (∆𝑏2(1)−∆𝑥22(1))− (∆𝑏3(1)−∆𝑥23(1)) ; 0}
+ 𝑟21 max (∆𝑎2(1)−∆𝑥22(1)−∆𝑥23(1); 0)

+ 𝑟12 max (∆𝑏2(1)−∆𝑥22(1)) + 𝑟13 max (∆𝑏3(1)−∆𝑥23(1); 0)

+ 𝑟22 max (∆𝑥22(1); 0) + 𝑟23 max (∆𝑥23(1); 0) ,

𝐿2
𝑥22

= 𝑞11 − 𝑞21 − 𝑞12 + 𝑞22 + 𝑟11

{︂
−1
0

+ 𝑟21

{︂
1
0

+ 𝑟12

{︂
1
0

+ 𝑟22

{︂
−1
0

,

𝐿2
𝑥23

= 𝑞11 − 𝑞21 − 𝑞13 + 𝑞23 + 𝑟11

{︂
−1
0

+ 𝑟21

{︂
1
0

+ 𝑟13

{︂
1
0

+ 𝑟23

{︂
−1
0

.

Пример 2.

Положим

𝑎1(0) = 5, 𝑎2(0) = 4, 𝑏1(0) = 2, 𝑏2(0) = 4, 𝑏3(0) = 3.

Тогда ограничения (21) имеют вид

4 ≥ 𝑥22(0) + 𝑥23(0) ≥ 2, 3 ≥ 𝑥23(0) ≥ 0.

Пример 3.

Рассмотрим задачу проектирования точки 𝑎 = (3, 3)𝑇 на допустимое множество
статической задачи на нулевом шаге в примере 1. Из Рис. 1 видно, что проекцией
будет точка (2, 2)𝑇 .
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1 2 3 4

1

2

3

4

𝑋22

𝑋23

Рис. 1: Допустимая область на нулевом шаге

Матрица 𝐴 ограничений (36), векторы 𝑏 и 𝑦 будут иметь вид:

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
1 1
−1 −1
0 1
0 −1

⎞⎟⎟⎠ , 𝑏 =

⎛⎜⎜⎝
4
−2
3
0

⎞⎟⎟⎠ , 𝑦 =

⎛⎜⎜⎝
𝑦1
𝑦2
𝑦3
𝑦4

⎞⎟⎟⎠ .

Матрица 𝐴 = 𝐴𝐴𝑇 и вектор 𝑒 равны:

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
2 −2 1 −1
−2 2 −1 1
1 −1 1 −1
1 1 −1 1

⎞⎟⎟⎠ , 𝑒 =

⎛⎜⎜⎝
2
−4
0
−3

⎞⎟⎟⎠ .

Метод сопряженных направлений:

𝑦0 =

⎛⎜⎜⎝
0
0
0
0

⎞⎟⎟⎠ , ∇𝑓(𝑦0) = −𝑒 =

⎛⎜⎜⎝
−2
4
0
3

⎞⎟⎟⎠ .

Множество индексов 𝐼0 и шаг 𝛽0 равны:

𝐼0 = {𝑖 | 𝑦0𝑖 = 0,∇𝑓(𝑦0)𝑖 > 0} = {2, 4}; 𝛽0 = 0.

Сопряженный градиент

𝑝0, 𝑝0𝑖 =

{︃
−∇𝑓(𝑦0)𝑖, если 𝑖 /∈ 𝐼0;

0, если 𝑖 ∈ 𝐼0;

равен:

𝑝0 =

⎛⎜⎜⎝
2
0
0
0

⎞⎟⎟⎠ , 𝑦1 = 𝑦0 + 𝛼0𝑝
0 =

⎛⎜⎜⎝
2𝛼0

0
0
0

⎞⎟⎟⎠ ≥ 0, 𝛼0 ∈ [0,∞).
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Найдем производную функции 𝐹 (𝛼0) = 𝑓(𝑦0 + 𝛼0𝑝
0):

𝐹 ′
𝛼0
(𝛼0) = ⟨∇𝑓(𝑦0 + 𝛼0𝑝

0), 𝑝0⟩ =

=

⟨
𝐴

⎛⎜⎜⎝
2𝛼0

0
0
0

⎞⎟⎟⎠+

⎛⎜⎜⎝
−2
4
0
3

⎞⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎝
2
0
0
0

⎞⎟⎟⎠
⟩

=

⟨
𝛼0

⎛⎜⎜⎝
4
−4
2
−2

⎞⎟⎟⎠+

⎛⎜⎜⎝
−2
4
0
3

⎞⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎝
2
0
0
0

⎞⎟⎟⎠
⟩

=

= 8𝛼0 − 4 = 0 ⇒ 𝛼*
0 =

1

2
.

Отсюда

𝑦1 = 𝑦0 +
1

2
𝑝0 =

⎛⎜⎜⎝
1
0
0
0

⎞⎟⎟⎠ ,

∇𝑓(𝑦1) = 𝐴𝑦1 − 𝑒 =

⎛⎜⎜⎝
2
−2
1
−1

⎞⎟⎟⎠−

⎛⎜⎜⎝
2
−4
0
−3

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
0
2
1
2

⎞⎟⎟⎠ .

Множество индексов 𝐼1 и шаг 𝛽1 равны:

𝐼1 = 𝐼0 ∪ {𝑖, 𝑦1𝑖 = 0} = {2, 3, 4}, 𝐼1 ̸= 𝐼0 ⇒ 𝛽1 = 0 ⇒ 𝑦2 = 𝑦1 = 𝑦*.

Отсюда следует, что

𝑥* = 𝑎−𝐴𝑇 𝑦* =

(︂
3
3

)︂
−
(︂
1 −1 0 0
1 −1 1 −1

)︂⎛⎜⎜⎝
1
0
0
0

⎞⎟⎟⎠ =

(︂
3
3

)︂
−
(︂
1
1

)︂
=

(︂
2
2

)︂
.

4. Исключение зависимых переменных в общем случае

Исключим зависимые переменные. Например,

𝑥𝑖𝑗 ≥ 0, 𝑥𝑖1 = 𝑎𝑖 −
∑︀𝑛

𝑗=2 𝑥𝑖𝑗 ≥ 0, 𝑥1𝑗 = 𝑏𝑗 −
∑︀𝑚

𝑖=2 𝑥𝑖𝑗 ≥ 0,

𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚, 𝑗 = 2, . . . , 𝑛.
(22)

При этом появляется 𝑚(𝑛 − 1) дополнительных неравенств помимо условия
неотрицательности переменных.

Подставляя (23) в показатель (3), получим критерий вида

𝐼(𝑥) = 𝑞11

⎛⎝𝑎1 −
𝑛∑︁

𝑗=2

(𝑏𝑗 −
𝑚∑︁
𝑖=2

𝑥𝑖𝑗)

⎞⎠+

+

𝑚∑︁
𝑖=2

𝑞𝑖1(𝑎𝑖 −
𝑛∑︁

𝑗=2

𝑥𝑖𝑗) +

𝑛∑︁
𝑗=2

𝑞1𝑗(𝑏𝑗 −
𝑚∑︁
𝑖=2

𝑥𝑖𝑗) +

𝑚∑︁
𝑖=2

𝑛∑︁
𝑗=2

𝑞𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 → min . (23)
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5. Выбор диапазонов для параметров численного эксперимента

Положим в задаче (1) – (3): 𝑎𝑖 ∈ [1, 5], 𝑏𝑖 ∈ [1, 3], 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,
𝑚 = 2, 𝑛 = 2, 𝑡 = 3 при условии, что 𝑏3 = 𝑎1 + 𝑎2 − 𝑏1 − 𝑏2 ≥ 0.

Замечание 2. Все величины предполагаются случайными, равномерно распреде-
ленными на соответствующих отрезках.

6. Анализ результатов эксперимента

В ходе работы для распараллеливания задачи был реализован алгоритм метода
проекции субградиента для данной задачи на языке С++17. Это один из методов
распараллеливания на основе численных методов оптимизации [8]. Для проверки
гипотезы, что асимптотически коэффициент ускорения 𝑘 будет равен 𝑡, нужно ис-
пользовать многопроцессорный вычислительный комплекс (МВК) с параллельной
передачей данных на процессоры.

Для проведения эксперимента был выбран личный МВК, собранный на плате
ASUS и процессорах марки ZEON. В вычислениях участвовали 32 процессора, что
достаточно хорошо позволяет описать на графике линию тренда коэффициента
ускорения в зависимости от длительности дискретного времени 𝑡. В результате
был построен линейный тренд 𝑘 = 0, 582𝑡+ 0, 876.

3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33
0

5

10

15

20

Параметр 𝑡

К
оэ

ф
ф

иц
ие

нт
𝑘

Коэффициент 𝑘
Тренд

Рис. 2: График зависимости коэффициента 𝑘 от параметра 𝑡

Таким образом, гипотеза об асимптотической линейности коэффициента 𝑘 как
функции дискретного времени 𝑡 можно считать оправданной. Для более точного
изучения поведения функции 𝑘(𝑡) нужно увеличивать количество процессоров,
совпадающих с 𝑡, а для этого увеличивать мощности МВК, что предполагается
сделать в дальнейшей работе.
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Гипотеза о том, что асимптотически коэффициент ускорения равен 𝑡, очевид-
но, справедлива для независимых блоков, поэтому можно считать, что уменьшение
коэффициента линейного тренда до 0,582 в проведенном статистическом экспери-
менте связано с «платой» за связь между блоками, которая уже нетривиальна
и сложность которой можно считать пропорциональной размеренности матрицы
𝑥(𝑡).

В данном эксперименте матрица 𝑥(𝑡) имела фиксированную размеренность
2 × 3. Линейный тренд, приведенный выше, построен именно для этой разме-
ренности. В дальнейшем предполагается исследование зависимости коэффициента
наклона линейного тренда от размеренности. В качестве гипотезы можно предпо-
ложить, что наклон линейного тренда будет убывать с ростом размеренности.

Заключение

В статье изучена непрерывно-дискретная задача целераспределения разнотип-
ных средств соединения ПВО, рассматриваемых как АСУ, по разнотипным воз-
душным групповым целям нападения в динамической постановке по критерию ма-
тематического ожидания числа прорвавшихся целей. Показано, что динамическая
задача ЦР сводится к решению блочной задачи выпуклого программирования, для
решения которой можно использовать метод проекции субградиента. Проектиро-
вание на выпуклые полиэдральные множества в блоках может быть осуществлено
при помощи конечного двойственного метода сопряженных градиентов.

Проводится статистический эксперимент по проверке практической сходимо-
сти метода проекции субградиента. Результаты статистического эксперимента по-
казывают, что уже при 𝑡 = 3, коэффициент ускорения больше единицы, а в даль-
нейшем асимптотически стремится к линейному тренду 𝑘 = 0, 582𝑡+0, 876. Таким
образом, гипотезу об асимптотической линейности коэффициента 𝑘, как функции
дискретного времени 𝑡, можно считать доказанной.
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The paper studies a dynamic target allocation (TA) problem for heteroge-
neous air defense assets against various target types within an operational-
tactical formation modeled as an automated control system. The optimality
criterion is the minimum expected number of penetrated targets. Coupling
between TA cycles is implemented via a penalty function that accounts for
the expected number of targets not engaged during the retargeting time of
different air defense asset types. Such a statement is new and its special
case is the classical TA problem based on the transportation problem. It
is shown that the proposed dynamic TA problem reduces to a block con-
vex programming problem and can be solved by the subgradient projection
method. The main contribution is a problem decomposition based on the
subgradient projection method, which can serve as a methodological foun-
dation for parallelization.

Keywords: dynamic target allocation problem, penalty for changing the
allocation plan, reduction to block convex programming, problem decom-
position via subgradient projection method, parallelization.
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